Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2011 - 1* Fase

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. A igualdade da opcdo A é vélida para acontecimentos contrérios, a igualdade da opgao B é vélida para
acontecimentos incompativeis e a condi¢ao da opgao C é vélida para acontecimentos ndo equiprovaveis.
Como A e B sao dois acontecimentos independentes, sabemos que P(A) x P(B) = P(ANDB) e assim temos

que
P(Bi) = ZEP) = PP b

Resposta: Opgao D

2. Como o cédigo tem 4 algarismos e sabemos que 2 deles sao <7> e os restantes 2 sao diferentes de <7,
podemos comegcar por calcular o nimero de situagoes diferentes em que os algarismos 7 podem ser dispostos
(*Cy, que corresponde a selecionar 2 das 4 posicoes do cédigo, sem considerar a ordem, porque estas
posigoes serdo ambas ocupadas por algarismos iguais - o algarismo «7>).

Depois, por cada uma destas escolhas, existem 9 hipéteses (todos os algarismos a excepcao do <7») para
ocupar a primeira posi¢gao nao ocupada, e outras 9 para a segunda posi¢ao nao ocupada, pelo que o nimero
total de codigos pode ser calculado como

405 x 9 x 9 = 486

Resposta: Opgao A

3. Como a reta y = 2x — 4 é assintota do grafico de g, temos que
im 4
r—+o0 I

e lim (g(z)—2z)=-4

T—r 400

Da definicao de assintota temos que

lim (g(z)— (2z—4)) =0 < lim (g(z) —22+4)=0

T—+00 T—-+00

Resposta: Opgao C
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4. Analisando cada uma das opgoes, temos

e Como f(0) =2°-9=1-9=-8e f(l) =2' —9 =2-9 = —7, nio se verifica a condi¢io
f(0) < 0 < f(1), pelo que o teorema de Bolzano ndo permite garantir a existéncia de, pelo menos,
um zero da func¢do f no intervalo |0, 1]

1— 5
e Como lim f(z) = lim (2°-9)=2°-9=23¢ f(5) = c , temos que lim f(x) # f(5), pelo
T—5" T—5" 5 r—5"
que a funcdo f ndo é continua para x = 5, logo nao é continua no intervalo 4, 6], pelo que o teorema
de Bolzano nao permite garantir a existéncia de, pelo menos, um zero da funcao f nesse intervalo

1—eb j —
e Como f(6) = C ~ 6Te f(n = 76 ~ —157, ndo se verifica a condigio f(6) < 0 < f(7),

pelo que o teorema de Bolzano nao permite garantir a existéncia de, pelo menos, um zero da funcao
f no intervalo 6, 7|

Assim, de entre as opgoes apresentadas o intervalo ]1,4] é o tnico em que o teorema de Bolzano permite
garantir a existéncia de, pelo menos, um zero da funcao f:

Como a fungado f resulta de operagdes sucessivas de fungdes continuas | C.A.
em [0,5[, é continua em [0,5], e também, em [1,4], porque [1,4] C [0,5]
f1)=2'-9=2-9=-7
Como —7 < 0 < 7, ou seja, f(1) < 0 < f(4), entdo, podemos
concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ €]1,4] tal que f(c) =0,
ou seja, que existe, pelo menos, um zero da func¢ao f no intervalo |1.4[ f4)=2*-9=16-9=7

Resposta: Opgao B

1 r sen? (£> sen? (f) sen (E) ’ sen (E) ?
lim <sen2( )) = lim 5 2/ _ lim 2/ _ lim 2/ = limi2

x—0 ,’1,‘2

x -
(fazendo y = 5 temos que z = 2y, e se x — 0, entdo y — 0)

sen 2 1 sen 2 1 sen 1 2 1

= ( lim y =(lm (= x y = | = lim y =|l=x1] =-

z—0 2y z—0 \ 2 Y 2 320 y 2 4
N——

Lim. Notével

Resposta: Opgao C

6. Pela observagao do grafico podemos afirmar que:

e Em z = —3 a fungdo é crescente, ou seja, f'(—3) >0
e Em 2 = 0 a fungdo é decrescente, ou seja, f/(0) <0

e Em z = 6 a fungao é crescente, ou seja, f/(6) > 0

Assim, temos que:

f'(0) x f'(6) <0
. f’( 3) x f'(6) >0
o f'(=3)x f'(0) <0
* f'(0) x f'(6)

<0
Resposta: Opgao D

I 2 B
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7. Sabemos que i = 1, ' =i, 2 = -1 e 3 = —i, e que é valida a
igualdade i" = ¥, onde k é o resto da divisdo inteira de n por 4. Im(z) &
Assim,
An -0 @22

e como 4n = 4 x n 40, temos que ¢*"* =i’ =1

e como 4n +1 =4 x n+1 temos que i*" T =it =

e como 4n + 2 =4 x n+2 temos que i*"T? =2 = —1 . ° 3

23 0 21

Assim temos que:
idn pogdntl odnt2 — 1 4 j — 1 = 4, pelo que, de acordo com a 174
figura, temos que %" + ¢47 ! 4 4 +2 = 4

Resposta: Opgao B

2

. . P ar ) . ~ .
8. Como a area do setor circular é dada por 0 onde « é a amplitude do angulo ao centro do setor circular

e r o raio da circunferéncia, e designado por w o nimero complexos que tem por imagem geométrica o

ponto A, temos que:
o 7= |w| = V/32 = V2% = 2 (usando a férmula de Moivre); Im(z),

e o é a amplitude do angulo AOB e como A e B sdo vértices
adjacentes de um pentdgono regular centrado na origem (por

serem raizes de indice 5 de um mesmo nimero complexo) te-

2
mos que o = —

5

Logo o valor da area do setor circular AOB é

27
27 9 5
ar? _ 5 X% o dn
2 2 5 5 B
Resposta: Opgao B
GRUPO 11
1.
1.1. Como z; é raiz do polinémio, este é divisivel por (z — 1), pelo que
podemos usar a regra de Ruffini para fazer a divisdo e obter um L1 -16
polinémio de grau 2.
1 1 16
1 0 16| 0

E assim temos que
23— 224162 —16 = (2 — 1)(22 + 02 4+ 16) + 0 = (2 — 1) (2% + 16)

Podemos agora determinar as raizes do polinémio z? + 16 (que também sdo raizes do polinémio

2% — 22 + 162 — 16) resolvendo a equagdo 22 + 16 = 0:

Z2+16=0 & 22=-16 & 2=4/-16 & z2=4/16x(-1) & 2=4i V z=—4i

Escrevendo as raizes encontradas na f.t., temos:

z:4cisz V z=4cis (71)
2 2
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1.2.

2.1.

2.2.

Comegamos por escrever zo na f.t. e calcular o produto zo X z3 na f.t.:

, . e u LT
Como 75 é um imaginério puro, arg (z3) = 5 e |z2] = 5, pelo que zo = 5cis )

Assim temos que:
2 2
Zo X 23 = (5cisg) X (cis (%)) = (5x1)cis (g + %) — 5cis <fg 4 %) _ 5Cis()7r47+0mr

Como a representagdao geométrica do nimero complexo zy X z3 estd no terceiro quadrante e per-
tence a bissetriz dos quadrantes impares se

T 4w  8kmw 5m + 8km
arg(22ng)—7r+1+2k7r—Z—FZ—&—T—T,I{EZ,w&mque.
20 5 8k 20 50 80k
minm _omdt Sk, Aminm  o0m+ Skm 207 + nm = 501 + 80kT <

40 o 4 40 B 40
& 20+n=50+80k & n=30+80k kecZ

Substituindo & por valores inteiros, vem que:
e k= —1, temos n = —50;
e k=0, temos n = 30;
e k=1, temos n = 110;

Logo, o menor valor natural de n é 30.

Como a experiéncia <Um jovem compra o bilhete> se repete varias vezes, de forma independente,
a distribuicao de probabilidades da varidvel X:<Numero de jovens que usa o multibanco no paga-
mentos, segue o modelo binomial (P(X = k) =" Cj, p* ¢"7F).

Temos que:
e n =9 (serao comprados bilhetes 9 vezes de forma independente).
e p = 10,6 (é a probabilidade do sucesso, ou seja ” O jovem usa o multibanco no pagamento”)
e ¢ = 0,4, a probabilidade do insucesso pode ser calculada como ¢ =1 — 0,6 = 0,4

Assim, calculando da ocorréncia de 6 sucessos (kK = 6) no conjunto das 9 repeti¢oes da experiéncia,
e arredondando o resultado as centésimas, temos:

P(X =6) =" C5(0,6)° (0,4)®> ~ 0,25

Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em seleccionar, ao acaso, um cliente desta compa-
nhia aérea, e os acontecimentos:
B:<O cliente ter comprado um bilhete para Berlim>

V:<O cliente faz a viagem sem perder o voo>
92 30

Temos que P (V|B) = % =0,05, P (V|B) = Tog = 092 ¢ P(B) = 155 = 03
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
o P (Vﬂ B) = P(B) x P (V|B) =0,3 x 0,05 =0,015 B B
P(B) = =1-03=07 % 0,644
P(Vn B) @) x P (V|§L= 0,7 x 0,92 = 0,644 v | 0015 | 0,056 | 0.071
(V N B) (B) - P (V N B) = 0,7 — 0,664 = 0,056 0.3 0.7 1

Assim, calculando a probabilidade de um passageiro desta companhia aérea perder o voo, e escrevendo
o resultado na forma de dizima, temos

P(V)=P(VNB)+P(VNB)=0015+0,056 = 0,071

I oy
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3. Temos que,

1 1-PB)  PA) 1-P(B)
- P4 P P(4)
_ P(A)-1+P(B)
N P(A)
P(A) + P(B) — (P(A UB)+ P (AU B) )
= P(A) Teorema: P(X)+ P (Y) =1
_ P(A)+P(B)-PAUB)—P(AUB)
B P(A)
P(ANB)—-P(AUB)
— P(A) Teorema: P(XNY)=P(X)—P(Y)—-P(XUY)
~ P(AnB) P(AUB)
- P4 P4
—  P(BlA P(AUB) - P(XNY)
= (BJA) — P{A) Definigdo: P(X|Y) = Py
— AUB — AUB
Logo 1 — 1}3(1:;1()3) = P(B|A) — P(P(Z)B) < P(BJA)=1- ! Pil()B) + F (P(:)B)
P(AUB) N 1— P(B)
Como POA) >0, entdo P(B|A) > 1— PA) g.e.d.

4. Comegamos por determinar a expressao da derivada:
T’(t) _ (15 T 071t2€70,15t)/ _ (15)/ n (0,1t26*0’15t)' —0+ 0,1(@2)/670,15:& + t2(670,15t)/) _
- 0,1(2t x e=0:15t | t2(—0715)e_0’15t> - 0,1(2te_0’15t - 0,15t26_0’15t> -

= 0,2te” %15t — 0,015t%e= 915 = e =015 (0,2 — 0,015¢)

Calculando os zeros da derivada, temos:

T'#)=0 & te®%(0,2-0,015t) =0 & t=0V 2P =0 Vv02-0,015t=0 <

Eq. Imp.,e=2:15t>0

0,2 40
t=0V 0,2=0,015¢t t= =t t= t=—
=3 0V O, 0,015t < 0V 0.015 = 0V 3

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

t 0 9 20
T'(x) | O + 0 - -
T(z) | min | — | Méx | ™~

Assim, como C' é crescente no intervalo [O,@] e decrescente no intervalo [%,20] podemos concluir que

3
é Unico o maximizante da funcao.

40
3

Como 4—30 ~ 13,333 corresponde a 13 horas e 0,333 x 60 minutos (ou seja 20 minutos), temos que as
13 horas e 20 minutos do dia 1 de Abril de 2010, se registou, no museu, a temperatura ambiente maxima.

©
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5.1. Averiguando a existéncia de assintotas horizontais, temos:

3 3 3
1. = 1. = = :O
o Jdm fla)= lm =7 T
241 2 1 2 1 2
o lim f(@)= lim "% — i <+”)= lim =+ lim — = —40=040=0
r—+00 T—+00 €T rz—+o0o \ & xT r—+ooxr zT—+oo I 400
——

Lim notével

Pelo que podemos afirmar que a reta de equagao y = 0 é a assintota horizontal do gréfico de f.

Determinando a expressao da derivada, para x > 1, temos:

T 2 2 2 2

1
(2 + hm:)’ C@4ha)(@) - Q2+ O+ D@ -C+ha)l) g9y 1-ng
Como e > 1, o declive da reta tangente no ponto de abcissa e, é dado por:
—l—Ilne -1-1 -2

_ ! _ _
m*f(e)* e2 e2 672

Determinando a ordenada do ponto do gréfico de abcissa e, temos:

_2+lne
o e e e

2+1 3

f(e) =
Como o ponto de abcissa e, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste
ponto e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

3 =2 3 2 3

2 5
:—Qerrb@ - =——+4b & —4+-=b & —=)b
e e e e e e e

Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa e, é:
2 5
Yy = - X x4+ —
e e

E a abcissa do ponto de intersecgdo com a reta de equagdo y = 0 (a assintota horizontal), pode ser
calculada como:

2 5 2 5 2 5 5e? 5e

y=—=5xx+-Ny=0 & 0=—5Xzr+- & SXr=- & v=— & =

e e e e e e 2e 2
Ou seja, as coordenadas do ponto de intersecao da assintota horizontal com a reta tangente ao gréafico
de f no ponto de abcissa e, sdo

oe
P{—,0
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5.2. Os pontos do plano cuja ordenada é o cubo da abcissa estdo sobre o grafico da fungao g(z) = 3.
Assim, as abcissas dos pontos do grafico de f que
verificam esta condigao sao as solugoes da equacgao:

fla) =2

Logo, tracando na calculadora o grafico da fungao
f, respeitando o dominio de cada um dos ramos,
e a fungao g(z) = 23 numa janela que permita
identificar os pontos de intersecao dos graficos,
obtemos o grafico que se reproduz na figura ao
lado.

W

Recorrendo a fungao da calculadora que per-
mite determinar valores aproximados de um
ponto de intersecao de dois gréaficos, determi-
namos o valor das coordenadas dos dois pontos
em que o grafico da funcao f interseta o gréfico
da func¢do g. Os valores das coordenadas (com
aproximagao as centésimas) sao (—1,12;—1.41) e
(1,22,1,80)

6.1. Podemos calcular a drea do trapézio como a soma das areas do retdngulo [ODCB] e do tridngulo
[OAB].
A base do retangulo é dada pela distancia do ponto D a origem:

— ™ s
o - nl-| 5] "

e a altura é a ordenada do ponto C": C B

D2 () 1o o (-5)) =t (-5) -

0 1
:4 ‘—:4 7:2
0053 ><2

A altura do triangulo também é ordenada do ponto C, OB = DC
e a base é a menor é a abcissa do ponto OA, ou seja, a solugao D
positiva da equagao f(z) = 0. =

0 A\

s
6
Assim, resolvendo a equacdo vem:
m 0
fx)=0 < 4dcos(2x) =0 < 2x:§+2kﬁ,k€Z & x:Z—Fk?r,kEZ
™
Logo, para k = 0, a menor solugao positiva da equacao é x = 1
Assim, calculando a drea do trapézio, vem:

. — OAxOB 7 %2 dn 3w Tw
Aiapep) = AjopeB) tAjoap) = OD X DO+ ———— = — x2+ 4 = = -
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6.2. Determinando a expressao da primeira derivada de f, vem:
() = (4cos(2z)) = 4(2x)'(—sen (2x)) = 4 x 2 x (—sen (2x)) = —8sen (2x)
Depois, determinando a expressao da segunda derivada, vem:
/' (x) = (f'(x)) = (—8sen (2z)) = —8(2z)’ cos(2z) = —16 cos(2x)
Assim, temos que, para qualquer nimero real z,

F@)+f (@) +f" () = (4608(2x))+(—88en(2x))+(—16cos(2m)) — 4cos(2x)—16 cos(2)—8 sen (2z) =

= —12cos(2x) — 8sen (2z) = —4 X 3cos(2x) — 4 x 2sen (2z) = —4(3 cos(2x) + 2 sen (233)) , g.e.d.

©
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