Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2011 - 2% Fase

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. Como no lote existem em total de 30 caixas, ao selecionar 4, podemos obter um conjunto de 3°Cy amostras
diferentes, ou seja, 3°Cy casos possiveis.
O numero de casos favordveis corresponde a todos os lotes de 4 caixas do medicamento Y, ou seja con-
juntos de 4 caixas escolhidas de entre as 20 caixas de medicamento Y, ou seja, 2°C, hipéteses.

2OC
Assim, a probabilidade de selecionar um lote 4 as caixas e serem todas do medicamento Y é ﬁ
4
Resposta: Opgao B
1
2. Como P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)=2a+a=3ae P(X=5)= 10’ temos que:
P(X <1)=3P(X =5) (:)3—3><i & _ 1
== - ERRRART “T 10
Também sabemos que:
1 1 10 1 9
2 b+b+b+ —==1 b=1—— b= — — — h= —
ata+b+b+ +10 & 3a+3 10 & 3a+3 0" 10 & 3a+3 0
Substituindo o valor de a, temos:
6
1 9 9 3 6 10 6 1
IX —4+3b=— & b=—-— & b=— & b=—— & b=— & b=—
07T 10 10 10 10 3 30 5

Resposta: Opgao D

3. Como a € RT, e a varidvel X segue uma distribuicdo normal, com p = 0, sabemos que a distribuicao é
simétrica relativamente a reta x = 0.
Assim, como P(X > 0) = P(X <0) =0,5, temos que:

e Como a > 0, entdo P(X > a) < 0,5, logo P(X < —a) < 0,5
e P(X <a)=1-P(X >a), pelo que, P(X <a) > 0,5 e também P(X > —a) > 0,5

Desta forma podemos afirmar que:

o P(X<a)+P(X>—-a)>0 y'*
e P(X<a)+P(X>-a)<1
e P(X <a)>P(X >a)
Como a distribuicao é simétrica e a e —a sao valores equidis- : :
tantes do valor médio, temos que P(X <a) = P(X > —a) : : .
—a 0 a

Resposta: Opgao B
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4. Os gréficos das fungdes apresentadas nas opgoes (A) e (B)
sao parabolas cujo vértice estd sobre o eixo das abcissas, ou
seja, ambas tém um zero, mas que nao estd associado a uma
mudancga de sinal, pelo que, cada uma destas funcoes é a
segunda derivada de uma funcdo sem pontos de inflexao, e
pela observacao do gréafico, podemos constatar que a fungao f
tem dois pontos de inflexao, pelo que nenhuma destas opgoes

é correta.

O grifico da fungdo da opgao (C), é uma pardbola com
dois zeros simétricos, e por isso coerente com os pontos de
inflexdo observados no grafico de f, mas esta funcao é negativa
quando o grafico de f tem a concavidade voltada para cima,
e é positiva quando o grafico de f tem a concavidade voltada
para baixo, pelo que, esta também nao é a opgao correta.

Resposta: Opgao D

5. Como a fun¢ao g é continua, é continua em = = 0, ou seja, verifica a condi¢do: g(0) = lim g(z) = lim g(z)

z—0~ z—0t
Assim, temos que:
e g(0)=In(k —0) =Ilnk
e lim g(z)= lim (In(k—2z))=Ink
x—0~ rz—0~
1 1 1
e lim g(z) = lim PUE 2 i T - =2
z—0+ z—0+ 3T 3 zo0t x 3 3
———
Lim. Notavel
1
Logo, temos que: lim g(z) = lim g(z) < k== & k=ei < k=3
z—0~ z—0+ 3
Resposta: Opgao A
_ Yy
6. Como OA = 1, usando as defini¢bes de seno e cosseno temos: 1
OF OF S
sen = — <& senf=— & OF = senf A
OA 1 E
EA EA —
cosﬁzﬁ & COSGZT & FEA=cosb 0 0 C .
E assim, o perimetro da regiao sombreada é:
Piappr) = A0 + OB + BD + DO + OF + EA 5
B
Como AO =OB; BD =FEA e DO = OF, temos:

Pappp) =240 +2EA+20FE =2 x 1+ 2cos0 4 2senf = 2(1 + cos 6 + sen )

Resposta: Opgao C
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7. A regiao apresentada na figura é definida pelo interior da cir- [mn(z) &

cunferéncia de centro na origem e raio OA e pelo conjuntos de

A

pontos que representam numeros complexos com argumentos

compreendidos entre arg (—\/§ +14) e m. Assim temos que .

m:|—\/§+i|:\/(—\/§)+12:\/3+ =Vi=2 —
B 0 Re(z)

E, sendo 0 = arg (—/3 + i), vem que:
1 1x+3 V3

=— = ——,como senf >0 e cosf <0, § é um angulo do 2° quadrante,
V3 VBxVB 3 ¢ 4

logo 6 = _r_om_m_om
e Y O G

5
Desta forma |z| < | — V3 +i| A arg(—V3+14) <arg(z) <m < |2/ <2 A % <arg(z)<mw

tgl =

Resposta: Opgao B

8. Pela observagao da figura podemos adicionar geometrica-
mente os afixos de z5 e de z4 e temos que z + 24 = 23

A operagao "multiplicar por i’ corresponde geometri-
camente a ”fazer uma rotagao de centro em O e amplitude

57, pelo que z3 X i = 25.

Re(z)
LOgO (ZQ+Z4) Xi123 Xi:2’5.

[ A
Resposta: Opcao C
GRUPO II
1.

1.1. Como i*"*3 =43 = —i, vem que:

2 X i3 b= (1+2i)(—i) —b=—i -2 —~b=—i—2(-1)—b=2—-b—1i

E como:

2 2
\@cis% = ﬂ(cosif+isen5;r) = ﬁ(—cosg —isen%) = \/5(—\5 — ?z) =—1—1

Logo temos que:

ax i 2 b—i  (2—b—i)(—141i)  —24b+i+2%—bi—i?

sa(f) T IR R S Ve

_ 243 bi ((1) 24 14b4iB-b) _ L+bti3-b) _ —1+b 3-b,

w =

1—(=1) B 1+1 2 2 2
Assim para que w seja um nimero real, Im (w) = 0, ou seja:
3-b
Im(w)=0 & T:O & 3-b=0 & 3=0b
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1.2. Seja z=a+bi,coma € RebeR.

Temos que:
o |z| = Va? + b2, pelo que se |z| = 1 entéo:

Va2 +b2=1 & (\/a2+b2)2:12 s a?2+r=1
2
. \1+z\2:|1+a+bi|2:( (1+a)2+b2) :(\/1—1—2a+a2+b2)2:1+2a+a2+b2
2
o \1—2\2:|1—a—bi|2:< (1—a)2—|—(—b)2) :(\/1—2a—|—a2+b2)2:1—2a—|—a2—|—b2

Assim temos que:
[1+22+[1-22=14+2a+a?+b?+1—2a+a?+b* =2+2a? +2b> =2+ 2 (a? + b%) = 2+2(1)

e os acontecimentos:
L:<0O funcionério é licenciado>
Q:<0 funciondrio tem idade nao inferior a 40 anos>

60 3 80 4 10 1
Temos que P(L) = 355 = &, P(QIL) = 155 = 5 ¢ P (QIL) = 155 = 15
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
_ _ 3 4 12
oP(LﬁQ):P(L)xP(Q|L):gx5:2—5
.P(Z):1—P(L)=1—§:Z L | L
5 5
PENQ) =P @) xP@QT) =2 x — = = - Q|5 =
e P(LNQ)=P(L) x (QI)*gXE*%*% i; 1 ig
_ _ _ . 12 1 13 —
e P(Q)=P(LNQ)+P(LNQ)= 5 T o5 =5 Q 5 | 25 | 35
3 12 3
« PLNQ)=P(L)~ P(LNQ) = - 5= = 5 312
13 12 5 | 5
oP(Q):l—P(L)—l—% 5

=4

2.1. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher ao acaso um funcionario da empresa,

Assim, calculando a probabilidade de, ao escolher, ao acaso, um funciondrio desta empresa e ele ser
licenciado, sabendo que tem uma idade nao inferior a 40 anos, e escrevendo o resultado na forma de

fracao irredutivel, temos:

3
_P(LQQ)_ 25 3 1
25
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2.2. A resposta correta é a Resposta II.
Relativamente a esta resposta, o nimero de formas diferentes de escolher os 3 funcionarios, de forma
que pelo menos 2 dos funcionarios escolhidos estejam a favor do novo horario de trabalho, é calculado
como a soma dos numeros de casos de duas situagoes distintas:
- 2 dos 3 funciondrios escolhidos sao favoraveis a alteracgao, ou seja, escolher 1 funcionario de entre
os 6 que nao estao no grupo dos que sao favoraveis, e por cada uma das 6 escolhas possiveis, escolher
um conjunto de 2 de entre os 9 trabalhadores que sao favordveis (6 x° Cy);
- escolher 3 trabalhadores que sejam favordveis a alteracao, ou seja, escolher um grupo de 3, do
conjunto de 9 trabalhadores que sdo favordveis (°Cj).

Outra forma de fazer este calculo, consiste em subtrair ao total dos conjuntos de 3 trabalhado-
res que podemos fazer com os 15 funciondrios (1°C3), o nimero de grupos onde nenhum trabalhador
é favordvel a alteracao, ou apenas 1 é favoravel a alteragao.

Observando a Resposta I, podemos identificar este raciocinio, embora tenham sido subtraidos ape-
nas os conjuntos em que nenhum trabalhador é favoravel (°Cs, que consiste em calcular o niimero
de conjuntos de 3 que podemos fazer com os 6 trabalhadores que nao estdo no grupo dos que sao
favoraveis). Assim, para que o célculo fique correto, deve ser ainda subtraido o niimero °Cy x 9, ou
seja, o numero de conjuntos em que sao escolhidos 2 de entre os 6 trabalhadores que nao estao no
grupo dos que sao favoraveis e um terceiro trabalhador do grupo dos 9 apoiantes da alteragao.
Desta forma, alterando a Resposta I para:'°Cy -6 C3 —% Cy x 9, obtemos outra resposta correta.

3.1. Comecamos por calcular o nimero de nenufares, as zero horas do dia 1 de Margo de 2010, no lago
A, ou seja, aos zero dias:

7 120 120 120 120
T 14 7xe02x0 T4 7xed 147x1 8

NA(0) =15

Calculando o nimero aproximado de nentufares, no lago A, 7 dias depois, temos:

7 120 7 120
14 T7Txe 02x7T 147 xe b

Na(7) T~ 44,02
Assim temos que o aumento do nimero de nentfares, no lago A, nos primeiros 7 dias, arredondado
as unidades é

NA(7) — Na(0) = 44,02 — 15 ~ 29 nentfares
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3.2. O ntmero de dias necessarios, ap6s as zero horas do dia 1 de Margo de 2010, para que o nimero de
nenufares existentes no lago A seja igual ao nimero de nentfares existentes no lago B é a solucao da
equagdo N4(t) = Np(t):

120 150

Na®) =Nolt) & 157500 = T3 50 x e 0

< 120 (1 + 50 x e—o,4t) =150 (1 +7x 6—0,2t) o

< 120 + 6000 x e~ %4 = 150 + 1050 x e~ 22" < 6000 x e~ %4 — 1050 x e %2 +120 - 150 = 0 <
& 6000 x (e7%)% —1050 x e 02 —30 =0 <

—0,2t

Fazendo a substituigdo de varidvel y = e , e usando a férmula resolvente, vem:

_ 1050+ /(~1050)” —4(6000)(—80) _  _ 1050 1350
- 2(6000) Y= 12000

< 6000y% — 1050y —30=0 < y

1 1

Como y = e~ 92t temos que:
_ 1 _ 1
e 02t _ =\, 02t _
40

0,2t _

- 1. . . . -
E como a equagao e~ 10 é impossivel, podemos determinar tinica solucao da equagao:

1 1 Inl—1Inb 0—1Inb Inb
7072t — <:> — — — <:> = — {:} pr— {:} =
€ 5 0,2t =In (5) t —-0,2 -0,2 t 0,2

Assim, arredondando o resultado as unidades, temos t =~ 8 dias

4. Sabemos que o declive da reta tangente ao grafico de f, no ponto B, é 8, porque a tangente a uma reta
de declive 8.

Por outro lado o declive (m) da reta tangente em qualquer ponto é m = f’(z), pelo que é necessério
determinar a derivada de f:

f(x) = (e®® + cosx — 222) = (e?*) + (cos )’ — (222) = 2e>* — senx — 4x

Assim, como m = f’(x) e m = 8, temos que a abcissa do ponto B é a solugao da equagéo:

Y

fl(x)=8 & 2% —senx —4xr =38 N
Logo, podemos tracar na calculadora o grafico da funcao f’ e a reta de
equacdo y = 8 numa janela compativel com o dominio de f (que coincide
com o dominio de f’), que se reproduz na figura ao lado.
Recorrendo a fungao da calculadora que permite determinar valores
aproximados de um ponto de intersecao de dois gréaficos, determinamos o
valor da abcissa (com aproximacao as centésimas) do ponto do gréfico de
/' que tem ordenada 8, ou seja a abcissa do ponto B: 8
|
z ~ 0,91 <>—/ N
0
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5.1.

5.2.

Como a funcao f resulta de operagdes entre fungoes continuas, em [0,2[ e em [2, + co[ é continua em
[0,2[ ¢ em [2, 4 co[, e como o seu dominio é [0+ co[, entdo a Unica reta que pode ser assintota vertical
do grafico de f é a reta de equagao x = 2

Para averiguar se a reta de equagao x = 2 é assintota do grafico de f, vamos calcular lim f(z):

T2~
2 2-2~ 0
e -1 e -1 e - 0
1 =1 = = = — (Indeterminaga
Jm fle) = lim = 92— — 2 0 (mdeterminacio)
2—x 2—x 2—x 2—x
e -1 e -1 e -1 e -1
x~>2_f( ) r—2— T — 2 T—2~ *(*1’ —+ 2) r—2— < 2—x > r—2— 2—x
(fazendo y = 2 — x, temos que se  — 27, entdo y — 07T)
vy—1
lim f(z) = — lim ¢ =-1
T2~ y—0t Yy

Lim. Notavel

Assim, como lim f(z) é uma valor finito, concluimos que a reta de equacao = = 2 néo é assintota
r—2~

vertical do gréfico de f (e que ndo existe qualquer outra assintota vertical).

Como a funcao f resulta de operagoes sucessivas de
fungdes continuas em [0,2[, é continua em [0,2], e
1 1 C.A.
também, em |0,= |, porque [0,=| C [0,2]
2 2 2—0 _ 2 _
e 1 e 1
£(0) = = ~ —3,19

Como -3,19 < -3 < =232 ou seja,
1
flO)<=-3<f (2), entao, podemos concluir, pelo

1 2-5 1 1
. 1 ! () _° - 232
Teorema de Bolzano, que existe ¢ € 075 tal que 2 1_2 §
2
f(e) = =3, ou seja, que a equagdo f(z) = —3 tem, pelo

. 1
menos, uma solugdao em 0,5
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5.3. Comegamos por determinar a expressao da derivada, em |2, + ool:

(1+0)In(z+1)—(z+1) x

(1n(:c+1))2 (In(z + 1))2)

( z+1 )’_ (z+1)In(z + 1) — (z + 1) (In(z + 1))’
In(z+1)/)

_ In(x +1)— (x+1) _ In(z+1) -1

(In(z +1))* (In(z + 1))

Determinando os zeros da derivada, em |2, + oo[, temos:

In(z+1)—1

=0 & In@z+1)—1=0A (In(z+1)°#0 < I@z+1)=1 =
(In(z + 1)) —_—

PV,x>2=In(z+1)>In3

1

S@+l)=e & z=e—1

Logo, como e — 1 < 2, a fungdo derivada néo tem zeros em ]2, + oo.
Como, para z > 2,
e In(z+1)—1>1In(3) — 1, temos que In(z +1) — 1 > 0, Vz €]2, + o0]
e In(z + 1) # 0, temos que (In(z + 1))2 > 0,Vr €2, + oo

temos que f’ é sempre positiva no intervalo |2, + oo, o que significa que a fungéo f é sempre crescente
neste intervalo.

6. Comegamos por determinar f'(x):
f'(z) = (acos(nz) + bsen (nz)) =
= —ansen (nz) + bn cos(

: (acos(nz)) + (bsen (nz)) = a(nz) (—sen (nx)) + (b(nz)’ cos(nz) =

Determinamos em seguida f”'(x):
f(z) = (f'(x)) = (—ansen (nz) 4+ bncos(nx))’ = (—ansen (nx)) + (bncos(nx)) =

= —an(nx)’ cos(nx) + bn(nz) (- sen (nx)) = —an? cos(nx) — bn?sen (nx) =
= —n? (acos(nz) + bsen (nx)) =
= —n?(f(2))

Assim temos que: f'(x) +n?f(x) = —n?f(x) +nf(x) =0, qed.
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