Exame nacional de Matemdtica A (2012, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Temos que
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) & P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUDB)

Como A e B sdo independentes, entdao P(A) x P(B) = P (AN B), pelo que, podemos escrever que

P(A)+ P(B)— P(AUB) =P(A) x P(B) (1)
_ 7T 10 7 3 o . .
Como P(A)=1-P(A) =1— — = — — — = — substituindo os valores conhecidos na igualdade (1),
i 10 10 10 10
vem:
3 3 3 6 20P(B) 15 6P(B)
— +P(B)—-=—xP(B — —— = 20P(B) — 15 =6P(B
o PP imp PB e ot T T g O OFNPB)-15=6P(B) &
& 20P(B) —6P(B) = 15— 6 < 14P(B) =9 < P(B) = %

Resposta: Opgao B

2. Calculando a probabilidade do acontecimento contrario, ou seja, a probabilidade de que o Joao e a Mar-
garida fiquem sentados ao lado um do outro, vem:

e O calculo dos casos possiveis, pode resultar de considerar as trocas de todos os 7 amigos pelas 7
posicdes, ou seja, "A; = Py = 7!

e Relativamente aos casos favoraveis, podemos considerar o par de amigos como um elemento tnico,
resultando assim, nas trocas de 6 elementos (o par de amigos mais as restantes 5 pessoas), em 6
posicdes possiveis, ou seja, Ag = Ps = 6!, multiplicado por 2, porque o Jodo pode ficar & direita ou
a esquerda da Margarida.

Assim, recorrendo & probabilidade do acontecimento contrério, a probabilidade de o Jodo e a Margarida
nao ficarem sentados um ao lado do outro é

6! x2 6! x2

1 T Tx6l

Resposta: Opgao D
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. Selecionando 7 dos 12 compartimentos para colocar os copos brancos, que por serem iguais, a ordem da
selecio ndo é relevante, temos '2C; formas de arrumar os copos brancos.
Por cada arrumacao diferente dos copos brancos, devemos considerar ® Az hipéteses diferentes para colocar
os copos de outras cores, que correspondem a selecionar 3 dos 5 compartimentos (ainda) vazios, e em que
a ordem da selegao é relevante por se destinarem a copos de cor diferente.
Assim o niimero de arrumacées diferentes é 12C; x °As

Resposta: Opgao C

. Como

3 3 3 3 6 3
f(x):f:cfi & em73:fxf§ & e‘"”73+x+§:0 & ez+x+§f§:0 & 6z+1‘*§:0
- 3 -, . ~
afirmar que a equagao f(z) = —x — 3 tem, pelo menos, uma solugao, é equivalente a afirmar que a fungao

3
g, também de dominio R, definida por g(x) = e® + x — 2 tem, pelo menos, um zero.

Desta forma, como a funcao g é continua em R, por ser resultar de operagoes entre fungoes continuas
em R, e recorrendo ao corolario do Teorema de Bolzano, podemos analisar cada uma das hipoteses apre-
sentadadas:

3 3 1 1 1
= 0 — =1 === se] — = €5 — —
e Como g(0) =€ +0 5 5 2,0ubejag(0)<0eg<5> e5+5

1 1
g <5> > 0, temos que, g(0) X g (5> > 0, e por isso, ndo é garantida a existéncia de um zero da

| W

~ —0,08, ou seja,

1

fungao g no intervalo }O, 3
1 1

C = = = =
e Como g (5) es + 5

1
g <4) > 0, temos que, g (

Jel
g no intervalo

~ 0,03, ou seja,

=

. 1 1 . 1 3
N—O,OS,ouseJa,g<5) <Oeg(4>_e4+4_2

1
> X g <4) < 0, e por isso, é garantida a existéncia de um zero da fungao

G- N|wWw —

5 4
1

1 1 1
~ 0,03, ou seja, g<4) >Oeg<3)—63+3—

1
- ~ 0,23 j
4 ,23, ou seja,
1 1 1 . ~ . A
gl =) > 0,temos que, g 1 X g| =] >0, e por isso, nao é garantida a existéncia de um zero da
1
4’

e

.
2

| W

e Como g 1) =¢©

3 4

fungao g no intervalo }

w\w o.:;\)—l
L ——

1 1 1 3
e Como g <3) =e3 + 3 ~ 0,23, ou seja, g (3> >0eg(l)=et+1-— 5 ~ 2,22, ou seja, g(1) > 0,
g

temos que, > x gl) > 0, e por isso, ndo é garantida a existéncia de um zero da funcdo g no

intervalo ]

Resposta: Opgao B
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5. Como a funcao é continua em R, também é continua em = = a, pelo que
fla) = lm f(z) = lim f(z)
T—a~ z—at
Pela observacgao do grafico da funcao g, temos que

fla) = g(@) = lim f(z) = lim g(z) =2

r—at

E calculando lim f(z), vem

T—a—
. . 1 1
lim f(z) = lim logs (—o— <) =logs | —a— =
r—a— T—a— 3 3

Como lim f(x) = f(a), temos que

r—a—
1 L) NP L_p o 011 o LN LN 28
) —a—< | = —a— < = —a = = —a=—+ = —a=— a=——
< 3 3 3 33 3 3
Resposta: Opgao A
6. As retas tangentes ao gréfico nos pontos de abcissas © = —3 e x = 1 tém declive negativo, ou seja, em

x=-3ex =1 a funcdo é decrescente, pelo que f'(—3) < 0 e também f’(1) < 0.

Relativamente ao sentido das concavidades, em = = 1, o grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo, pelo que (1) < 0.

Em z = —3, o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima, pelo que f”(—3) >0

Resposta: Opgao C

7. As operagoes " dividir por i’ e 7 dividir por 8” correspon- hj“fz.)zx_ ~
dem geometricamente a ”fazer uma rotagao de centro em O - R
. . o . a . 22
e amplitude —3 radianos” e "dividir a distancia ao centro 2 NN
por 3”7, respetivamente. w , JPEA B
/ /// \\
. -~ / N
Assim, podemos fazer as operagoes por qualquer ordem e, { - S
. . / - =~
por isso, temos duas alternativas: / P g \Z\l
w 29 - / 2 \
e — =2y e — =2z, ouentao 1 \ .
1 3 ! 0 4
w 23 \ i Re(z)
e — =23 e - =21 \ 4
3 7 “e 7
7
Resposta: Opgao A

8. A coroa circular representada é o conjunto dos pontos
que distam da origem entre 3 e 6 unidades, ou seja a
representacao dos nimeros complexos z, tais que 3 < |z| <6

Os pontos assinalados devem ainda satisfazer a condicao de
que o angulo (medido a partir da representacido geométrica

do complexo —1 + ¢ estd compreendido entre —m rad e

3—7T rad.

4

3
Ou seja: — < arg(z — (—1+41)) < Iﬂ &
3

& -7 < arg(z—l—l—i)gz7T

Resposta: Opgao C
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GRUPO 11

1.1. Comegamos por simplificar as expressoes de z; e de zs:

Recorrendo aos coeficientes da linha 3 do Tridngulo de Pascal (1 3 3 1), temos que:
21 = (=2+14)% = 1(=2)3+3(—2)2(4) +3(—2)(4)? +1(i)3 = —8+12i—6i2—i = —8+6+12i—i = —2+11¢

L1428 (1428)x(2-40) _2-i+56i—28° 2-28(-1)+55i _ 30+ 55
T 24d 0 @2rix(2-9) 22 — ;2 T 4—(-1) 5

=6+11:

Assim, temos que
Bz =20 & 224(-2+11)=6+11li & 22-2+1li=6+11i & 222=8 & 2=8 &

0+ 2kw

2%
o 2= /Bcis0 o z= IBcis ke{012) & z:2cis7”,ke{0,1,2}

Ou seja, temos 3 raizes de indice 3, que sao as 3 solugdes da equagao:

e k=0 — z=2cis0

2
o k=1 — z:2cis§

4
o k=2 — ZIQCiS%

I o , - 1\"
1.2. Se w e — sao raizes de indice n de um mesmo numero complexo z, entao w* =ze | — | ==z
w w

Logo temos que:
n

1 1
w"z() & w'=— & wxuw'=1 & W)’ =1 & w' =41 & w'=+1
w w

Como w"™ =z temos que w" =+1 & z=41 & z=1V z=-1

2.1. Considerando a experiéncia aleatoria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno dessa escola, e os
acontecimentos:
R:<0O aluno é um rapaz>
E:<0O aluno tem excesso de peso>
Temos que P (R) =0,55, P (E|§) =03eP (E|R) =04

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:

e P(ENR) =P (R) x P(E[R) = 0,55 x 0,3 = 0,165

e P(R)=1-P(R)=1-10,55=0,45

e P(ENR) =P(R) x P(E|R) =045 x 0,4=0,18 R K

e P(RNE)=P(R)— P(ENR) =0,45—0,18 = 0,27 E_ [ 027 0,165 | 0,435

&=

e P(E)=P(RNE)+P(RNE) =0,27+0,165 = 0,435 0,18

0,45 | 0,55 1

Assim, calculando a probabilidade de o aluno escolhido ser rapaz, sabendo que tem excesso de peso,
e escrevendo o resultado na forma de fragao irredutivel, temos
P(RNE) 025 18

P(E) 0435 29

P(R|E) =
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2.2. Como 55% dos alunos sdo raparigas e existem 200 alunos, podemos calcular o niimero de raparigas
como 200 x 0,55 = 110 e o nuimero de rapazes é 200 — 110 = 90.

O nimero de conjuntos de 3 alunos que podem ser escolhidos (o ntimero de casos possiveis) é 200Cs.
O numero de conjuntos com 2 raparigas e 1 rapaz (o nimero de casos favoraveis) pode ser calculado
considerando que se escolhe 1 de entre os 90 rapazes, e 2 de entre as 110 raparigas, ou seja 90 x 10 Cy

Assim, calculando a probabilidade de serem escolhidos duas raparigas e um rapaz e arredondando o

resultado as centésimas, temos
90 x 110(,

2000, ~ 0,41

3. Como no saco estao 5 bolas e extraimos 4, temos apenas 5 conjuntos de bolas que podem ser extraidos:

e bolas com os nidmeros {—2, — 1,0,1}, produto correspondente: —2 X (=1) x 0 x1=2x0=10

e bolas com os numeros {—2, — 1,0,2}, produto correspondente: —2 X (—1) x 0 x2=4x0=0

bolas com os ntmeros {—2, — 1,1,2}, produto correspondente: —2 x (—1) x 1 x 2 =4
e bolas com os nidmeros {—2,0,1,2}, produto correspondente: —2 x 0 x 1 x2=—-4x0=0

e bolas com os nimeros {—1,0,1,2}, produto correspondente: —1 x0x1x2=-2x0=0

Ou seja, os produtos possiveis sao apenas 0 e 4.

Quando a bola com o nimero 0 é extraida, o que acontece 4 em cada 5 vezes, o produto é 0, ou seja,

mx:@:%

Quando a bola com o nimero 0 nao é extraida, o que acontece 1 em cada 5 vezes, o produto é 4, ou seja,
1
P(X =4)= £

4.1. Resolvendo a equagao f(z) = 0, temos que

4e % + 4 €2 xe*2  4e T 44 e2xe* 2 4e T 44
72 _ . .
e’ 767270@ 2 — 2 =0« o2 — 2 =0 <
T 4e %44 T 4e T+ 4 T —4e % —4
@S P e PR 0 f T TP g et et o4=0 o
e e e e e €240
1 T x e* 4 4e*
G dx— 4=0e 28 2 g o (B2 _de”4=0 &
er er er er e*#£0

Fazendo a substitui¢ao de varidvel y = e®, e usando a férmula resolvente, vem:

4i\A—®Z—4ux—® @)y:4i\g6+16¢>y:4i;@§¢>

S yY-dy-4=0 y=

4+4v2
@y:T\[ S y=2+2V2Vy=2-2V2

Como y = €%, temos que:

€€ =2+4+2V2V ¥ =2-—2V2

E como 2 —2v/2 < 0, a equacdo e* = 2 — 21/2 é impossivel, pelo que podemos determinar o valor do
unico zero da funcao f:
€ =242V2 & z=mn(2+2V2)
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4.2. Assim, tragando, na calculadora grafica, os gréaficos das

fungoées f e g, numa janela que permita visualizar a
intersegao dos dois graficos, bem como a intersegao do
grafico de f com o eixo das abcissas, obtemos o grafico
reproduzido na figura ao lado.

Determinando um valor aproximado as centésimas do
zero da fungao f, com a opgao de determinar o valor dos
zeros de uma fungao, obtemos as coordenadas do ponto
A(1,57;0), belo que podemos assumir o valor 1,57 para a
medida da base do triangulo.

Usando a opcao da calculadora para determinar as
coordenadas do ponto de intersecao de dois gréficos,
obtemos os valores, aproximados as centésimas, para
as coordenadas do ponto B(3,22;2,83). Logo podemos
considerar o valor da ordenada (2,83) como a medida da
altura do triangulo.

Assim, calculando o valor da drea do tridngulo [OAB], arredondado as décimas, vem:

Ajpoap) = 5

mat.absolutamente.net
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5.1. Como o dominio da fungao f é R, poderao existir assintotas nao verticais quando z — —oo e quando
x — +o00. Assim, vamos averiguar em primeiro lugar a existéncia de uma assintota de equacgao
y =mx + b, quando x — —oc:

1—x
. flx . xe . _ _(—
m = lim @) = lim —— = lim (') =l (") =t = 4o
T——00 I T—H—00 I r——00
o f=®) < ) -
Pelo que, como m = lim —— ndo é constante, podemos afirmar que ndo existe uma assinta néo

r——00 I
vertical do gréafico de f, quando r — —o0

Averiguando a existéncia de uma assintota de equacdo y = mz + b, quando x — +o00, vem:
1 1) —=xl
lim f(z) — lm & n(z+1) — zIn(z) + 3z _

m =
r—+o00 X z—+00 x T—+00
1
m= lim f@) = lim (In(z+1)-In(z)+3) = lim (In(z+1)-In(z))+ lim 3= lim (ln Tt
x—+o00 X xr—r—+00 x—+00 r—r—+00 x—r—+00 a5

1 1
= lim <1n(1+>>+3—1n(1+)+3—1n(1+0+)+3—1n(1)+3—0+3—3
T +00

r—+o00

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—3xz)= lim (zln(z+1)—zln(z)+ 3z —3z) =

Tr—r+00 T—r+00 Tr—r+0o0

lim (ln(m+1)—ln(m)+3) = 400—00 (Indeterminacio)

= lim (m(ln(m—i—l)—ln(m))) = lim (m xInZ + 1) = lim (1“ In (1 + i)) = +00X0 (Indeterminagdo)

Tr—+00 r——+00 x r—+00

1 1
(fazendo y = —, temos * = ~ e se * — +o00, entdo y — 01)
x Yy

1 1 1 1
b= lim (zln (l—l— )) =lim |-In| 1+ — = lim (ln(1+y)) =
z— 400 x y—0t | ¥y 1 y—0t \ Y

Y

i <1n(1+y)> _ lim (1n(y+1)> .
y—0t Yy y—0t Yy

Lim. Notéavel

Assim temos que a reta de equacao y = 3z + 1 é uma assintota do grafico de f (e ndo existem outras
assintotas nao verticais).

5.2. Como o declive (m), da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa -1 é f/(—1), comegamos
por determinar a expressao da derivada, para x < 0:

fl(x) = (xel_m)/ = (x)'el_m—l-x(el_x)/ =1xe! ™ 4r(l-2)e = ez (-1)e! 7T =TT —gel
Calculando o declive da reta tangente temos:

m=f(—1) =e! =Y — (—1)el =D = &2 4 2 = 2¢2
Calculando as coordenadas do ponto de tangéncia, temos: f(—1) = (—1)e! (-1 = —¢2
ponto P(—1, — €?) é um ponto do grifico de f que também pertence & reta tangente.

Substituindo o valor do declive na equacdo da reta, vem y = 2e% x x + b
Substituindo as coordenadas do ponto na equacao da reta, calculamos o valor da ordenada na origem:

, Ou seja, o

—e?=2x (-1)+b & —e*=-22+b & —+22=b & =0

Logo, a equagao reduzida da reta tangente ao grafico da fungao f no ponto de abcissa x = —1 é:

@mat.absolummeme.net
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6.1. Considerando um ponto P, sobre o lado [AB] do trapézio, tal que o segmento [D P] seja perpendicular
ao lado [AB], consideramos o dngulo ADP com amplitude T _a

C
Como DP =1, recorrendo a definicao de cosseno, temos:
DP — 1
cos(a—z) =— & DA= —in———
2 DA cos (a — g)
€ como Ccos (a — E) = sen «, temos que: DA = L
2 sen o B
Da defini¢ao de tangente de um angulo, e como tg (a — ’27) = ——— temos:
@
T AP T AP — 1
tg(a-2)=25 & tga-2)=" & AP=-—
8\*7 %) Dp E\* 73 1 teg

Logo, o perimetro do trapézio é:

- 1 1
P[ABCD]:PB+BC+CD+DA+AP:1—|—1+1++<—>=

sen « tga
1 1 1 Ccos & 1—cosa
= _ ————— =3 — =3 -
sen o S @ + sena  sena sen
coS &
. T , . ; 1 —cosa
Ou seja, para cada valor de a € } 5 [, o perimetro do trapézio [ABCD] é P(a) =3+ ——
sen o

6.2. Comecando por determinar a expressao da derivada, temos:

1—cosa\’ 1—cosa\’ 1 —cosa) (sena) — (1 — cos a)(sen o)’
Pl(a>:(3+861104> :(3)I+<Sena) :0+( )( (S)enOE)Q )( )

00— (—sena)(sena) — (1 — cosa)(cosa)  sen? a — (cosa — cos? )

sen? o sen? o

Sen2 o — coso + COS2 « Se].’l2 o+ COS2 a — COS«x 1 —cosa

sen? o sen? o sen? o

1
Como tg?20+1= e tgh=—8, vem:
c

0s2 0

1 1 1 1 1
— 2 = — = — 2 = — = — = —
(—V8)2+1 o2 0 & 8+1 g & cos”d 9 & cosf :l:\/; & cosf :t3

1
Como g<9<7r, cosf <0, logo 0089:—5

1\? 1 8
E também: sen?6 + cos?0=1 < sen29=1—<—3) & sen29:1—§ & sen29=§
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