Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2012 - 1* Fase

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. Temos que
P(AuB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) & P(ANnB)=P(A)+ P(B)— P(AUDB)

Como A e B sdo independentes, entdao P(A) x P(B) = P (AN B), pelo que, podemos escrever que

P(A)+ P(B)— P(AUB) = P(A) x P(B) (1)
— 7 10 7 3 o . .
Como P(A)=1-P(4) =1— — = — — — = — substituindo os valores conhecidos na igualdade (1),
_ 10 10 10 10
vem:
3 3 3 6 20P(B) 15 6P(B)
—+P(B)—-=—XxP(B — - — = 20P(B) — 15 =6P(B
0 PP g PB e gt T T T g 7 OTAPMB) 15 =6P(8) <
¢>%PUﬂ76P@ﬂ:15f6¢>MP@Q:9¢¢Pﬂﬂ:f%

Resposta: Opgao B

2. Calculando a probabilidade do acontecimento contrario, ou seja, a probabilidade de que o Joao e a Mar-
garida fiquem sentados ao lado um do outro, vem:

e O célculo dos casos possiveis, pode resultar de considerar as trocas de todos os 7 amigos pelas 7
posicoes, ou seja, “A7 = Py = 7!

e Relativamente aos casos favoraveis, podemos considerar o par de amigos como um elemento tnico,
resultando assim, nas trocas de 6 elementos (o par de amigos mais as restantes 5 pessoas), em 6
posicoes possiveis, ou seja, *Ag = Ps = 6!, multiplicado por 2, porque o Jodao pode ficar & direita ou
a esquerda da Margarida.

Assim, recorrendo a probabilidade do acontecimento contrario, a probabilidade de o Joao e a Margarida
nao ficarem sentados um ao lado do outro é
] 6! x2 6! x2 2

_ (_2_7_2_5
o 7x6! 77T 7T

Resposta: Opgao D

3. Selecionando 7 dos 12 compartimentos para colocar os copos brancos, que por serem iguais, a ordem da
selecao ndo é relevante, temos 2C; formas de arrumar os copos brancos.
Por cada arrumacao diferente dos copos brancos, devemos considerar ® Az hipéteses diferentes para colocar
os copos de outras cores, que correspondem a selecionar 3 dos 5 compartimentos (ainda) vazios, e em que
a ordem da selegao é relevante por se destinarem a copos de cor diferente.
Assim o ntimero de arrumacoes diferentes é 12C; x ®As

Resposta: Opgao C
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3 3 3 3 6 3
f)=-2-3 @ -3=—a- -3+t =0 tr+t ;=0 +r—=0
- 3 - . -
afirmar que a equacao f(z) = —z — 3 tem, pelo menos, uma solugao, é equivalente a afirmar que a funcao

3
g, também de dominio R, definida por g(z) = e* + z — 2 tem, pelo menos, um zero.

Desta forma, como a funcao g é continua em R, por ser resultar de operacgoes entre funcgoes continuas
em R, e recorrendo ao corolario do Teorema de Bolzano, podemos analisar cada uma das hipoteses apre-
sentadadas:

3 1 1 3
2

3 1
. Comog(O):eO—l—O—:1—2:—,0usejag(0)<Oeg<) =e5 + = — = ~ —0,08, ou seja,

2 2 5 )

1 1
g <5) > 0, temos que, g(0) X g <5> > 0, e por isso, ndao é garantida a existéncia de um zero da

1
funcao g no intervalo |0, 3 [
3

Como g [ . 0,08 i D\ Coeg(l
[ ] — = €5 - — = " — — — =
omo g 5 e 5 ,Ug, ou seja, g 5 eg 1 e

2
1 1 1 . , . A ~
g 1 > 0, temos que, g 5 X g 1 < 0, e por isso, é garantida a existéncia de um zero da fungao

ISE

3
) ~ 0,03, ou seja,

1
4

orlo |11
no itervalo -, =
g 51

° Comog(i) =e

1 1 1
g <3) > (0,temos que, (4) X g 1 > 0, e por isso, nao ¢é garantida a existéncia de um zero da

e

1 3 . 1 1 + 1 3 .
+4—2~0,0370useja,g<4> >0eg<3> —€3+§—§~0,23,0USEJ37

1 1 3
e Como g <3> =e3 + ~ 0,23, ou seja, g <3> >0eg(l)=e+1— 3~ 2,22, ou seja, g(1) > 0,
g

temos que, 0, e por isso, nao é garantida a existéncia de um zero da fungéao g no

int 1 L
intervalo | —
47

Resposta: Opgao B

5. Como a fungao é continua em R, também é continua em = = a, pelo que
f(@)= lim f(z) = Tim f(z)
T—a~ z—a™t
Pela observagao do gréfico da fungao g, temos que

fla) = g(a) = Tim f(z) = lim g(z) =2

r—at

E calculando lim f(z), vem

Tr—a—
. . 1 1
lim f(z) = lim logg ( —oz— <) =logs | —a— =
r—a~ r—a— 3 3

Como lim f(z) = f(a), temos que
r—a~

1 ! 1=2 & 1—32(: —9+1<:> —2—7+1<:> —§<:> =—5
083 a 3 = a 3— a = 3 a—3 3 a—3 a =

Resposta: Opgao A
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6. As retas tangentes ao grafico nos pontos de abcissas © = —3 e x = 1 tém declive negativo, ou seja, em
x=—-3ex =1 a funcdo é decrescente, pelo que f'(—3) < 0 e também f’(1) < 0.
Relativamente ao sentido das concavidades, em =z = 1, o grafico de f tem a concavidade voltada para
baixo, pelo que (1) < 0.
Em 2 = =3, o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima, pelo que f”(—3) > 0

Resposta: Opgao C

7. As operacoes " dividir por i’ e ” dividir por 8" correspondem I‘j“,(z.) 1~
geometricamente a "fazer uma rotacao de centro em O e -7 BN %
amplitude —7 radianos” e ”dividir a distancia ao centro por e T

7
3”7, respetivamente. / P I
w L7 b
/ e N
. ~ / // N
Assim, podemos fazer as operacoes por qualquer ordem . N
. . / - ~
e, por isso, temos duas alternativas: / _— 1
' 23 i \
w z92 ~ f 2 \\
. 7 = 2y e ? =21, ou entao ! \ N
w z3 \\ 0 /l Re(z)
e ~ =23 € — =2 \ /
3 ) e 7
7
Resposta: Opgao A

8. A coroa circular representada é o conjunto dos pontos que distam
da origem entre 3 e 6 unidades, ou seja a representacao dos
numeros complexos z, tais que 3 < |z| <6

Os pontos assinalados devem ainda satisfazer a condigao de
que o angulo (medido a partir da representagdo geométrica do

3
complexo —1 + ¢ estd compreendido entre —7 rad e Iﬁmd.
3
Ou seja: —7 < arg(z — (—=141)) < Zﬁ &

3

& - < arg(z—i—l—i)gz

Resposta: Opgao C

Pégina 3 de mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios

GRUPO II

1.1. Comegamos por simplificar as expressoes de z; e de zs:

Recorrendo aos coeficientes da linha 3 do Tridngulo de Pascal (1 3 3 1), temos que:
21 = (=2+414)% = 1(=2)3+3(=2)2(i) +3(—2) ()2 +1(i)® = —8+12i—6i’ —i = —8+6+12i—i = —2+11i

1+28i  (1428i)x(2—1i) 2—i+56i—282 2—28(—1)+55 30+ 550
2+i  (2+d9)x(2—1i) 22 — 42 - 4—(-1) 5

Z9 = =6+ 11

Assim, temos que
By =20 & 2H(-24+11)=6+11i < 22-2+11li=6+1li & 2°=8 & 2=V8 &

0+ 2km

, , 2%k
& z={Bcis0 & 2= Bcis ke{012} < zz2cis%,ke{0,1,2}

Ou seja, temos 3 raizes de indice 3, que sao as 3 solucoes da equacao:

e k=0 — z=2cis0

2
e k=1 — zz?cisg

4
e k=2 — ZZZCisg

. o . - 1\"
1.2. Se w e — sao raizes de indice n de um mesmo numero complexo z, entao w™ =ze | — | ==z
w w

Logo temos que:
n

1 1
w”z() s w=— & wxuw'=1 & W)l=1 e v=+/1 & w'==+1
w w"

Como w" =z temos que w" =41 & z=41 & z=1V z=-1

2.1. Considerando a experiéncia aleatoria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno dessa escola, e os
acontecimentos:
R:<0 aluno é um rapaz>
E:<O aluno tem excesso de peso>
Temos que P (R) = 0,55, P (E|R) =0,3e P (E|R) =0,4

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:

e P(ENR) =P (R) x P(E|R) = 0,55 x 0,3 = 0,165 _

e P(R)=1-P(R) =1-0,55=045 R R

e P(ENR) = P(R) x P (E|R) = 0,45 x 0,4 = 0,18 E 0270165 | 0,435
e P(RNE)=P(R)— P(ENR) =045—0,18 = 0,27 E |08

e P(E)=P(RNE)+P(RNE)=0.27+0,165 = 0,435 045 | 0,55 1

Assim, calculando a probabilidade de o aluno escolhido ser rapaz, sabendo que tem excesso de peso,
e escrevendo o resultado na forma de fracao irredutivel, temos
P(RNE) 0,25 18

P(RIE) = = ==
(RIE) P(E) 0,435 29

©
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2.2. Como 55% dos alunos sao raparigas e existem 200 alunos, podemos calcular o niimero de raparigas
como 200 x 0,55 = 110 e o nimero de rapazes é 200 — 110 = 90.

O ntimero de conjuntos de 3 alunos que podem ser escolhidos (o niimero de casos possiveis) é 200Cs.
O numero de conjuntos com 2 raparigas e 1 rapaz (o nimero de casos favoraveis) pode ser calculado
considerando que se escolhe 1 de entre os 90 rapazes, e 2 de entre as 110 raparigas, ou seja 90 x 10 C,

Assim, calculando a probabilidade de serem escolhidos duas raparigas e um rapaz e arredondando o

resultado as centésimas, temos
90 x 11002

g, ~ 041

3. Como no saco estao 5 bolas e extraimos 4, temos apenas 5 conjuntos de bolas que podem ser extraidos:

e bolas com os nidmeros {—2, — 1,0,1}, produto correspondente: —2 x (—1) x0x1=2x0=10
e bolas com os nimeros {—2, — 1,0,2}, produto correspondente: —2 X (—1) x 0 x2=4x0=0
e bolas com os nimeros {—2, — 1,1,2}, produto correspondente: —2 x (—1) x 1 x 2 =4

e bolas com os nimeros {—2,0,1,2}, produto correspondente: —2 x 0x1x2=-4x0=0

e bolas com os nimeros {—1,0,1,2}, produto correspondente: —1 x 0 x 1 x2=-2x0=0

Ou seja, os produtos possiveis sao apenas 0 e 4.
Quando a bola com o ntmero 0 é extraida, o que acontece 4 em cada 5 vezes, o produto é 0, ou seja,

4
Quando a bola com o nimero 0 nao é extraida, o que acontece 1 em cada 5 vezes, o produto é 4, ou seja,
1

4.1. Resolvendo a equagao f(z) = 0, temos que

2 4679”2#—4 —0 e e? ><2e”3’2 _ 467“724—4 0 e e? ><2ef”72 _46’”324—4 _0 e
e e e e e
T 4e”%+4 T 4e”% 44 T —4e% —4
& e——!:O@ 6——220@ C7 TP ) e "4t 4=0 &
e2 e2 e2 e2 e2 €240
1 er x e* 4 4e*

Sef—dx——-4=0¢«
efL’
Fazendo a substituicdo de varidvel y = e®, e usando a férmula resolvente, vem:

44 /(—4)2 —4(1)(—-4) ~ 4+/16+16 o= 4432
= 2EVIL

=
D) )

S yY-dy-4=0y=

4442
@sz\[ S y=2+4+2/2Vy=2-2V2

Como y = e*, temos que:

e =242V2V et =2—-2V2

E como 2 —2v/2 < 0, a equacao e® = 2 — 2v/2 é impossivel, pelo que podemos determinar o valor do
dnico zero da funcao f:
e =24+2V2 & z=1Imn(2+2V2)
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4.2. Assim, tracando, na calculadora grafica, os gréficos das
funcées f e g, numa janela que permita visualizar a
intersecao dos dois gréficos, bem como a intersecao do Yy
grafico de f com o eixo das abcissas, obtemos o grafico
reproduzido na figura ao lado.

Determinando um valor aproximado as centésimas do
zero da funcado f, com a opcao de determinar o valor dos
zeros de uma funcao, obtemos as coordenadas do ponto 2,83
A(1,57;0), belo que podemos assumir o valor 1,57 para a
medida da base do triangulo.

Usando a opgao da calculadora para determinar as
coordenadas do ponto de intersecao de dois graficos,

obtemos os valores, aproximados as centésimas, para
as coordenadas do ponto B(3,22;2,83). Logo podemos
considerar o valor da ordenada (2,83) como a medida da /
altura do triangulo.

Assim, calculando o valor da drea do triangulo [OAB], arredondado as décimas, vem:

1,57 x 2,83

A[OAB] ~ D) ~ 2,2
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5.1. Como o dominio da fungao f é R, poderao existir assintotas nao verticais quando r — —oo e quando
r — +o0o. Assim, vamos averiguar em primeiro lugar a existéncia de uma assintota de equacao
y = mx + b, quando x — —oc:

11—z
. flx . we . _ (-
m= lim f@) = lim —— = lim (e!™®) =!7(7%) = el = 4o
rT——00 I r——o0 I r——00
) - Co
Pelo que, como m = lim “—— ndo é constante, podemos afirmar que néo existe uma assinta nao

vertical do grafico de f, quando z — —o0

Averiguando a existéncia de uma assintota de equagao y = mx + b, quando x — 400, vem:
1 1) -zl 3
f(z) — lim © n(z+1) —zln(x) + 3z _

m = lim lim (In(z+1)—In(z)43) = +00—00 (Indeterminagio)
r—+o0 X r— 400 €T r—+00
1
m = lim f@) = lim (In(z+1)-In(z)+3) = lim (In(z+1)—In(z))+ lim 3= lim <ln v >—|—3 =
x——+o0 I Tr—r+00 T—r+0o0 r—r+00 Tr—r+00 €T

1 1
= lim (ln(l—l—))+3=1n(1++oo>+3=1n(1+0+)+3=1n(1)—|—3=0+3=3

T—+00 €T

b= lim (f(z)—maz)= lim (f(z)-3xz)= lim (zln(z+1)—zln(z)+ 3z —3z) =

T—~+00 r—+00 r—+o00
. . z+1 . 1
= lim (x(ln(w—&—l)—ln(m))) = lim (zxIn = lim (a2ln(1+ - = 400x0 (Indeterminagao)
xr——+00 xr——+00 €T xr——+00 X

1 1
(fazendo y = —, temos * = ~ e se * — +00, entdo y — 01)
z )

= lim <ln(1—|—y)> = lim (ln(y—l—l)) =1
y—0+ Yy y—0+ Yy

Lim. Notavel

Assim temos que a reta de equacdo y = 3z + 1 é uma assintota do gréfico de f (e ndo existem outras
assintotas nao verticais).

5.2. Como o declive (m), da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa -1 é f/(—1), comegamos
por determinar a expressao da derivada, para z < 0:

f’(l’) _ (1’6171)/ _ (x)/elfzv_’_x(elfz)/ _ 1X617I+x(1—$)/617w _ 617w+$(—1)617w _ elfw_xelfw
Calculando o declive da reta tangente temos:
m=f(-1)=e' " — (=1)el D = €2 4 2 = 2¢2

2

Calculando as coordenadas do ponto de tangéncia, temos: f(—1) = (=1)e!~(=1) = —¢2, ou seja, o

ponto P(—1, — €2?) é um ponto do gréifico de f que também pertence & reta tangente.
Substituindo o valor do declive na equacao da reta, vem y = 2e? x z + b
Substituindo as coordenadas do ponto na equacao da reta, calculamos o valor da ordenada na origem:

—e? =22 x (1) +b & —e*=-22+b & —2+2%=b & 2=b
Logo, a equagao reduzida da reta tangente ao grafico da fungao f no ponto de abcissa x = —1 é:

y=2e*xx+e?
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6.1. Considerando um ponto P, sobre o lado [AB] do trapézio, tal que o segmento [D P] seja perpendicular
ao lado [AB], consideramos o dngulo ADP com amplitude T _ o

Como DP =1, recorrendo a definicado de cosseno, temos:

DP — 1
cos(a—ﬁ) ==— & DA=—1——
2 DA cos (a — g)
— 1
€ como Ccos (a — g) = sen «, temos que: DA =
sen a
1
Da defini¢ao de tangente de um angulo, e como tg (a — %) = "o temos:
ga
T AP us AP — 1
S\*"3) " Dp 8\* 79 1 tga

Logo, o perimetro do trapézio é:

B T A T T TP 1 1
P[ABCD]=PB+BC+CD+DA+AP:1+1+1++<—>:

sen o tg o
_ 1 1 _3. 1 cosa 1 —cosa
N sen o sena - sena  sena sen o
cos o
. T , L. , 1—cosa
Ou seja, para cada valor de a € ] 5 [, o perimetro do trapézio [ABCD] é P(a) =34+ ——
sen o

6.2. Comecando por determinar a expressao da derivada, temos:

Plla) = 3_'_1—00504 /:(3),+ 1—cosa I:0+(1—cosa)’(sena)—(12—cosa)(sena)’ _
sen « sen o (sena)

0— (—sena)(sena) — (1 —cosa)(cosa)  sen® a — (cosa — cos® a)

sen? o sen? o

2 2

sen® a — cos & + cos” « sen? o + cos?

o — COS (v 1—cosa

sen? o sen? o sen? o

1
Como tg29—&—1:72 e tgf=—8, vem:
cos? 6

1 1 1 1 1
_— 2 = = ——— 2 = - = _ S = —
(—v8)2 +1 p—cy: & 8+1 p—y & cos?f 9 & cosf j:\/; & cosf :I:3

1
Comog<9<7r, cosf <0, logo COSQZ—g

2
1 1 8
E também: sen?f +cos?d =1 < sen’f=1-— (—3) & senffl=1—- & sen29:§

1
()
Assim, P'(0) = =
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