Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2016 - Epoca especial

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. O declive da reta AB é dado por:
yp—ya _ 4-3 1 1
rp—x4 2—(=1) 241 3

Como retas paralelas tém o mesmo declive, de entre as opgoes apresentadas a tnica reta paralela a reta

1
AB é a que tem declive 3

Resposta: Opcao B

2. Organizando todos os resultados possiveis para os dois niimeros possiveis de observar, recorrendo a uma
tabela, temos:

Dado cubico

1111213 |14|15|16
2112223242526
3113233343536
41 |42 |43 |44 |45 | 46

Wi |

Assim, podemos verificar que existem 4 x 6 = 24 alternativas para os lancamentos das duas pessoas, dos
quais apenas 9 tem pelo menos uma face 4, pelo que recorrendo a Regra de Laplace, a probabilidade de,
pelo menos, uma pessoa registar o nimero 4:

Resposta: Opgao A

3. Atendendo a que a varidvel aleatéria X segue uma distribui¢ao normal, com p =2 e 0 = 0,5, temos que:
e Plu—o< X <u+o)=P(l5< X <25)=~0,6827

o P(X >p+0)=P(X >25)=

1-P(15<X <25) 1-06827

~ ~ 0,16
2 2 ’

~

Resposta: Opgao D
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4. Usando a definicao de logaritmo, temos que:
a=0 < log,a=3

Pelas propriedades operatérias dos logaritmos, vem que:

log, b 1 1
3=-+3=2
logba+ 3+ 3

log, b+ log, a =

Resposta: Opgao C

5. Pela definicao de funcao composta temos que:
(fog)(x) =0« f(g(x)) =0 & f(lnz) =0
Como, pela observacao do grafico, podemos verificar que:
F=1)=0 A f(1)=0
Desta forma, vem que:

1 1

1
S r=—- Nxr=c¢

(fog)z)=0 & lnz=-1Alnz=1&x=e" Ax=e .
Resposta: Opgao D
6. Como a funcao f é continua em R, em particular é continua em = = —1, pelo que:
f(=1) = lim f(x)
z——1
Assim, temos que:
e f(-1)=k+2
-1

(fazendo y =z + 1, se z — —1, entdo y — 0, e 3y — 0)

3 1 5 1 s .
i S BEED) o sen@y) (L sen@y)) (3 sen(3y)
z—>-1  4(x+1) y—0 4y y—0 y y—0 \ 4 3y
i S x qm By 33
y—04  3y—0 3y 4 4
—_————
Lim. Notével
Como a funcéo é continua em z = —1, podemos determinar o valor de k:
3 3 3 8 5
(D)= lim fz) & k+2=7 o k=7-2ek=7-7 & k=—

Resposta: Opgao B
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7. Analisando cada um dos ntimeros complexos das hipoteses apresentadas, podemos verificar que:

I N

e 3+4inao pertence a regiao definida pela condigao porque m(z)

arg(3 + 4i) > %

3+ 4

e (6427 nao pertence a regiao definida pela condi¢ao porque

Re(6 +2i) > 5

6+ 21
3 .
e Como Re (cisz) = cos— = g, entao CiS% nao per- : ;QCISBTW
tence a regiao definida pela condigao porque 1“6 N
0 % Re(z)
Re (cis~) < 1
€ (CISE) < Re(z) =1 Re(z)=5

137
Assim, podemos concluir que o nimero complexo 20157, pertence a regiao definida pela condigao, por-
que:

13 13 3 13
e Re (2cis67r> = 200577r = 2005% =2 X % = \/37 logo 1 < Re (2ci56ﬂ-) <5

. 137 . (137 LT 0 . 137 T
e arg <2C186) = arg (2c1s <6 — 27r>) = arg (QCISE) = logo 0 < arg <20156> < 1

Resposta: Opgao C

8. Determinando o valor de a e de b, temos:

e a=lim <(1+i)3n> = lim (((Hi)n)g) = <1im <1+i>n>3 =
o b=lim(n(l—2") =In(l -2 ) =In(1-2x0)=1Inl=0

Resposta: Opgao B
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GRUPO II

1. Simplificando a expressdo de z na f.a., como 23 = §4X5+3 = (2'4)5 x 13 =15 x 43 = {3 = —4, temos:
. 2i 9% 2i g 2 _ 22‘(1—.@‘) _ 2 _ 2@—2.2'2 _ 2@—2&2@'2 _ —2‘
1—1 1—1 1—1 (1—1) 1—1 1—1 1—1 1—1

Considerando 1 — i = pcis#, com o objetivo de escrever z na f.t., vem que:

op:|1—i|:\/12+(—1)2=\/1+1=\/§

o tglh = T = —1; comosenf <0 e cosf >0, § é um angulo do 4° quadrante, logo
g _T
4
Como —2 = 2cisw, temos que:
2i -2 2ci 2 2v/2 4 5
p= e = S s (”‘(‘@):des (I+Z>: 2eis

1—i 1—i ﬂcis(—%) V2

Pelo que o conjugado de z, é:
5
Z =2cis (—I)

E assim, usando a férmula de Moivre, temos que:

o7
5 5 —— 4+ 2km
wP =7 < w=Vv2cis (—I) & w= f’/\/icis (—Z) & w=1/V2cis % ,k € {0,1,2}

3

Ou seja, temos 3 numeros complexos w tais que w” = Z:
L
e 5
ok:0—>w1=\3/\/§cis 47 = 2cis (—17;)
57r+2
e ™ 5 2 5 8
e k=1 — wy = V2 cis 4# = 2cis <_172r+;r) = 2cis (—17;—&—17;) = %cisg
57T+4
T AT S5t 4 5 16 11
o k=2 w3 = V2 cis 4# = /2cis (—1;—1—;) = 2cis <_172r+127r> = f/icisl—;

2.1. Como existem n bolas no saco e sao retiradas 3 simultaneamente, o nimero de conjuntos diferentes
de 3 bolas que podemos obter, ou seja, o numero de casos possiveis, é "Cj
Como n é um numero par, existem no saco 5 bolas com numeros impares e 5 bolas com numeros

) n
pares. Como se pretende que duas das bolas tenham um nimero par, de entre as 5 pretendemos
. . 4 n .
selecionar 2, e como uma das bolas deve ter um niimero impar de entre as 5 pretendemos selecionar

’ ’ . ; n n n n
1, pelo que o ntimero de casos favoraveis é 2y x 2(C; = 2 (5 X 5

n n
2Cy X —
2

Assim, a probabilidade de duas das 3 bolas terem ntimero par e uma ter nimero impar é: o
'C3

Pagina 4 de |§|


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios#2016-2

2.2. No contexto da situagao descrita, P(A N B)é a probabilidade de que a primeira bola extraida tenha
um numero par e que a segunda bola extraida também tenha um nimero par, ou seja, a probabilidade
de que as duas bolas tenham um nimero par.

No caso de a extracao ser feita com reposicdo, para calcular a probabilidade de que a segunda
bola tenha um ntmero par, sabendo que a primeira também tem um nimero par, devemos conside-
rar 8 casos possiveis (as 8 bolas do saco, porque a primeira bola foi reposta), e 4 casos favordveis (as
4 bolas com um niimero par, porque como a primeira bola foi reposta, existem 4 nimeros pares), ou
seja:

4 1

P(BIA) = 5 = 5

No caso de a extragao ser feita sem reposigao, para calcular a probabilidade de que a segunda bola
tenha um ntmero par, sabendo que a primeira também tem um nimero par, devemos considerar 7
casos possiveis (porque das 8 bolas do saco, foi extraida uma que néo foi reposta), e 3 casos favoraveis
(porque das 4 bolas com um numero par existentes inicialmente, uma foi retirada e nao foi reposta),
ou seja:

P(B|A) = %

1
Assim, como a probabilidade de que a primeira bola extraida tenha um ndmero par é P(A) = 3

temos que os valores de P(A N B) sao:
e Com reposi¢do: a = P(AN B) = P(A) x P(B|A) =

e Sem reposigdo: b= P(ANB) = P(A) x P(BJ|A) =

3.1. Como o plano OF B ¢ definido pela equagao 3z + 3y — z = 0, entdo o vetor ¥ = (3,3, — 1) é um vetor
normal do plano OF B, e também de todos os planos paralelos a este plano.
Como a reta AF é paralela ao eixo Oz, entao as abcissas e ordenadas dos pontos A e F' sdo iguais,
pelo que as coordenadas do ponto F' sdo da forma F'(0,2,zr), e como o ponto F' pertence ao plano
OF B, podemos determinar a sua cota, recorrendo a equagao do plano:

3(0)4+3(2) —2p =0 & 04+6=2p < 6=2p

Como o ponto D tem a mesma cota do ponto F' e a base do prisma é um quadrado paralelo ao plano
20y, pela observacao da figura, temos que zp = —yp e as coordenadas do ponto D sdo D(—2,0,6)
Finalmente, como o plano paralelo ao plano OF B que contém o ponto D tem uma equacao da forma
3xr + 3y — z + d = 0, substituindo as coordenadas do ponto D, podemos determinar o valor de d:

3(—=2)+3(0)—6+d=0 < —6+0—6+d=0 < d=12

E assim a equagao do plano é:
3x+3y—2+12=0
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3.2. Como o ponto B tem a mesma cota do ponto A e a base do prisma é um quadrado contido no plano

20y, pela observacao da figura, temos que zp = —y4 e as coordenadas do ponto B sdo D(—2,2,0)
Desta forma, um vetor diretor da reta OB é

OB =B—0=(-220) - (0,0,0) = (—2,2,0)
E uma equagdo vetorial da reta OB é:
(z,y,2) = (0,0,0) + A(—2,2,0), A e R
Pelo que podemos obter uma condigao cartesiana da reta OB, a partir da equacao vetorial:

z=0—2\ =A

<

y =042\ & %:/\ & —

3.3. Como o ponto P pertence & aresta [BG], pela observagao da figura,

verificamos que tem abcissa e ordenada iguais aos pontos B e G,
pelo que as suas coordenadas sao:

P(—2,2,1)

Como o ponto R é simétrico do ponto P relativamente a origem,

tem as trés coordenadas simétricas, ou seja, tem as suas coorde-
nadas sao:

Podemos determinar a amplitude do angulo RAP através do pro-

duto escalar dos vetores AP e AR, pelo que, determinando as
coordenadas destes vetores e as respetivas normas, temos:

« AP=P—A=(-221) - (020) = (~2,0,1) : i ,
HﬁH =(22+02+12=Vi+1=+5 _. A Y

e AR=R—A=(2,-2,-1)—(020) = (2, — 4, - 1)
|47 = v+ P+ 12 = vAF 671 = val :

R(2,-2,-1) |

Recorrendo a férmula do produto escalar vem:

] AP . AR (—2,0,1).(2,—4,-1) —4+0-1 -5 5
B R e B

Logo, a amplitude do angulo RAP, em graus, arredondado as unidades, é

" 5
RAP = cos™! (—) ~ 119°
V105
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4.1. Calculando o valor do limite, temos:

i — = 1l z — — +o0 o — _ s
wgrfoo(f(x) x) mgrfoo(ln(e +x) x) In(e™° 4+ 00) — 00 = +00 — 00 (Indeterminacio)

i (11 5) =t (e (14 2)) ~2) =t () 10 (14.2) ) -

= lim (x—l—ln(l—kﬁ) —.13) = lim ln(l—l—i) :ln( lim (1+x>> =
r—+00 et r—+00 et r—+00 et

. 1 lim 1
:ln(lim 14+ lim >zln 14+ lim —5 =In 1—|—Loox =
r—+00 r—+oo el r—+oco € . e
— lim —
x T—+00 T
—_———

Lim. Notéavel

zln(l—l—l) =In(140)=0
400

Assim, como lirf ( flx) — x) = 0, podemos concluir que a reta de equagao y = z é uma assintota
xr—r+00

do grafico da funcao f, quando x — 400

4.2. Para estudar o sentido das concavidades do gréafico e a existéncia de pontos de inflexdo no intervalo

3m . < . .
],O , vamos determinar a expressao da segunda derivada, pelo que comegamos por determinar

2
f' em ] _3m ,0{
1 1LY 1 1 1
fl(x) = (4962 + cosx) = (4:52) + (cosz) = Z(xQ)’ + (—senz) = 1x 2z — senw = 5T —senz

3m
Assim, determinando f” em ] —7,0 [, temos que:

F@) = (f'(2)) = (;x - senx)/ _ <;x> ~ (sena) = J —cosa

Como os pontos de inflexdo sao zeros da segunda derivada, vamos determina-los:

1 1
f(x)=0 & ifcosx:() & cosw =5 @cosx:cosg @x:g+2k7r\/x:fg+2k7r,k€Z

Para k=0, vem x =

0 s 3 . . ~
3 Vo= -3 e como x € —?,0 , podemos verificar que a tnica solucao da

~ ™
equacao € r = ——

Assim, estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem:

_ 3w

5 0
f(x) | nd. + 0 - n.d.
f(z) | nd N~— |Pt.L| N |nd

T

el

Logo, podemos concluir que o grafico de f:

7r
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo } —5,0[

3

3
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ] _?ﬂ’ -3 {

. ~ . . , T
e tem um ponto de inflexao cuja abcissa é -3
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4.3. Como o declive da reta tangente ao grafico de uma funcao num ponto € igual ao valor numérico da de-
rivada no ponto, ou seja, f'(a) = 1,1, determinamos a expressao da derivada relativa ao intervalo |0,1]:

x _’_m)/ (ex)/ + (x)/ et 41 Y
/ = 1 T / p— (e pr— pr— 4
f(w) = (n(er o)) = S22 AT
Assim, como o declive da reta tangente é 1,1, o valor de a é a 7
solucao da equagao
(o) =11 & - =11
fia) =1, pranpea 1,1

|

|
Visualizando na calculadora grafica o grafico da fungéo f', e a |
reta horizontal definida por y = 1,1 numa janela coerente com |
a restricao = €]0,1], e usando a funcdo da calculadora para |
determinar valores aproximados das coordenadas dos pontos 0 0 ‘72
de intersecao de dois graficos, obtemos um valor aproximado ’
(as centésimas) da abcissa do ponto A, a = x4 =~ 0,72

A 4

—_fF -

5.1. De acordo com os dados do enunciado temos que x = 25, pelo que a velocidade constante da nave,
em quilémetros por segundo, quando termina a queima do combustivel é dada por:

254300 325

Assim, como a relagao entre o tempo (¢), a distancia (d) e a velocidade (V'), em segundos, arredondada
as unidades, é:

d d
V=-t==
t v
Temos que para viajar 200 quilémetros (d = 200) a esta velocidade (V = 4,02), o tempo necessério
é:
200
t= ~ 50
4,02 §

5.2. Pretende-se determinar o valor de x associado ao valor de V' = 3, ou seja, a solugao da equacao
V(z)=3
Resolvendo a equacao, e arredondando o resultado as unidades, vem que:

x + 300 x + 300 3 z + 300

300
s =e' & x+300=-e(r+60) & x+300=ex+60c & x—exr=060e—300 <
z + 60 T#—60
60e — 300
< z(l—e) =60e —300 & x = ii = x ~ 80 milhares de toneladas
—e
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6. Simplificando a expressao da inequagao, temos que:
9(0) x g(k) <0 & In(0+ k) xIn(k+ k) <0 & Ink xIn(2k) <0
Atendendo a que:

elnk=0< k=€ < k=1

e n(2k)=0 = 2k=c" & 2k=1 & k=

N =

Como k é um nimero real positivo (k €]0, + oo) estudamos o sinal do produto, em |0, + oo|, através de
um quadro de variagao de sinal, para resolver a inequagao:

k 0 3 1 +00
Ink n.d. — — — 0 +
In(2k) n.d. - 0 + + +
9(0) x g(k) | n.d. + 0 - 0 +

1
Pelo que se conclui que se g(0) x g(k) < 0, entdo k € } 2,1{

©
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