Fungdes (12.° ano)

Funcgdes trigonométricas @
Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

A S e Tarwen o

1.1. Para averiguar se a fungao f é continua em x = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(z) = hrn+f( x)
z—0~ z—0

4cos0 4x1 4

0 = = = — = —2
A ey sl B R
4cosx 4cos0™
li = 1i = =-2
* mg&f(x) so0tsens — 2 senOF — 2
1—ef” 1 —efx0 1-1 0
li - 1 - _ . -
* Jlim (@) = Jim = e = g = (ndeterminagio)
1— e 1- 1+ 6r) 2 6r 1
lim f(z) = lim © — lim = lim ¢ 2) = tim (—2x &
z—0- z—0- 3T z—0- z—0- 2 z—0- 6z
(considerando y = 6z, temos que se z — 0, entdo y — 07)

SR O

y—0~ y—0~ Yy
———

Lim. Notével

Como f(0) = hm f( )= hnol f(z), entdo a funcdo f é continua em z = 0.
z—0—




1.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao f, para x €]0,27]:

4cosz ' B (4cosz) (senz —2) — (4cosz) (senx — 2)’
N (senx — 2)2

o = (

senx — 2

4(cosz) (senz —2) — (dcosz) ((senz) — (2)') 4 (—senz) (senz — 2) — (4cosx) (cosz — 0)

(senz — 2)2 (senzx — 2)2
—4sen?z + 8senx — 4cos® x —4(sen2x+COSQm—2senx) -4 o (1 9 )
_ = = —2senz
(senz — 2)2 (senzx — 2)2 (senz — 2)2
Calculando os zeros da derivada da funcao f, em z €]0,27] :
f’(x)—0®_74—0\/1 2senx =0 < —2senx = 1(:>senx—l<:>
B (senz —2)2 B B 2
[ —

Cond. impossivel

& senx = sen% & $:%+2k7r \Y $:W—%+2kﬂ,k‘€Z
Assim, como z €]0,27[, as Unicas solugdes da equacao sdo x =

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

x 0 z & 2m
m n.d. — — — — - -
1—2senz | n.d. + 0 - 0 + +

1! n.d. — 0 + 0 — —

f nd. | ™~ | min. | — 7 | Méx. | ™~ | min.

Assim, podemos concluir que a funcdo f:

. . T 5T
e ¢ crescente no intervalo 56

)

5
e ¢ decrescente no intervalo }O,%} e no intervalo [67T,27r] ;

. o
e tem extremos relativos para: * = § ; v = o ex =21 .

Exame — 2024, Ep. especial

2.1. Como o declive da reta tangente ao gréfico de g, em cada ponto é dado por ¢’(x), o declive da reta
r, tangente no ponto de abcissa 0, é:

my =g'(0) =cos(2 x0) +2sen(0) =1+2x0=1
Como retas paralelas tém declives iguais, o declive da reta s é mg = m,. = 1, pelo que a equacao da

reta s é da forma s:y =x +b.

Como a reta interseta o eixo Ox no ponto de abcissa 4, contém o ponto de coordenadas (4,0).
Assim, substituindo as coordenadas na equacao anterior, podemos determinar o valor da ordenada
na origem:

0=4+4+b & —4=0D

Desta forma temos que a equagao reduzida da reta s, é y=x —4 .
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2.2. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos
por determinar a expressao da segunda derivada:

g"(z) = (g’(x))/ = (cos(2x) + QSenJ;)/ = (cos(2x))/ + (2 senw)/ = —(2x)"sen (2x) + 2cosz =
= —2sen (2z) +2cosx = —2(25enxcosx) +2cosx = —4senxcosx +2cosx = 2008$(—2senm+ 1)
Determinando os zeros da segunda derivada, vem:

g" () =0 & 2cosz(—2senz+1) =0 & 2cosz =0V —2senz+1=0 &

< cosr =0V —2senx=—-1 < cosx =0V senzx = &

N |

5
(:>a:zg—i—kﬂ'\/xz%+2k7r\/x=%—|—2k‘7r,kEZ

Como z € }—g,g {, J'(x) =0 & z = % . Desta forma, estudando a variacao de sinal de g” e

relacionando com o sentido das concavidades do grafico de g, vem:

v |3 :
2cosx n.d. + + + n.d.
—2senz +1 | n.d. + 0 — n.d.
g’ n.d. + 0 — n.d.
g n.d. —" | Pt. L 77N | nd.

Logo, podemos concluir que o gréafico de g:

—

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%,g
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo | —%,% ]
e tem um tnico ponto de inflexdo, cuja abcissa é x = T .

Exame — 2024, 2.2 Fase
3. Como a fungao é continua em R\ {0} (porque resulta de operagdes entre fungoes continuas e z = 0 é
0 unico valor que anula o denominador), a reta de equagdo = = 0 é a tnica reta vertical que pode ser

assintota do grafico de f.

Desta forma, temos que:

. . 1—coszx 1—cos0 1-1 0 o
Ilg})f(.r) = $i>r{)l+ o = 0 = 0 = 0 (Indeterminagao)
lim f(z) = lim 1—cosz _ lim (1 —cosz)(1+ cosx) ~ lim 12 — cos? x — lim 1—cos?x _
z—0 z—0 xd z—0 24(1 4 cosx) a=0x4(1+cosz) a—0x4(1 + cosx)
i sen’x . senx y senzx o 1
= lim——— = lim =
e—0x4(1+cosx) 2—=0\ x x x2(1 + cosx)
. osenx .osenx . 1 1 1
= lim X lim xlim———=1X1X ——— = — =400
a—=0 50 T z—022(1 + cos ) 02(14cos0) 0F
——— ———
Lim. Notavel Lim. Notével

Logo, podemos concluir que a reta de equacao x = 0 é a tinica assintota vertical do grafico de f.

Exame — 2024, 1.? Fase

mat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

4/96

4. Como o dominio de f é R\ {0}, para que exista lin})f(x), entdo tem que se verificar 1im+f(x) = lim f(z)
r— x—0 x—0—

Assim, temos que:
e lim f(z)= lim (In(2—e®)+2+2)=In(2—-€e’)+0+2=In(2-1)+2=n14+2=0+2=2
z—0+t z—0+t
sen (ax) sen(ax0) sen0 0

. xliIgl_f(x) = wgrél_ 1 = 0 1 = -1 0 (Indeterminagao)

T (az) ~ lim (Sen (az) " ax) ~ lim (sen (az) Lo ) _

et —1 ar z—0~ ax e® —1

(considerando y = az, temos que se z — 07, entdo y — 0, porque a > 0)

. seny . x . . .
= lim x lim (a x =1x lim ax lim =aXx lim —/—— =
y—=0— Y x—0- et —1 20— z—0-e® — 1 z—0— €7 —1

—_———
Lim. Notavel z

lim 1
x—0~
=g X —————
.oet—1
lim
r—0— X

Lim. Notavel
Logo, determinando o valor de a, vem: lim f(z) = lim f(z) & 2=a
z—0t z—0~

Exame — 2023, Ep. especial
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5.1. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao g:
g (z) = (e*cosz) = (e%) x cosx + e x (cosz) = e® cos ze”(—senx) = e”(cosz — senx)
Calculando os zeros da derivada da fungao g, temos:
g (x) =0 & €e*(cosxz — senx) =0 & if—g V cosz = senz <

Cond. impossivel

& cosx:cos(g—x) & ng—x—l—mwr \% x:—(g—x)—i—ﬂm,keZ &

& x+x:g+2k7r v x:—g—kx—i—%mkeZ .

& 2x:g+2kwv0x:—g+2kw7keZ@x:%—klm,kez
| —

Cond. impossivel

Assim, como o dominio de g é [0,7[, a Unica solugdo da equagao é x = 1

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

X

ew

o |+ e

COSxT — senx

/

+ 1+ |+ ]=
+ 1+ |+
o

+
g _
g min. | — | Méx. —— | nd.

Assim, podemos concluir que a fungdo f:

7 3 71—
e ¢ crescente no intervalo {O’Z}

. . 7
e ¢ decrescente no intervalo |:Z,’7T [;

e tem um minimo relativo que é: g (0) = €%(cos(0)) =1x1=1

N
~——
(!

ISE)

X
o[
g

INE)
S

™ x
e tem um maximo relativo que é: g (Z) = e1(cos (Z

5.2. A abcissa dos pontos do graficos da fungao g com a ordenada igual a abcissa sao solugoes da equagao
glx) =2z & gla) —2z =0

. ~ . 7T
Assim vamos mostrar que a fungdo h(z) = g(x) — & tem pelo menos um zero no intervalo } '3 {

Wl

Como a funcao g, e também a funcao h resultam de operagoes
sucessivas de fungoes continuas em [0,7], sdo continuas neste

. . . T
intervalo, e em particular no intervalo [5’5} .

Como h(g) < 0 < h(g), entao, podemos concluir,

T -

) s h (7) = €3 cos (7

pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ & }7,7{ tal que 3 © 3

. . 32 = ™ T
h(c) = 0, ou seja, que existe, pelo menos, uma solucao da | p, <,) —e% cos <f) _
- . T, , 2 2
equagdo h(z) = g(z) — x no intervalo }?5[, isto é, que
existe, pelo menos, um ponto do gréafico de g cuja ordenada é

igual a abcissa, neste intervalo.

Exame — 2023, Ep, especial
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6. Calculando o valor do limite, temos:
sen(2z) sen0 0

ilir%) — = 0 0 (Indeterminacdo)

2 2 2 2
lim SR 20) _ g, 2Xsen (@) o 500 oy
x—0 €T z—0 2x x—0 2x

Lim. Notavel

Resposta: Opgao D

Exame — 2023, 2.? Fase

7. Como a reta AB é tangente & semicircunferéncia no ponto T, e o segmento de reta [OT] é um raio, entdo
as retas AB e OT sdo perpendiculares, pelo que os tridngulos [OT A] e [OT B] séo retangulos em T, cujas
hipotenusas séo, respetivamente, os lados [OA] e [OB].

Como OT =2 ¢ TOB = g — «, recorrendo & defini¢do de cosseno, temos:

oT 2 — 2
e cosa=—— & cosa=— & OA=
A OA cos o
R T 2 — 2 2
ocosTOB:Oj@cos(z—oO:j@OB: = =
OB 2 OB cos (7 _ a) sen o
2
Assim, determinando a drea do triangulo, vem:
2x OAx0B —— _——— 2 2 4 2x4 8
Apey = —2 222 _OAx OB = x - - . -
2 cosa  sena  sena.cosa 2 Xsena.cosa  sen (2a)

Exame — 2023, 2. Fase

8. Identificando as coordenadas dos pontos @ e P, temos:

e como o ponto ) pertence a circunferéncia de centro na origem e raio 2 e a semirreta OQ) define com
o semieixo positivo Oz um angulo de amplitude «, as suas coordenadas sédo (2 cos «, 2sen «), pelo

que (ﬁ =Q—0=(2cosq,2senq) ,

e como o ponto P pertence a mesma circunferéncia e tem a mesma abcissa do ponto ) entao a sua
ordenada é simétrica da do ponto @, pelo que as suas coordenadas sido (2 cos a, —2sen ), e de forma

andloga, se tem que OP = P — O = (2cos a, —2sen av).

2 2

Assim, como cos® a — sen® a = cos(2«), vem que:

O—}%Oﬁ =3 & (2cosa, —2sena).(2cosa,2sena) =3 < (2cosa)? + (—2sena) x (2sena) =3 <

3
& 4dcos’a —4sen’ o =3 & 4(cos’ a — sen’ o) =3 & cos(2a) = 1

Exame — 2023, 1.* Fase

9.1. Determinando a expressao da fungao derivada, temos:
f'(z) = (sen (2z + )" = (sen (22)) +(z)" = (2z)' cos(2z)+1 = 2 cos(2z)+1 = 2( cos® z— sen’z) +1 =

=2(1 — sen®r — sen’z) + 1 =2(1 — 2sen’z) + 1 =2 — 4dsen’x + 1 =3 — 4sen’x

Resposta: Opgao D

@ma‘c.absolummen‘ce.net
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9.2. As abcissas dos pontos de intersecao da reta r com o grafico da funcao f sao solugbes da equagao
f@)=—24+2 & fx)+x—-2=0

Assim vamos mostrar que a fungéo g(x) = f(z) + = — 2 tem pelo menos um zero no intervalo ]%% [

Como a fungao f, e também a fungao g resultam de
operagoes sucessivas de fungdes continuas em [0,7], sdo
continuas neste intervalo, e em particular no intervalo

{W 7Ti| C.A.
(5)= (o 5) + 45—
— | = sen — — 4 - -2~
Como ¢ (z) <0<y (z), entao, podemos concluir, 9 6 6 6
6 3 o ~ —0,09
pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € }6’5{ tal que 7r - -
g(c) = 0, ou seja, que existe, pelo menos, uma solucao da 9 (§> - (5)636(2 x §) + 3 + 3 2~

T
equagdo g(z) = f(x)+ = — 2 no intervalo ] 5’3 [, isto é, que
a reta r intersecta o grafico da funcao f em pelo menos um
ponto, cuja abcissa(s) pertencem a este intervalo.

Exame — 2023, 1.2 Fase

10. Para averiguar se a funcao f ¢é continua em x = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(z) = lim f(x):

z—0~ z—0+t
1 1 1 1
e f(0) :ln\/e—i—O:ln\/E:ln(w) = ilne: 3 X 1= 3
1

li = lim (I +z)=1 0+t =—
* Jlip S = Jim (nveds) =Inved 07 =5

lim f(z) I l1—cosz 1—cosO” 1-1 O(Idt inacio)
e lim f(z)= lim = = = -

z—0- z—0~ x 0— 0 g | ecienmmacao

lim f(z) = lim 1—cosz _ lim (1 —cosx)(1 + cosx) — lim 12 — cos? x - lim 1—cos?x _

0~ t—=0- T 0~ x(1 + cosx) e—0-x(1l+cosx) 2—0-xz(1+ cosz)

(como sen?z + cos?z = 1 < sen’z = 1 — cos? x)

. sen’xy ) sen x sen x . senx senx
= lim —— = lim X = lim x lim — =
e—0-z(l+cosx) a—0-\ @ 1+ cosz e—0- T  2—0-14cosx
—_———
Lim. Notével
sen 0 0
=lX——=1x-=1x0=0
14 cos0 2

Como f(0) # lil’(I)l f(x), entao a fungao f nao é continua em z =0 .
0~

Exame — 2022, 2.* Fase
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11. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos por
determinar a expressao da segunda derivada no intervalo ]0,7| :

" (z) = (g’(x))/ = (2 + 2cos® m)/ = (z)" + 2(cosxcosz) =1+ 2((cosz) cosz + cosx(cosz)’) =

=1+ 2((—senz x cosx + cosz(—senz) =1+ 2 X 2(—senz.coszx) =

=1-—2x2senz.cosz =1 — 2sen (2z)
—
sen (2x)

Determinando os zeros da segunda derivada, temos:
1
§'(z)=0 & 1—2sen(2x) =0 & 2sen(2z) =1 & sen (2x) = = & sen (27) = sen~ &

—+ — V2r=—+4+2kn,keZ
12+2\/x6+7r,€<;$

2%
<ﬁ>295:%+2k:7rv2x:7r—%+2k7r,kez<;»x:W T o™

s 57
= — — Z
S o 12—|—k77\/a: 12+k7r,k6

Como se pretende identificar as solugoes do intervalo |0,7[, atribuindo valores inteiros a k para identificar
as solugoes no intervalo definido, temos:

s 117 T 7 117 T
* TR Tt T R YT TR T T < 1 H0mle =55 ﬂo’w[)
T o
e k=0 — x—ﬁ\/x— 12
m 137 o7 177 137 177
= 1 = — = — = — = — _— _—
o k - x 12+7r 12 Vo 12—|—7T 12 <12 ¢10,m[ e 12 ]0,7r[>
Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de
g, vem:
s 51
X 0 12 12 ™
g’ n.d. + 0 — 0 + n.d

Logo, podemos concluir que o grafico de g:

5
e tem dois pontos de inflexao (de abcissas 1% e %)

. . . m . T
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo }O,—} e no intervalo {,w[

T 5T
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo {12,12]

Exame — 2022, 2.% Fase
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12. Para averiguar se a fungao f é continua em = = 2, temos que verificar se f(2) = lim f(x) = lim f(z)

z—2~ z—2+
e?72 |
2 = = — = —
A A N Rl R
) ) 627w 6272 60 1
-2 2—-2 0 0
° xllg{f(m) = :clinzlf Ser;z(z_ 1 ) = SGI;Q( — ) = 84611_(4) = 0 (Indeterminagao)
(como z? —4 = (x — 2)(x + 2))
-2 -2 -2 1
lim f(z) = lim sen (v — 2) = lim f(z) = lim _sen{z=2) = lim (2% (z—2) X =
T—2- a—2- a2 —4 T2~ a=2-(x—2)(x +2) az-o2- (x —2) (x +2)

(considerando y =z — 2, temos z =y +2esex — 27, entdo y — 07)

1 1 11

= lim 22Y % lim —1x —1x-==
y—=0— Y T—2~ (I+2) 242 4 4
~—_———

Lim. Notével
Como f(2) = lim f(z) = lim f(z), entdo a fungdo f é continua em z =2 .
z—2+ T2~

Exame — 2022, 1.* Fase

13. Designado por P o pé da altura do triangulo relativo ao
lado [AB], temos que:

=P -
e sen (2z) = CT & CP =2sen(2z)

BP S
e cos (2z) = — ® BP = 2cos(2x)

Logo, temos que:

tgajzg o Apo 2sen() | o5 2><2:§;1;ccosx
P tgx cos z#0
Ccos T
o AP — 4sen T cosT X COST o AP — dcoss

senx sen z7#£0

E assim, vem que:
AB = AP+BP = 4cos® z+2cos(2x) = 4 cos” v+2(cos® z— sen’z) = 4 cos® z+2(cos® z— (1—cos’ z)) =

:4coszx+2(0052x— 1+0082x) =40052x—|—2(20052x— 1) =4cos’z+4cos’z—2=8cos’x—2

Exame — 2022, 1.* Fase
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14. Como a funcao f é continua em x = 1, temos que:

f() = lim f(z) = lim f(z)

z—1t z—1-
Assim, temos que:

e f(1)=1-2+I(3-2(1))=1-2+In(1)=—1+0=—1

-1 1-1
e lim f(z) = lim <sen(x) + k) = M + k= v + k (Indeterminagao)

z—1t z—1+t 1—22 1—12 0

(fazendo y = — 1, se * — 1, entdo y — 0, e observando que 1 — 22 =12 —22 = (1 —2)(1 +2) = —(z — 1)(z + 1))

lim <Sen(xl)+k> lim (_(Sell(f”l))+k> lim (Sen(xl) w1 >+k>

1+ 1—a? 1+ x—1)(z+1 a1+ x—1 —(x+1
. sen(x—1) . 1 ) . seny 1 1 1
= lim ——x lim ——+ lim k= 1 k=1x|—=)4+k=—=+k
——
Lim. Notével
Como a funcao é continua em z = 1, podemos determinar o valor de k:
1 1 2 1 1
1. = 1 —_— = —1 = —1 — = —— — = ——
mi)rrllJrf(x) ) < 2—|—k: &k +2<:>k 2+2®k 5

Exame — 2021, Ep. especial
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15. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao h:
W (z) = (senz + cos’ m)/ = (senx)/ + (cosz x cos ac)/ = cosz + (cosz)" x cosz + cos(z) X (cosz) =
=cosx + (—senz) X cosx + cos(z) X (—senz) = cosx — 2senx cosx = cos (1l — 2sen )

Calculando os zeros da derivada, no dominio da funcao ({O,g {), vem:
h(z) =0 & cosz(l —2senz) =0 < cosz =0V 1 —2senzx =0 &
1
& cosz =0V —2senx =—-1 & cosz =0V senx = 5

Como x € {O,g [, temos:

e cosz > 0, pelo que cosz = 0 é uma condigao impossivel
71'
e senxr=—- =r=—

2 6

. Q .~ . . .
Assim, temos que h'(z) tem um zero em [075 [ e estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando

com a monotonia da fungao, vem:

: 0 :
cos T + + + + n.d.
1—2senzx + + 0 — n.d.
n + + 0 - n.d.

h min. | — | Méx | ™~ | n.d.

Assim, podemos concluir que a funcgao h:
e ¢ crescente no intervalo [0,%];

e ¢ decrescente no intervalo [%,g [;

e tem um minimo relativo para x = 0, cujo valor é:
h(0) = sen0+cos’0=0+(1)2=0+1=1

e tem um mdaximo relativo para x = %, cujo valor é:

h(z) = senﬁ—&—cosQE: 1+ <\/§>2:

6 6 6

Exame — 2021, 2.2 Fase

16. Recorrendo as regras operatdrias de logaritmos, e observando que sen (2x) = 2sen x. cos z, temos:
g(z) =log,(1 — cos ) + logy(1 4 cosz) + 2log, (2 cos z) = log, ((1 — cosz)(1 + cosz)) + logy(2cos z)* =

= logy(1 + cosx — cos x — cos® ) + logy (4 cos? 2) = logy (1 — cos? ) + log,(4 cos® ) =
= log,(sen” x) + log, (4 cos® ) = log, (2% sen® . cos® x) = log,(2sen z. cos x)* =

= log, (sen (23:))2 = 2log, (sen (2z))

Exame — 2021, Ep. especial
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17. Designado a amplitude do dngulo AOBpor «a,temos que:

° AOBZQ
e BOC =2 x AOB = 2a

e AOC = AOB + BOC = a + 2a = 3«

Como o tridngulo [AOB] tem drea k, considerando o lado [OA] como a

base, temos que a altura é sen «, pelo que:

Aaop =k & 5

E assim, vem que:

sen?a+cosPa=1 < (2k)? +cosa=1 < cos?a = 1 — 4k?

OA x sena

=k & 1x senax =2k & sena =2k

Como a ordenada do ponto C' é sen (3at), e como:

e sen(3a) = sen (2a + «)

e sen(a+ ) = senacos S + senf cosa

e sen(2a) = 2senacos
e cos(2a) = cos? a — sen’a

Entao, vem que:

3a
2«

2\ 2

yo = sen(3a) = sen (2a+a) = sen(2a) cos a+ sen a cos(2a) = 2sen o cos axcos a+ sen o cos® a— sen’a) =

= 2senacos® a+2k x (1—-4k%—(2k)?)) = 2x 2k x (1 —4k?)+2k(1—4k* —4k?) = 4k(1—4k?)+2k(1—8k*) =

=4k — 16k> + 2k — 16k> = 6k — 32k3

18. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao g:

Exame — 2021, 2.* Fase

g (z) = (zcosz + sen:v)/ = (xcosx)/ + (senx), = (z)" cosz + z(cosz) + cosx =

=cosz + x(—senz)+ cosz = 2cosx — xsen x

Como o declive da reta tangente ao grafico num ponto corresponde ao valor da funcao derivada nesse
ponto, mostrar, que existe pelo menos um ponto pertencente ao grafico da funcao g tal que a reta tangente

1
ao grafico da fungao nesse ponto tem declive —5 é equivalente a mostrar que a equacao ¢'(z) = ) tem

pelo menos uma solugao.

Como ¢'(x) resulta da soma

continuas, entao é continua no dominio, ou seja, é continua

e de produtos de fungoes

o w37
m | = 22
272 C.A.
1 3 1 3

Como —~ < —= < —F, ou seja, ¢’ (E) <—--<d (W>, g (3) =2cost — % x senf =

2 2 2 2 2 2 =2x0-Ix1=0-2=-1
entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que 2 2 2
existe ¢ € |~ sm tal que ¢’ (¢) = 1 ou seja, que existe | ¢’ (3T) = 2cos x sen 3T =

272 2’ ’ 2 2

pelo menos um ponto pertencente ao grafico da fungao g tal
que a reta tangente ao grafico da funcao nesse ponto tem

declive —=
eclive —7

gmat.absolutamente.net

=2x0-3T x(-1)=0+3 =31

2

Exame — 2021, 1.* Fase


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

19. Determinando as abcissas dos pontos de interse¢ao temos:
kcosx

-

k k#£0

flx) =g(z) & ksen(2z) =kcosz & ksen(2z) =kcosz < 2senzcosz =

& 28enx cosT = cosT < 2senxcosx —cost =0 & cosz(2senx —1) =0 <
< cosz =0V 2senz—1=0 & cosz =0V senz = 5 <
& x:E—&—kﬂ' \/x:%+2k7r\/x=7r—%+2k, keZ

Atribuindo os valores —1 e 0 obtemos as trés solugoes da equagao que pertencem ao dominio das fungoes

NN

T
(23
:—z\/x:z\/xz
T 6

[<¥R]

Assim, podemos determinar as ordenadas dos pontos de intersecao:

o) =hex () =kx0=0 (a(-9))
75 ()

ey (%) = kcos (%) = ktimesT 5 6 2

¢ o(5) ks (5) om0 (< (30))

—
Como o tridngulo [ABC] é retangulo em B, temos que BA.B? =0

Calculando as coordenadas dos vetores indicados, temos:

.B71A_B<_w0)_<wm><_37T_W_W??><_4W_H><_%_M>

S U227\ 2 ) V6 67 2 )\ 6’ 2 ) \ 3 2
T T kV3 3 7w k3 21 k3 s k3

.B?:C_B:(Q’O)_<6’2>:<6_6’_2>:<6’_2>:<3’_2>

E assim, calculamos o valor de k:
- x| = =0 &

— 2 k3 T k3 2T
BA.BC = LR S I AR R _am, T
?0@’(3’ 2)(3’ 2) 0 -3 xg+ 2 2
2
272 kv/3 PN 27r2+k2><3_0®3k2_27r2© 5 212 x4
9 2 N 9 4 4 9 T 9x3
812 812 8
2—7 = _— = —_—
SR =g GV R gT

Exame — 2021, 1.2 Fase
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;- ~ 7T ~ . , ~ ..
20. Como o dominio da funcgao é }0,5 [, nao existem assintotas nao verticais.

~ ~ ~ . 7T .
E como a funcao resulta de operagoes com fungoes continuas em, as retas }0,5 {, as retas definida por

T . L. ; ‘
z=0ezx= 5 580 as lnicas retas que podem ser assintotas do gréfico de f

Assim temos que:

2x_1 e2><0_1

lim f(x)= lim = = — (Indeterminacao
1—)O+f< ) z—0t tgx tg 0 0 ( )
e —1 e —1 e —1 e —1
2 2 2 o
lim f(z)= lim —=L — = lim —2£_— = lim L = = L =
m—>0+f( ) 0+ 8% c—o+ ST w0+ ST . senz 1
27 cos T 2x cos T ST 2 cosx
2x
(fazendo y = 2z, temos que se z — 01, entdo y — 0T)
.oev—1
lim
y—0t Y
o Lim. Notavel . 1 _ 1 _ 1 =92
T~ .. senw . 1 B 1 B 1 -1
lim x lim 1 x —

z—0t T z—0t+ 2 cos T 2 x cos0 2x1 2

—_————

Lim. Notéavel
Pelo que a reta x = 0 nao é uma assintota vertical do grafico de f
Da mesma forma, temos que:

2x 2x L T
. .ooet—1 ez —1 e —1
lim f(zr) = lim = — = =0
T —=Z- tgw tg 5 +00

7r 7’ ~ 7’ z . 7’ . .
Pelo que a reta z = 5 também nao é uma assintota vertical do grafico de f e assim podemos concluir

que o grafico de f nao tem qualquer assintota.

Exame — 2020, Ep. especial
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21.

21.1. Como:

-1 (5)= 5 T -
6/ 4+3cos(2x§) Ad+3cos(§) 4ygn L 443
2

6) T T+ 3cos(2x ) A+ Bcos (BF) At dcos (B —2m)  A+cos (%)
_ 5 5 5 10
74+3cos(§)

= -
P

443
T9xg 2

™I
Calculando a taxa média de variagao da fungao h no intervalo [ ; 6} , temos:

Resposta: Opgao C

21.2. As abcissas dos pontos do gréfico da funcao h, pertencentes ao intervalo | — m,7[, cuja ordenada é 2
sao as solugoes da equagdo h(x) = 2 que pertencem ao intervalo.

Assim, resolvendo a equacdo, temos:

5

hz)=2 & ooy =2 5= 2(4+ 3cos(2 5= 8+ 6cos(2x) &
(z) 15 3005(20)  © 443 con(2e)£0 (44 3cos(22)) & + 6 cos(2z)

3 1
< 5—8=~6cos(2r) & 5= cos(2z) & cos(2x) = 5 @ cos(2z) = cos (77 — g) &

2 2 2
< cos(2x) = cos <;T> & 2 = §+2k7r V 2z = f§+2k‘7r,k€Z &

2m 2km 27 2km 0 7
S x= — Vzr=-— —k€eZ srx=—4+krnVor=——+knkel
TTox3 T VP T T3t S T
Como se pretende identificar as solugdes do intervalo | — m,7[, atribuindo valores inteiros a k para
identificar as solugoes no intervalo definido, temos:
27 s 47 47
) x v g Ve 3T 3 ( 3 ] 7r,71'[>
T 0
k=0 —>z=-Vor=——-
. T=gVa 3
T T 27 47
o x 3+7r 3 3+7r 3 (3 ¢] 7r,7r[>
Assim, existem quatro pontos no intervalo dado cuja ordenada 2, ou seja, os pontos cujas abcissas
sao:
2 T T 27
22, .0 g 22
37 373 3

Exame — 2020, Ep. especial
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22.
22.1. Temos que: (fog)(z) = f(9(x)) = f(cos(x)) = (cos(x))2 = cos® x

Como o declive da reta tangente num ponto é dado pelo valor da fungdo derivada nesse ponto,
determinamos a derivada da fungao f o g:

(fog)(x) = (cos’z)' = ((cosz)(cosz)) = (cos ) (cosz) + (cosz)(cosz)' = 2(cosz) (cosz) =
=2(—senx)(cosx) = —2senx cosx

0
E assim, o declive da reta tangente no ponto de abcissa 1 é:

(fog)’(%):—2sen (%)cos(%)=—2x§xg:—2x§:—%:_1

Resposta: Opgao B

22.2.
Como f(x) = g(x) & f(x) —g(x) = 0 e as fungdes f e g
sao ambas continuas em R, entao a fungao f — g também é

continua em R, e em particular é continua em |0,—|.

3 CA.
Como -1 < 0 < 0,6, ou  seja,
f0)—g(0)<O0< f (g) -9 (g), entdo, podemos con- f(0) =9(0) =0% —cos0=0—-1=—1

3

3

. . ™ 2
cluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € }0,7[ tal f (W) —yg (W) _ (g) Ccos X 0,6

que f(c) — g(c) = 0, ou seja, que a equagao f(z) —g(z) =0 3
e também a equacdo f(z) = g(z) tém, pelo menos, uma

solucao em }O%

Exame — 2020, 1.* Fase
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23. Para averiguar se a funcao h é continua em = = 1, temos que verificar se h(1) = lim h(z) = 1im+h(:1c)
r—1— rz—1
e h(l)=1+1xel"t=1+e=14+1=2
e lim h(z) = lim (14+ze” ') =14+1xe"t=1+e"=1+1=2
z—1- z—1t
ve—1 = V1-1 _1-1 0

lim h(z) = li = = = — (Ind inaga
* o (z) o514 sen (x—1) sen(1—1) sen0 0 (Indeterminagao)

(fazendo y =x — 1, temos t =y + 1 e se ¢ — 11, entdo y — 0T)

VyFT-1 (W FI-Dy+1+1)
y _ y=0t y(Wy+1+1) _

. seny
lim

Y y—0= Y

lim M lim _yt+l-1 lm —— 4 lim 1
y=0t y(Vy+1+1)  ysory(Vy+1+1)  y=ory(Vy+1+1)  yooryy+1+1 _

. VY +1-1 :
lim h(z) = lim —~——— = lim Son
z—1+ y—0+ seny y—0+t Yy

= ~ seny = _ seny = ~ seny =  seny
lim lim lim lim
y—0— Y y—=0— Y y—=0— Y y—0— Y
——
Lim. Notéavel
1
vo+14+1 1 1
1 1+1 2
Assim, temos que, como lim h(z) # lim h(x), a fungdo h néo é continua em x = 1

r—1— r—1+t

Exame — 2020, 1. Fase

24. Para averiguar se a fungdo g é continua em = = 0, temos que verificar se g(0) = lim g(z) = lim g(x)

r—0~ z—0t
* 9(0)=0
. xlir{)lﬁ_g(:];) = wli)lgl+ (.7;‘2 In a:) =0 X (—00) (Indeterminagio)
(fazendo y = 1, temos x = ! esez — 01, entdo y — +00)
T y
1\* 1 1 1
lim (2°lnz) = lim -] xIn-]= lm (= x(Inl-Iny))= lim _ B9 -
x—0t y——+00 Yy Yy Yy——+00 y2 y—r—+o00 y2
| 1 1 1
— — lim <n§/> — — lim (ny > = lim Y x lim -=-0x — =0x0T=0
Yy—r—+o0 y Yy—+00 Y Yy y—+oo Yy y—+ooy
Lim. Notavel
. . senx sen 0 0
e lim g(z)= lim (1+ =14+ —— =1+ — (Indeterminagao)
z—0— r—0~ 1—e” 1—¢0 0
sen T sen T sen T
li = 1i 1 = lim 1 li =1 lim — =
o) = i (1 U0 ) = 1t S <1 i S
. senzx
lim
senzx . senw zo0— T
lim - - 1
:1+ hm%:l—i— x—0 X :1+ le.NotZavel :1+7:1_1:0
rx—0— et —1 . < em—1> . e’ —1 —1
- lim | — — lim
X r—0— x r—0— X

Lim. Notavel
Como ¢(0) = lim g(z) = lim g(x), a fungéo g é continua em z =0
z—0t z—0~
Exame — 2020, 1.2 Fase
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25.
25.1. Como sen (m — x) = senzx e cos(m — x) = — cos z, calculando o valor do limite, temos:
sen (m — x) sen
- - 92— cosx ot 0
lim f(r—2) = limw = liIr12ﬂ = lim ——% - = — (Indet.)
a=0 T 0 x =0 1 z—0x(2 —cosz) 0(2—cos0) O
. sen . senx 1 . senz 1
= lim ——— = lim X = lim xlim —— =
s—0x(2 —cosz) =0 x 2 —cosx z—=0 z—02 —cosz
Lim. Notavel
1 1 1
=1x =1x =1lx-=1
2 —cos0 2-1 1

@mat.absolutamente.net
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25.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao f, no intervalo ]0,r[:

senz |\’ _ (sen z) (24 cosz) —senz (2 + cos )
24 cosx)

(2 + cosx)?

= (

_ cosz(2+4cosx) —senx ((2) + (cosx)’)  2cosx + cos®’x —senx (0 — senx)

(2 + cosz)? B (2 + cosx)?
- 2cosx + cos? x + sen®x _ 2cosz+1
(2 + cosx)? (24 cos )2

Calculando os zeros da derivada, no dominio da funcao (]0,7[), vem:

2cosx +1

FE) =0 G ey

=0 & 2cosz+1=0A (2+cosz)?#0 <
—_— ——

condi¢do universal

1 T 2w
& 2cosr = —1 & cosxz—i & CcosT = cos (W—g) & cosT = cos 3 &

2 2
x=§+2kwvx=—§+2kw,kez

Como se pretende identificar os valores de x €]0,7[, atribuindo valores inteiros a k para identificar as
solugoes no intervalo definido, temos:
2w 2 2w
k=0 —>or=—Vzr=—— —— &|0
. o= ve= -2 (-2 goa)
2m 2r  6m 4w <27r

2T 47
ok - r=F+2mVa g o s t3 =3 7+ T 0,7 e 3 ¢]077T[)

Assim, temos que f/(z) tem um zero em |0,7] e estudando a variagao do sinal da derivada e relacio-
nando com a monotonia da fungao, vem:

Célculos auxiliares:

f,(z)i 2cos7+1  2x0+1

2

x 0 2 - 12 C (2+cosz)? (2402
=->0
2cosz+1 | nd. + 0 _ n.d. 4
57

(2 +cosz)® | n.d. + + + nd. | g (fir) _ Zeos§Hl

/ 6 (2+cos 21)

: - - : - — ,QX(_§>“7—¢§+1<0

f nd. | —7 | Mix| ~—y |nd | = 2+ Ly (44+74\/§)2

Assim, podemos concluir que a fun¢do f, no intervalo |0,7(:

e ¢ crescente no intervalo }0,%”];

e ¢ decrescente no intervalo [%ﬂ,w[;

2?”, cujo valor é:

2r V33
2 __ 2
3

2

f<2ﬂ_): Sen? _ _
2 1
3 2+COS§ 2— =

e tem um maximo relativo para r =

_ W3

6

|3

Exame — 2019, Ep. especial
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26.
26.1. Para estudar o sentido das concavidades do grafico e a existéncia de pontos de inflexao, vamos
. .

determinar a expressao da segunda derivada, pelo que comecamos por determinar g

g (z) = (i cos(2z) — cos x> = <411 cos(2x)>l — (cosz)' =

1
x (—2) x sen (2z) + senx = —g sen (2z) + senx

1 (cos(2x)) — (—senz) =

| =

1
=1 (—(2x)"sen (21)) + senx =
Assim, determinando ¢”, temos que:

1 /
——(sen(2x)) +cosx =

(—; sen (2x) + senx)/ = (—; Sen(2x)>/+ (senz) =

1
((22)" cos(2x)) + cosx = —g X 2 x cos(2x) 4 cosx = — cos(2x) + cosx

Como os pontos de inflexao sao zeros da segunda derivada, vamos determiné-los

g"(z) =0 & —cos(2z) +cosx =0 & cosz = cos(2z) & v =2x+2knr Vo= —2x+2km ke &

S x—2r=2krVax+2x=2kn,k€l & —x=2kr V3x=2kr, k€l &

2
@m:—Qkﬂ'\/x:%,kEZ

m . P
Para k =1, vem 2 = =27 V 2 = —, e como z € ]0,x[, podemos verificar que a tnica solugao da
21

equacao é xr = —
Assim, estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem

Calculos auxiliares:
w7\ _ m m
2 9'(5) = meos (25 5) weos(5) =
x 0 5 s =—cosm+0=—(-1)+0=1>0
g"(x) | n.d. + 0 - n.d. {3 3 3
g\ )= —cos QXI + cos )T
o) = —cos 3m —Q——O—Q——Q<O
B 2 2 2 2
Logo, podemos concluir que o gréafico de g:
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%’Tm[
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]O, 3 ]
e tem um ponto de inflexdo de abcissa 2; e cuja ordenada é:
27 1 9 % 27 2r 1 4 ( 7'(') 1 ( 7r> n 1
— | = = cos — | —cos—=-cos| — | —(—cos=)=-(—cos— ==
I3 )1 3 3 4 3 3) 1 3/ 72
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7r
26.2. Simplificando a expressao da func¢ao f, como cos(—a) = cos o, cos(m — @) = — cos « e cos (f - a) =
sen a, temos:

flx)=g(-x)+g (g - :c) = 3008(2(71‘)) —cos(—x) + icos (2 (g - :c)) — oS (g - x) =

1 1 1 1
=1 cos(—2z) —cos(—x) + 708 (m — 2x) —cos (g - m) =1 cos(2z) —cosx + 1 (—cos(2z))— senx =

1
=1 cos(2x) — cosx — 7508 (22) — senx = —COST — SENT = —SeN T — COST
Resposta: Opgao B
Exame — 2019, 2.2 Fase

27. Para mostrar que a fungdo f é continua em z = 0, temos que verificar que f(0) = lim f(z) = lim f(x):
r—0~

z—0t
. F(0)=0
x ot 0t ot
1' = 1' = = = = 0
* zgg+f(x) a0+ <33 — lnx> 0f —In0t 0t —(—0) +4o0
1 — cos 1 —cos(0~ 0
e lim f(z)= lim ( CObx) = cos(07) = — (Indeterminagao)
z—0- =0~ T 0~ 0
. 1—cosz . 1—cosx 1+4cosx . 12 — cos?z . sen 2z
lim —— = lim X = lim ——= lim —— =
z—0- T 0~ x 1+ cosz z—0-x(l +cosz) 2—0-x(1l+ cosx)
+ 0
_ g (Sem@xosenx \ . osenz . o senz sen 0 . C1x0=0
z—0- \ = X (1 + cosx) t—0- &  z—0-1-4cosz 1+ cosOF 1+1
—_———

Lim. Notavel

Assim, temos que, como lim f(z) = lim f(z) = f(0), a fungdo f é continua em = =0
z—0~ z—0t

Exame — 2019, 1.* Fase

28. Para mostrar que a fungdo h é continua em x = 0, temos que verificar que h(0) = lim h(z) = lim h(x):

z—0~ z—0t
0
e 1
h(0) = — =1
*hMO=577 77
e el 1
)= i (55) =57
sen’z sen?(0) 0
lim A(z) = 1 = = — (Indeterminaga
® oo () R <Sen (xz)) sen(02) 0 (Indeterminagio)
. sen’x ) senx x senx x> . senr  senzx x2
lim { —— | = lm ( —————x—5 | = lim X X > ) =
z—0- \ sen (22) =0~ sen (z2) x x>0~ \ T x sen (z2)
2 2 2
= tim (F2E) o aim () xim () =k lim () = i () =
z—0- \ z—0- \ z—0- \ sen (x2) z—0- \ sen (x2) a—0— \ sen (z2)
Lim. Notéavel Lim. Notével
(fazendo y = x2, temos que se x — 07, entdo y — 01)
lim 1
= lim y = lim 1 = e =_- =1
y—0— \ seny yoo— | SBY . <seny) 1
lim
Yy y—0~ Y

Lim. Notédvel

Assim, temos que, como lim h(z) = lim h(xz) = h(0), a fungéo h é continua em x =0
z—0~ z—0t
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29. Como o declive da reta tangente ao grafico de g em cada ponto é dado pela fungao derivada, comegamos
por determinar a expressao de ¢’:

g (z) = (QSenx—I— sen233)l = (ZSenx)/ + (senzx)/ =2cosx + (sena: X senx)/ =

!/ !
=2cosz + (senz) x senz + senz X (senz) =2cosz 4 cosT X senx + senx X CoST =
=2cosx +2 X senx X cosx = 2cosx + sen (2x)

Como o maximo de uma fungao corresponde a um zero da funcao derivada, vamos determinar a expressao
da funcao derivada da funcao ¢’, ou seja g”, para determinar o declive maximo:

g"(z) = (¢'(x)) = (2cosz + sen (2z)) = (2cosx) + (sen (2z))' = 2 x (—senz) + (2z)’ x cos(2z) =
= —2senz + 2 cos(2z)

Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungao ([0,7]), vem:

—2senx + 2cos(2z) =0 < 2cos(2z) = 2senz < cos(2z) = senx &

sen m:cos(g—x)
™ 7T 7r
= cos(2x)=cos<§—x) & 2r = §—x+2k77 \Y 21':—(5—1‘) +2km kel &

& 2x+x:g+2kﬂ' v 2x:—g+z+2kﬂ,k€Z o 3x:g+2kw v 2x—x:—g—|—2k7r,k6Z &

T 2km T
==+ — Vao=—+4+2kn, ke’
ST 6+ 3 x 2+ T, K €

Como se pretende identificar os valores de x € [0,7], atribuindo valores inteiros a k para identificar as
solugoes no intervalo definido, temos:

T T
Ok—0—>x—g\/x——§ (—§¢[O,7r])

T 2w 9w 4w 5w T T 4w 3w 3
‘k—“*“w+36+6—6V““2“““a+2—2<2ﬂ”0

T 4w T 87 97 3 s 3 s
Ok—?*}I—g‘i’g*g‘i’gf?f?\/l’—*gﬁ’llﬂ' (2¢[0,7r] e 47r2¢[0,7r]>

T 5T
Assim, as solugoes da equagéo g”(z) = 0, que pertencem ao dominio da fungao, sdo 5 e 5 pelo que

Estudando a variagao do sinal da derivada de ¢/, e relacionando com a monotonia do declive, vem:

5w
6

O (o™

g’ + + - 0 + +
g min — Maéx — min — Max

Assim temos que os valores méximos do declive sao:

3
og’(%>:2cos%—|—sen (QXE)=2X£+SGD 3

6 2
o g'(m) =2cosm+ sen (2m) =2 x (-1)+0= -2

m ™
Como ¢’ (6) > g(m) entao ¢ (8) é 0 méximo absoluto e o valor méximo do declive das retas tangentes
ao grafigo de g, ou seja, o declive da reta r é:

ﬂ):%

mT:g/(E 2

Exame — 2018, 2.2 Fase
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30.1. Resolvendo a equagao g(z) = 0 vem:
e considerando z < 0

e — 1

g(z) =0 < =02 2 -1=0N424£0 =1 AN2#0 &

S2r=InlANz#0 2r=0AN2#0 & 2=0AN2#0
—_————
Cond. Imp.

Ou seja, se ¢ < 0 entdo g(x) = 0 é uma equagao impossivel (nao tem solugdes).

e considerando 0 <z <7

1
= —_— = 1= 2— 2
g(z) 0<:>2—sen(2x) 0<:>C dIO A sen (2z) # 0
ond. Imp.

Logo, se 0 < x < 7 entdo g(z) = 0 também é uma equagdo impossivel (ndo tem solugoes).

Assim podemos concluir que a fungao g nao tem zeros.

Resposta: Opgao A

30.2. Para averiguar se a funcdo g é continua em z = 0, temos que verificar se g(0) = lim g(z) = lim g(z)

z—0~ z—0t
1 1 11
0: = = = —
* 90 = s E %0 T 2 sen0 2-0 2
. lim (o) = I 1 B 1 111
oo T A\ 2" sen(22) ) T 2—sen(2x0)  2—sen0 2-0 2

e lim g(z) = lim
r—0~ r—0~

e -1\ e20-1 -1 1-1 0 Ideterminaca
iz = Tix0 - o0 " 0 "o (Indeterminacao)

(fazendo y = 2z, temos que 4z =2y ese x — 07, entdo y — 07)

. eV —1 . 1 e¥—-1 1 Cooev—1 1 1

= lim = lim [ =X = lim - x lim =-x1==

y—0— 2y y—0— \ 2 Y y—=0—-2  y—0—- Yy 2 2
S —

Lim. Notével

Como ¢(0) = lim g(z) = lim g(z), entdo a funcdo g é continua em x =0
z—0+ z—0~

@mat.absolu‘camen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

30.3. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao g,

1

no intervalo ]0,7]:

(1)" x (2 — sen (2z)) — 1 x (2 — sen (2x))’

/= ( <2x>)/

2 — sen

(2 — sen (22))°

0 x (2 — sen (2x)) — ((2)' — (sen (22))") _0- (0 — (2x) cos(2x)) _

(2 — sen (2z))°

— (—2cos(22) 2 cos(2x)

(2 — sen (2z))°

)
(2 — sen (23@))2

Calculando os zeros da derivada, para z €]0,7], vem:

(2 — sen (2z)

2 cos(2x)

@ senam)f 0 & 220 =04 2 sen (20))

)2

#0 & cos(22) =0 &

Condigao univer

& 21‘=I—|—k‘ﬂ',k€Z & xzz
2 4
Assim, temos que:

™ mw 7w 27 s s
e park=—1, w=7-5=7-"T=—7 (-7 #0r)
T T T
e para k=0, z—Z—O—Z (ZE]O,WD
T mw @w 2 37 3
eparak =1 w=g+5=3+ =7 <4 M)
™ 2r 7w 4w 57w 5T
oparak—Q, $—Z+?—Z+Z—Z <4¢}07ﬂ'}>

Assim, temos que ¢'(x) tem dois zeros em ]0,7] e estudando a
relacionando com a monotonia da fungao, vem:

sal

km
—.kcZ
+2,€

variagao do sinal da derivada e

s 3
x 0 1 e s
2 cos(2x) n.d. + 0 - 0 + +
(2 — sen (22))* | n.d. + + + + + +
g n.d. + 0 — 0 + +
g nd. | — | Méx| T~ |min| — | Mix
Assim, podemos concluir que a fungdo g, no intervalo ]0,7]:
e ¢ crescente no intervalo }0,%} e no intervalo [%‘,ﬂ];
e ¢ decrescente no intervalo [%,%’r];
e tem um minimo relativo para z = %", cujo valor é:
(37T> 1 1 1 1 1
g R = = = = =
4 3 om 2—(—-1
2—sen<2x2> Qfsenz 2 — — =1 3

. - . ™ . ~ .
e tem dois maximos relativos, para r = 1 e para x = 7, cujos valores sao respetivamente:

(77) 1 1 1 1 1 1
g — — = = = = - =
4 _ ( ) 2m Csen® 2-1 1
2 2 Ceen2® 2
sen (2% 7 ) en = sen o

- 1 1 11

™) = = = - —

g 2—sen (2xm) 2-sen(2m) 2-0 2

gmat.absolutamente.net
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31. Sendo Dy =|0,7[, e a fungao f é continua (porque é o quociente de fun¢des continuas), entdo como 1 € Dy
T , . .
e 5 € D¢, logor=1lex= 5 nao sao assintotas verticais do grafico de f

Averiguando se x = 0 e x = 7w sdo assintotas verticais do gréfico de f, temos:

" 1 lim 1
. . . —0t+
° hmfx:hm( ):hm == =-=1
20+ @) a—0t \senz/ gm0t SN lim 2% 1
x z—0t T

—_———

Lim. Notéavel
Logo, a reta definida pela equagao z = 0 nao é uma assintota vertical do grafico de f

T s s
li li
* x_lglﬁf(x) e (senm)

T—T

= —_— = +OO
senwt— 0t

Logo, a reta definida pela equagao x = w é uma assintota vertical do gréafico de f
Resposta: Opgao B

Exame — 2018, 1* Fase
32.

32.1. Para averiguar se a fungdo f é continua a esquerda no ponto de abcissa 1, temos que verificar se
f)

lim f(x) e para averiguar se a funcdo é continua a direita no mesmo ponto , temos que
r—1—
verificar se f(1) = lim f(x)
—1

o f(1)=2
2 — 2 20°)—2 22
I _ _ _ =9 1 N
* xiglff(x) o5 1- sen (x—1) sen(l-—1) sen0 0 (Indeterminagio)
, 22 2@ 1) , 2 lim 2
lim f(z) = lim —— im = lim =
T—1- a—i-sen(x —1) a—i-sen(x —1) a—1-sen(zx —1) i SO0 (z—1)
rz—1 z—1— x—1
(fazendoy =z —1,se x — 17, entdoy - 07)
2 2
Z_9
i Y T 1
y—=0m Y
Lim. Notavel
e lim f(z) = lim (e ™ +In(z—1)) = e 20+ L In((1%) — 1) = €2 +In(07) = €2 + (—o0)
z—1+ z—1+
—00

A afirmacao é verdadeira porque como lim f(z) = f(1), a fungdo é continua & esquerda do ponto
r—1—

de abcissa 1, e como f(1) # 1im+ f(z) a fungdo nao é continua & direita do mesmo ponto.
r—1

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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32.2. Para calcular o declive da reta tangente, comegamos por determinar a expressao da derivada da
funcao, para z < 1:

b 22—2 \" (22 —2)sen(z —1) — (2z — 2)(sen (z — 1))’
fi) = (sen (x — 1)) B (sen (z —1))2

_ 2sen (z —1) — (22 —2)(x — 1) cos(z — 1) _ 2sen(xz — 1) — (22 — 2) cos (z — 1)

sen? (z — 1) sen? (z — 1)

Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa 1 — 7 é:

m:f’(l—f) _ 2sen(1-2—-1)—(2(1—%) —2)cos (1— 3 —1) _
2 sen? (lfgfl)
_ 2sen(—7)—(2— 2% —2)cos (—3) _2(-1) - (—Z) %0 _—2-0 9
B sen? (—7) B (—1)2 1
Logo a equacao da reta tangente é da forma y = —2x + b
2(1-Z2) -2 2-1-2 _
Como f (1 — g) = sen((l _2722 ) = wn ZT_%) = _—7{ = 7, sabemos que o ponto P (1 — %,7‘(‘)

pertence ao grafico da funcao e também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equacao da reta, podemos calcular o

valor de b: -
7r:—2(1—§>+b<:)7r:—2+77+b<:)7r—7r+2:b<:) 2—b

Assim, a equacao da reta tangente é:
y=—2x+2

Exame — 2017, Ep. especial

@mat.absolu‘camen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

27/96

33. Como se trata de um circulo trigonométrico, o ponto A tem coordenadas (cos(Za), sen (Za)), porque o
segmento [OA], define com o semieixo positivo Ox um angulo de a + o = 2«

Considerando o ponto P como o ponto da reta C'D com ordenada
igual & do ponto A, temos que: y

e a base do triangulo é: AB = — cos(2a)
e a altura do tridngulo é: PC = CD — PD = tga — sen (2a)

Assim, calculando a édrea do triangulo vem:

altura

AB x PC  —cos(2a) x (tga — sen (2a))
AlaBc) = 5 = 5 = : Al

sen «

—cos(2ar) X (

—QSenacosa) : .

A 4

cos
2

COos «x COos «x

2

sena  2sen acos? o
—cos(2ar) X -

sen o (1 — 2cos? a)
cos o - cos(2a) X tga (1 — 2 cos? a)

2 2

—cos(2a) X <

cos(2a) x tga(— (1 —2cos’a)) ~ cos(2a) X tga (2cos?a — 1)

2 2
cos(2a) x tgar (2cos? a — (sen?a +cos?a))  cos(2a) X tga (cos® a — sen?a)
2 B 2
cos(2a) x tga( cos(2a)) _ tgacos®(2a)
2 - 2

Exame — 2017, Ep. especial
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34. No instante inicial as hastes estao na vertical e a distancia _
ao chao é de 4 dm, e, no mesmo instante a distancia ao
muro é dada por:

d(0) =30+ 0 x senm x 0) = 30 4+ 0 = 30 dm

Passados treze segundos e meio a distancia ao chdo é de I %
4,2 dm e a distancia ao muro é dada por: g
d(13,5) = 30 + 122713 sen (7 x 13,5) = \ 27,32
0
=30 + 12" sen (7 x 13,5) ~ 27,32 dm h - 2 30
Assim, podemos considerar um triangulo retangulo, cuja hipotenusa tem o 4
comprimento da haste (h), o cateto maior mede h +4 —42 =h—-02e o0
cateto menor mede d(0) — d(13,5) ~ 30 — 27,32 =~ 2,68
E assim, recorrendo ao teorema de Pitdgoras, um valor aproximado h 0,2
do comprimento da haste é dado por:
h% = (h —0,2)% + 2,682 < h?>=h%—0,4h +0,2% +2,68%> <
0,22 +268 g i
& 0,4h =022 +2,68% & h= Y 4268 42
’ i} ! i}
0,22 + 2,682 ) . . ,
Como —————— =~ 18, o valor do comprimento da haste, arredondado as unidades, é 18 dm

0,4

Exame — 2017, 2.2 Fase

35. Calculando o desenvolvimento do quadrado da soma, temos:

2 2
(Qmsenonr cosa) = (2zsena)? + 2(2z sen a) (cosa> + (COSQ> =
x - -

2 2

4rsenacosa  COS® 9 9 Ccos” «
+ 5 = 4x”sen” o + 4 sen o cos o + 5
T

=4a?sen®a +
T T

Assim, nos trés termos do desenvolvimento o termo independente é 4 sen a cos «, pelo que, como sabemos
que o termo independente é igual a 1, calculando os valores de « pertencentes ao intervalo |r,27[, vem:

1
4senacosa =1 < 2 x2senacosa=1 < 2 xsen(2a) =1 < sen (2a) = 3@ sen (2a) = sen% =

@2042%—!—214:71’\/204:77—%—&—21@77,14:6%(:)

= 7f7+k7 *i———+kﬂk€Z
@ 12 Vo 2 12 ’

Como se pretende identificar os valores de a €]w, 27|, atribuindo valores inteiros a k para identificar as
solugdes no intervalo definido, temos:

) 5
ek=0 s a="va=r_T_°7 (”szw[ e X ]7r,27r[)

29T 2 1212 \12 12
1 T + 137 v s s n 17w
[ ] = = — = — = —- — — = —
TR TR YT T T T T
T 25T s T 291 25T 291
k=2 3 a=—+2T="Va==——+21=-0 (2= ¢r2 T A2
* CERtT T VeT s T T ( o Em2nl e 75 ”[)
13 17
Assim, os valores de a nas condigdes do enunciado sao 1—; e 1—;

Exame — 2017, 2. Fase
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36. Identificando no circulo trigonométrico os valores da tangente do intervalo [—1, 4+ o], e as amplitudes dos
arcos correspondentes, (como na figura seguinte, & esquerda) temos, de entre os conjuntos apresentados,
3r 3w [

0 Unico conjunto de valores cuja tangente pertence ao intervalo é } V)

Na figura anterior, a direita podemos ver uma representacao gréfica da funcéo tg(x) com a restricao ao

L. |37 37 . . . , e
dominio V) assinalada, para verificar que o respetivo contradominio é [—1, + oo]

Resposta: Opgao B

Exame — 2017, 1.2 Fase
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37.
37.1. Para averiguar se a fungao g é continua em x = 1, temos que verificar se g(1) = lim g(z) = hm+ g(z)
Tz—1- z—1
e g(1) =
i gy Lo 1-(7)2 1-1 0 o
. Iinllig(l’) = ziﬂfﬁ el J_ellm 1_e0 6 (Indeterminagao)

@-DE+1) <w—11x(m+1)> B

1—a2 —(2%2 —1)
er—1 _

lim —— = lim ———
z—1—-1— em—l r—1— —(61_1 — 1) z—1— 61_1 -1 r—1—

(fazendo y = z — 1 temos que se £ — 1~ , entdo y — 07)

. . . 1 _ 1 1
:ﬂgﬁ—lxg?@+n_£$fﬂ;lxu_H%_.(ﬂ%ﬁX2_1XLJ
E— lim
Yy y—0— Y
—_—

Lim. Notédvel

. -1 sen (1 —1 0
(3 + ben(x)) 3+ M =3—- 0 (Indeterminagéo)

; .
o lim g(z) = lim -z 1-1
-1 —1 —1
fim (34 5R@ DY _ e S g sen(@—1)
r—1t 1—=x r—1t r—1+ —($ - 1) r—1+ x—1

(fazendo y = x — 1, temos que se x — 1~ , entao y — 07)

Lim. Notével

Como ¢g(1) = lim g(z) = lim g(z), entdo a funcdo g é continua em x =1
z—1- z—1t

37.2. Resolvendo a equagao ¢g(z) = 3, no intervalo [4,5], ou seja, para x > 1, vem:

-1
20D 53 6 senfe—1)=0x (1) & senfa—1)=0 &

sen (z — 1) _3
B 1—x o1

3
+ 1—2x

< sen(r—1)=sen0 & z—1=0+km,k€Z & x=1+kn,ke€Z
Assim, como 7 ¢ [4,5]; 14+ € [4,5] e 1+ 27 ¢ [4,5] a dnica solucdo da equagio g(x) = 3, no intervalo

[45] é 1+
Exame — 2017, 1.* Fase
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38. Como a fungao f é continua em R, em particular é continua em = = —1, pelo que:

F(=1) = lim f(z)

rz——1
Assim, temos que:
o f(-1)=k+2

3243 3(=1) +3 0
o Jim f(@) = mlinllsenzéc iz E Sen4:((—(1) iz - Seno( - g (ndeterminacio)

(fazendo y =z + 1, se ¢ — —1, entdo y — 0, e 3y — 0)

C gy SRBEAD) L sen(y) (1  sen (31/)) i (i y Sen3(3y)> _
v

z—-1  4(x+1) y—0 4y y—0 y y—0
= lim - x hmm—§x1:§
y~>04 3y—0 3y 4 4
Lim. Notavel

Como a funcao é continua em x = —1, podemos determinar o valor de k:
3 3 3 8 5
-1)=1 k+2=- k=--2 k=-—- k=—-
fE) = im flo) & kt2=7 o k=3-2ek=7-7® 1

Resposta: Opgao B

Exame — 2016, Ep. especial
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39. Para estudar o sentido das concavidades do grafico e a existéncia de pontos de inflexao no intervalo

3 . ~ . : /
—7,0 , vamos determinar a expressao da segunda derivada, pelo que comegamos por determinar f’ em

54

1 AT 1 1 1
f(z) = (43:2 + cosx) = (4332) + (cosz) = Z(xQ)’ + (—senz) = 1% 2r —senx = 5% —senz

3T
Assim, determinando f” em ] —7,0 {, temos que:

1 Loy 1
() = (f'(z) = (2:15 - senm) = (Qx) — (senz) = 5 —cosz
Como os pontos de inflexdo sao zeros da segunda derivada, vamos determina-los:

1 1
f'(z)=0 & §—cosx:O © cosr=g & cosx:cosg & x:%+2k7r\/x:—g+2k7r,kez

T 37 . .. ~
Para k£ = 0, vem = = Vo= -3 e como T € ]—Q,O {, podemos verificar que a tnica solugao da

s
3
equacao é x = ——

Assim, estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem:

_ 3
2

" n.d. + 0 — n.d.
f n.d. N—" | Pt. L 77N | nd.

xT

coln
(e

Logo, podemos concluir que o grafico de f:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [—%,O[

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]737’7, - %]
us

e tem um ponto de inflexao cuja abcissa é —%

Exame — 2016, Ep. especial
40. Observando que os dngulos AOP e RQO tém a mesma amplitude (porque sao dngulos de lados paralelos),
relativamente ao tridngulo [PQR], vem que:

e QR =cosa

e OR=sena

e a altura do triangulo, relativa ao lado [QR] é

h=2x OR =2senc«

Desta forma, a area do triangulo é:

QR xh cosax2sena  2senacosa  sen(20)

2 2 - 2 D)

Alpqr) =

Resposta: Opgao D

Exame — 2016, 2.2 Fase
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41. Comecamos por determinar a expressao da derivada da fungao f, para x € ] —

B (2—|— senx)' B

e
Calculando os zeros da derivada, para = € } —5,0 [, vem:

™ ™
Parak:O,vemx:—g VIr=7m+—,ecomozxE

equacao é x = ~%
(1) Como cosz > 0,Vz e]—g,o {, entdo cos? x # 0,Vx € ]—g,o[

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

m
=0
27

(24 senz) cosz — (2+ senz)(cosx)

COoS T

(cosx)?

~ (04cosz)cosz — (2+ senz)(—senx)  cos’z + 2senz 4 sen’x

cos? x

sen?z + cos?z + 2senz

cos? x
1+2senx

6

T T
& senx:sen(—g) <:>$=—g—|—2k‘71'\/$=71'—<

cos? x

1
=0 1+2senz=0 A cos’z#0 < 2senz = —1 & senz = —— &
—— 2

6)+2k7r,keZ

T ~
}—5,0[ podemos verificar que a unica solugao da

x -3 -3 0
14+ 2senx +
cos?x + +
I n.d. 0 + n.d.
f n.d. min — n.d.

Assim, podemos concluir que a funcao f:

e ¢ decrescente no intervalo | -7, — Z;

e ¢ crescente no intervalo [—%,O[

e tem um minimo relativo para x = —

42. Identificando as medidas relevantes para o calculo da area do trapézio, temos que:

B}

e a base menor é a ordenada o ponto P, ou seja, OP =1

e como R ¢ um ponto do quarto quadrante, entao temos que cosa > 0, pelo que a altura do trapézio
[OPQR] é: PQ = cosa
e como R é um ponto do quarto quadrante, entao temos que sen a < 0, pelo que a base maior do
trapézio [OPQR] é: QR =1+ (—sen @) =1 —sen «

Desta forma, a area do trapézio é:

Resposta: Opgao D

©

OP+ QR
AjoprgRr) = —

x PQ =

1+1—sena«

2cosa — sen . cos
2

mat.absolutamente.net
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X CoOs =

Sen & cos &«

2

2 —sen «
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43. Comecamos por determinar a expressao da derivada da fungao h, para calcular os extremos da funcao:

!

h'(t) = <20 + % cos(2mt) + tsen (27rt)>/ = (20)" + <21ﬂ_ cos(27rt)> + (tsen (27rt))/ =

=0+ %(COS(Qﬂt))/ + () sen (2mt) + t(sen (27t)) =

= %(—(27715)') sen (27t) + 1 x sen (27t) + t(27t) cos(27t) =

= %(—2@ sen (27t) + sen (27t) 4 t(27) cos(2nt) =

= —sen (27t) + sen (27t) + t(27) cos(27t) =
= 27t cos(27t)

Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungéo ([0,1]), vem:
2ntcos(2mt) =0 < 27t =0 V cos(2mt) =0 < t =0 V cos(2nt) = cosg &

k
T T rez o

™

1 k
t= t=-+—-,keZ
& 0V 4+27 S

Atribuindo valores a k, calculamos os valores de ¢ compativeis com o dominio da funcao:
e Se k=0, entao t =

e Sek=1,entaot = - +

_|_

N N
N |
N
NI

S

13
Pelo que o conjunto dos zeros da fungao é {0,4,4}, e assim estudando a variagao do sinal da derivada e

relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

t 0
h 0 + 4 +
h | min| — |Mix| ™~~~ |min| — | Mix

[« B NS
O [lw
—

Assim, calculando o valor dos minimos relativos e maximos relativos, temos que:

1 1 1
o h(0)220+%COS(27T><0)+0X sen(27r><0):20—1—%005(0)—1—0:204—%

1 1 1 1 1
° h<4) :20+27Tcos(27r>< (4))+4>< sen <27r>< (4)) =
1

1 T T 1 1 1
=20+ o—cos (3 )+ gsen (5) =204+ o x 0+ 5 x1=20+ 5
3 1 3 3 3
L] h<4> —20+%COS (271')( <4>> +Z X sen <27T>< <4)> =
1 3 3 3 1 3 3
_20+27TCOS 2>+4Sen <2>_20+27T><0+4X(_1)_20_4

1 1 1
. h(l):20+%cos(27r><1)+1>< sen(27r><1):20+§><1+0=20+%

@ma‘c.absolummen‘ce.net
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44.

Como h <i> < h(0), temos que o minimo absoluto é m = h <i) =20 - Z = g
1 o ) 1 1 81
Como h (4> > h(1), temos que o méximo absoluto é M = h (4) =20+ 1= 71

E assim, o valor da amplitude de oscilacao é:

81 77 4
"TU T4 T

Exame — 2016, 1.* Fase

2w
como a reta r é tangente ao grafico da fungao f no ponto de abcissa —, o declive da reta r é o valor da

2 2
funcao derivada no ponto de abcissa ?ﬂ- (mT =f (;))

Assim, temos , ,
f'(z) = (asenz) = (a)'(senz) + a(senz) =0+ acosz = acosw

my = (23) ~ acos (23) —a(~eos (%)) =a (_;) e

Como o declive de uma reta é a tangente da inclinacdo, temos também que

VA

= tg— = —
my g6 3

pelo que

E assim, igualando as duas expressoes para o declive da reta r, podemos calcular o valor de a:

« V3 23

—-=— S a=

2 3 3

Exame — 2015, Ep. especial

45. Determinando a expressao da primeira derivada, f/, vem:

/

f(z)= (f(x))/ =3 senz(m))l = (3sen () sen (x))/ = 3(sen (z) sen (z)) =

= 3((sen (x))/sen (z) + sen (z)(sen (aj))l) =3 x 2(sen (m))/sen (z) = 3 x 2(cos(z) sen (z)) =

= 3 x 2sen (z) cos(x) = 3sen (2x)
—_———
sen (2x)

Determinando a expressio da segunda derivada, f”, temos que:
' (x) = (f'(a:))/ = (3sen (233))/ = 3((2z)" cos(2z)) = 3(2cos(2z)) = 6 cos(2x)
Resposta: Opgao C

Exame — 2015, 2.* Fase
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46.

46.1.

46.2.

Como no instante em que se iniciou a contagem do tempo, o ponto P coincidia com o ponto A, a
distancia inicial (¢ = 0), em metros, do ponto A ao ponto O é dada por d(0)

Assim, os instantes em que o ponto P passou pelo ponto A, nos primeiros trés segundos do mo-
vimento, sdo as solugoes da equagao d(t) = d(0), com t €]0,3]
0

d(t) =d(0) & 1+%sen (wt—i—%) :1+%sen (7r><0—|—%) & %sen (ﬂ't—l—%) :%sen (5) &

& sen (7rt—|—%>: sen (%) & 7rt+%:%+2k7r \Y 7rt+%:7r—%+2k7r,k€Z &

S at=2kr Vrat=m—2X %+2k7r7kEZ &S t=2kV 7rt=7r—§+2k‘7r,k€Z &
& t=2kV wtz%ﬂJernr,k:eZ S t=2kV t=§+2k,kez
Como t €]0,3], atribuindo valores inteiros a k para identificar as solugdes no intervalo definido, temos
« k=0 — t:0\/t:§ (0 ¢)0,3))

2
e k=1 —>t:2\/t:§+2<:>t:2\/t:

(4¢103] A £103)

Assim temos, durante os primeiros trés segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto A por

| el o

2
e k=2 — t:4\/t:§+4 S t=4Vi=
N . 8
trés vezes, nos instantes t; = § S,to =2s ety = § S.

Como a funcdo d resulta de operacdes su- | C.A.
cessivas de fungdes continuas em [0, 4+ oof, é

uma fungao continua, e, por isso, também é | d(3) =1+ lsen (371- + z) =1+ lsen (77 + f) =

continua em [3,4]. 2 ?r 2 1 6
=14 =-x <fsen (7>> =14 =-x <) =

Como 0,75 < 1,1 < 125, ou seja, % 3 6 2

d(3) < 1,1 < d(4), entdo, podemos con- =1- i-1- 0,75

cluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe
to €]3,4] tal que d(tp) = 1,1, ou seja, que 1 )
houve, pelo menos, um instante, entre os trés d4) =1+ 3 sen (47r + E) =1+ =sen (%) =

segundos e os quatro segundos apods o inicio i 1 ? 5 2
da contagem do tempo, em que a distancia do =1+ 3 X 5= I+ 1-1° 1,25

ponto P ao ponto O foi igual a 1,1 metros.

Exame — 2015, 2.* Fase

47. Como na figura esta representado o circulo trigonométrico, temos que:

OC =1a, AB=sena, OB =cosa e tga =CD

Temos que a drea do quadrildtero [ABC D] pode ser obtida pela diferenca das dreas dos tridngulos [OC D]
e [OAB],

OCxCD OB x AB
2 2

Ajapep) = Aoas) — Ajocp) =

Assim, vem que:

sen (2ar)

1 X tga cosa X sena

A B tga  2x sena xcosa  tga  sen(2a)
[ABEDI = 779 2 T2 2% 2 T2 4

Resposta: Opgao B

Exame — 2015, 1.* Fase
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48. Temos que:

e como a reta r é tangente ao grafico da funcao f no ponto de abcissa a, o declive da reta r é o valor
da funcao derivada no ponto de abcissa a (m, = f'(a))
Assim, temos

f(@) = (1 —cos(3z)) = (1)) — (cos(3z))" = 0 — (— (3z)'sen (3z)) = 3sen (3z)
pelo que m, = f'(a) = 3sen (3a)
e como a reta s é tangente ao grafico da fung@o g no ponto de abcissa a + %, o declive da reta s é o
valor da funcao derivada no ponto de abcissa a + % (ms=¢ (a + %)) Assim, temos
g'(z) = (sen (3z)) = ((3z)' cos(3z)) = 3cos(3z)
pelo que
3
ms =g (a+ %) = 3 cos (3 (a—i— %)) = 3cos <3a+ 67T> = 3cos (3a+ g) = —3sen (3a)
—sen (3a)

e como as retas r e s sao perpendiculares, o declive de uma delas é o simétrico do inverso do declive

da outra (m, = ——)
ms
! < 3sen (3a) _ < —3sen (3a) x 3sen (3a) 1 & —9sen? (3a) 1<
m, = —— n(3a) = — - n (oa n(oa) = — — 11 a) = —
M —3sen (3a)

< sen (3a) \/7<:>sen 3a)

MT[ <a<Z entd
—_, = Ouseaf a 7611&0
39 ) 2

< 9sen? (3a) =1 < sen? (3a) =

Nel i

e como a é nimero real pertencente ao intervalo 3

3
3xg<3a<3xg ¢>7r<3a<77r

ou seja, 3a é a amplitude de um angulo do 3° quadrante, pelo que sen (3a) < 0, logo
1
sen (3a) = —3 g.ed

Exame — 2015, 1. Fase
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49. Para que a fungdo seja continua em x = 2, temos que garantir que f(2) = hm2 fx)
r—
Temos que
o f(2)=2e"2=2e"=2x1=2

e lim f(z) = lim (we"?) =2¢* 2=2¢" =2x1=2

T2~ T2~
. . sen (2 — x) . sen (2 — x) ) ) sen (2 — x) .
1 =1 ——+k) =1 —_ lim k=1 G I —— lim k=
y acizg*f(x) acigl+ (1’2 +x—6 + ) acigl+ <£E’2 +x—6 _|—gci>r12lJr aci>r121+ 224+ x—6 +:cig1+
sen (2 — 2~ 0 . . B (fazendo y =x — 2, temos z =y + 2 e —y = 2 — x;
= (2—)2(4-2——)6 + k= 0 + k (indeterminagao) esex — 2, entdo y — 0F)

. sen (—y) . sen (—y) . sen (—y)
=1 k=1 k=1 —_ k=

- -1 ~1
= Lm Seny>+k: im Senyx)+k: lim “2Y o lim t k=

y—0+ y(y + 5) y—0+ Yy y+95 y—=0+ Yy y—=0ty + 5
N———
1 Lim. Notavel
= X _7 k — __ k
0+t +5 + ) +

Como se pretende que a fungdo seja continua em x = 2, e verificdmos que f(2) = lim f(z), podemos
T2~

determinar o valor de k garantindo que f(2) = 1i1rn+ f(z)
r—2

1 1
2) = Ii 29— 4k 24—k iy ok
f2) = lim f(z) < p TR © 2t5 ® 575 < 3

Exame — 2014, Ep. especial

50. O triangulo [OBC] é retangulo em B, OB = 1, e [BC] é o cateto oposto ao angulo «, temos que:

ta—@ & ta—@ & tga = BC Y
Y= 0B 4= g4 = 4
Logo, , B
OB x BC 1xtga tga c
Aose) == 2 2 @

0 2

A area do setor circular de centro O, raio 1 e amplitude
a (delimitado pelo arco AB) é
ax1? «

A= =<
2 2

Como a drea da zona sombreada (Ag) pode ser calculada como a diferenca entre as dreas do tridngulo
[OBC] e o setor circular de centro O e delimitado pelo arco AB, temos que

tga o tga—«
AS:A[OBC]_A:72 —5272
Resposta: Opgao B

Exame — 2014, Ep. especial
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51. Como a fungao é continua no intervalo fechado, temos que f (g) = lim f(x)

Temos que f (g) =k—-3

E calculando lim f(z), vem
=5

™ - ™
Sey=z— —,entdoz =y + —

lim f(z)= lim COS:;. = 2 2
=g =Ty — — — _
2 r—=5 =>y—0
COS (y—l—z)
= lim — 27 _ (cos(y+%)=—seny)
y—0~ Y
= lim SRy _ _ lim Seny:_l
y—0— y y—=0— Y
—_————

Lim. Notéavel
Assim, temos que
k—=3=-1 & k=-1+3 & k=2

Resposta: Opgao C

Exame — 2014, 2.* Fase

52. Como a soma dos angulos externos de um poligono é 27, o angulo externo em A D

2
tem de amplitude g e assim, podemos calcular a amplitude do angulo BAE:

2 5 2 3 E ¢
BAE =7 -2 =20 T2
5 5 5 5
Como EAD = EDA (porque se opoem a lados iguais), EAD—I—E?A—!—AED =
7 (porque sdo os Angulos internos de um triangulo) e AED = BAE, temos que A B
A A 3m . 3m A 2w A 2w A T
EAD'FEAD-’-?:’]T & 2EAD:7T—? & 2EAD:? & FAD = 3 E & EAD:g

Como BAE = BAD + EAD < BAD = BAE — EAD vem que

Bip—3T_T_2"
5 5 5

Assim, vem que,

a8 75 _ |48 < [45] < cos (47" 4D)
|47] |47]

— |8 < cos (BAD) = cos (5n) = cos ()

AB=1

2 2

Como cos(2a) = cos? a — sen? a e sen? (o) + cos?>a =1 & cos?

a=1—sen? o vem que

?? s 9 (T 9 (T 9o (T 2 (T 2 (T
M:cos (25):(305 (g)—sen <g>:1—sen <g)—sen (g)zl—2sen <g)

Exame — 2014, 2.? Fase
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53. Como o lado [PR] do tridngulo [PQR] é um didmetro da circunferéncia e o vértice @ pertence & mesma
circunferéncia, podemos garantir que o tridngulo [PQR] é retangulo, sendo [PR] a hipotenusa.
Como a circunferéncia tem raio 2, vem que PR = 2 x 2 = 4, e assim, recorrendo & definicdo de seno e
cosseno temos:

R R —
sena:Qj & senazL & QR =4sena
PR 4
P P -
cosa:jQ & cosa=—"— & PQ=4cosa
PR 4

Como os lados [QR] e [PQ)] sao perpendiculares, temos que:

QR x PQ 4sena x 4cosa
AlpQr) = 5 = 2 = 8sen o cos &

Como o tridngulo [PSR] é congruente com o triangulo [PQR] (ambos tém 1 angulo reto e dois lados
iguais), vem que:

A(a) = Aipgrs) = Aipor) + Aipsr) = 2 X Ajpgr) = 2 X 8senacosa = 16sen o cos a

1
Como tgf = 2v2 e tg?f + 1 = ——, temos que:
cos? 0
2 1 1 1 o1
2V 2 l=—— & 4%x24+1=——- & 9=— < 0=- <
(\[) + cos? 0 xe cos? 0 cos2 6 €08 9

1 1 1
= cos@—:i:\/7 & cos=1+- & cosf = -
9 Socoz[ 3

E, pela férmula fundamental da trigonometria, vem:

1 1 8 8 22 22
sen?0+=-=1 & sen’f=1-- < sen’f=- < sen@z:l:\/> = Sen9:j:i < senf = i
9 9 9 9 3 o]0,z 3

Finalmente, recorrendo & férmula de A(«), deduzida antes, temos que:

A(G)zlGxﬁx}:&\/5

3 3 9
Exame — 2014, 2.* Fase
54. Comoﬁ y

e BC = sena 4

e OC =cosa B
Temos que DC = OD — OC = 3 — | cos

a

Como a € }g,w[, logo cosa < 0, pelo que \ N
|cosal = —cosa D ¢ o AT
Assim,DC = 3—|cosa| = 3—(—cosa) = 3+cosa

Desta forma, temos que:

DC x BC _ sena(3+cosa) 1
2 2 T2

Apop) = (3 + cos @) sen «

Resposta: Opgao C

Exame — 2014, 1.2 Fase
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55.

ORNE
55.1. Comog}inzral7;(2)f’<g> *gf sen (2><g> =— - sen(w):§f():g
temos que:
™ ™ ™
w10 me -3 %NL%(Z) 3573

55.2. Comegando por determinar f” temos:
(@)= (f'(x)) = (z — sen (2z)) = (z)' — (sen (2z)) =1 — (22)' cos(2z) = 1 — 2 cos(2z)
Para determinar o sentido das concavidades, vamos estudar o sinal de f”’:
ff(r)=0 & 1—2cos(2x) =0 & 1=2cos(2z) & % =cos(2z) < cos(2x) = cos (g) &
o Qx:ngQkﬂ v Qx:—gmlm,kez o x:%Jrkw v x:—gﬂm,kez

~ ~ . ™ T -
Logo, as tnicas solugoes da equagao f”(x) = 0 que pertencem ao intervalo }—5,1 [, sdior = — e

il
- 6
T=-5 (obtidas com k = 0).

Assim, estudando a variagao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico

de f, vem:
|3 - : :
7| nd. + 0 — 0 + n.d.
! nd. | N~~~ |[Pt.L| 7\ |Pt.L| " |nd

Logo, podemos concluir que o grafico de f:

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]—%, — %] e no intervalo [%,%[
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [—%,%]

e tem dois pontos de inflexdo de abcissas, cujas abcissas sao —Z e

us
6 6

Exame — 2014, 1.* Fase

56. Como cos(a + b) = cosacosb — senasen b, entdo cos(2a) = cos(a + a) = cos?a — sen?a

Assim, para cada valor de » € R, g(z) = cos? (1%) — sen? (1%) = cos (2 x 1%) = cos (%)
Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014
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57. Considerando 8 como o angulo FSP e sendo M o ponto médio r
do lado [SP], como o tridngulo [SM F] é retangulo, recorrendo a
definicao de seno e cosseno temos:

|
|
|
l
FM FM — o\ 4
senB:FjS & senﬁzT < FM =4senpf i
|
SM B AN
cos 3 = & cosﬂ:S— & SM =4cosp :
FS 4 P M S| 7
Como M é o ponto médio de [SP], temos que B
SP=2xSM=2x4cosf3 =8cosf o) R

Assim, a drea do tridngulo [PSF| pode ser calculada como:

SPx FM 8cosB x4senfS 32senf3cosf3
Aipsr) = 5 = 5 = 5

= 16sen3cos 3 = 8 x 2sen B cos f = 8sen (23)

(porque sen (a + b) = senacosb + cosasenb,
entdo sen (2a) = sen (a + a) = 2senacosa)

Como o angulo RSP é um angulo reto, podemos relacionar o angulo o com o angulo 3:

3 3
g—l—ﬂ—i—a—l—ﬂ:%r & 2ﬁ+a:27r—g & 25—&—@:% & 2B:§—a

Logo a area do triangulo [PSF] é

3
Apsr) = 8sen (23) = 8sen (; - a) =8(—cosa) = —8cos

Assim, temos que a area lateral é:
AL =4 x Apgp) = 4 x (—8cosa) = —32cos

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014
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58.

58.1. Vamos considerar DA a medida da altura do tridngulo e EC' a medida da base.
Sabemos que CA = 1, porque é a medida do raio da circunferéncia.

58.2.

Como [C'A] é a hipotenusa do tridngulo e [DA] o cateto oposto ao angulo z,

usando o seno do angulo temos que:

DA DA J—
senr = — <& senx = — < DA = senz
CA 1

A

Por outro lado, como [DC] é o cateto adjacente, usando a defini¢ao de cosseno, temos:

Como ED = 6 temos que:

FC=ED+DC < EC=6+cosz

Logo, calculando a drea do tridangulo, obtemos:

EC x DA (6+cosz)(senz) Gsenz + senacosz

Alarc) = 5 5

Como sen (2x) = 2sen x cos x, podemos escrever:

2senx cosx

Ajapc) = 3senr + w =3senzr + +

Como a funcdo f resulta de operagoes sucessivas de
fungoes continuas em R, é uma funcao continua, e, por

. L . T T
isso, também é continua em |— .

674

Como 1,72 < 2 < 2,37, ou seja, f(%) <2< f(%),
entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que
T

ste ¢ ¢ }777
existe ¢ 61

f(x) =2 tem, pelo menos, uma solugéo em } %,% [

[ tal que f(c) = 2, ou seja, que a equagao

@mat.absolummeme.net

~ 2,37

_3senm+sen:ccosx
2 B 2
2 1
:3senx+mz3senx+isen(2x)
C.A.
f(z>—35en (E>+lsen QXZ)
6/ 6 6
= 3sen (E) + 1sen I) =
= G 3) =
~ 1,72
7(5)=3 (z)+1 25 T) =
1) =3%en (7 sen 1) =

Exame — 2013, Ep. especial
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59. Para averiguar se a funcao f é continua em z = 1, temos que verificar se f(1) = lim f(z) = hm+ fx)
r—1— r—1

o f()=1xe* ! +2x1=¢l42
e lim f(z) = lim (ze*™ +2z) =1xe*+2x1=¢*+2
—1-

r—1— T

0.
1— 1+ - 0- = (ind)

~ lim 1—\/5+sen(x—1) ~ lim sen (z —1) _
e—1+ \ 1—=x 11—z et l—z w—)l+ l1—2

)

i () ()

(fazendo y = = — 1, temos que se x — 11, entdo y — 0T)

= lim 1——1‘ — lim seny lim L —1=
o rz—1+ (1 - I)(l + \/E) y—0t Y w—>1+ 1+ \/> B
—_———

Lim. Notével

1—r+ sen(x—l)) _ 1— V1T +sen(1t¥ —1) 0~ + sen(0F)

1 1 1
l=-—1=—=

T14VIE 2

Como lim f(x)# lim f(x), ndo existe lim f(z); logo a fun¢ao f nao é continua em x = 1
r—1— r—1t z—1

Exame — 2013, 2.* Fase

60.
60.1. Comegamos por definir o ponto P(—3,0) e o dngulo AOP, cuja amplitude é 7 — a.

Assim, como sabemos que que OP = 3, podemos usar a definicao de cosseno podemos calcular

OA:
OoP 3 — 3 y
cos(m—a)==— & cos(m—a)==— & OA=—— +
OA OA cos(m — ) ne
Como cos(m — a)) = — cos a, temos que:
oA-— > & oa-_2 oy P
cos(m — «) —cosa cos «
_ T —a /N
Depois, calculamos AP recorrendo & definigdo de tangente: 7 O >
AP AP —
tg(ﬂ—a):O:P & tg(w—a):? < A tg (m — )
Como tg (m — a) = —tg a, temos que:
B

AP =3tg(mr—a) & AP = -3tga

Como AB =2 x AP ¢ OB = OA, calculado a expressao do perimetro vem:

P[OAB]AB+OA+OBQ><AP+2><OA2><(3tga)+2><< 3 >6tga J
COS & COS &

Logo, para cada x € ] g, 7T[, o perimetro do triangulo é P(z) = —6tgx —
cos T

gmat.absolutamente.net
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60.2. Como o declive da reta tangente num ponto é dado pela valor da derivada nesse ponto, vamos calcular
a derivada da funcao P:

6\ / 6\ , (6)(cosz) — 6(cosx))
P(z)=(—-6tgz — = (—6tgx) — = —6(tgz) — —
() ( & cosac) (=6tg) <cosx> (tg ) (cosx)?
_ g 1 ~ 0—6(—senz)) -6  Gsenz —6—Gsenx
B (cosx)? (cosx)? ~cos?z  cos?z  coslz

. . , - . Y
Assim, o declive da reta tangente ao grafico da fungdo P no ponto de abcissa 5 é

1

AT ) E

Exame — 2013, 2.2 Fase

1 . . .
61. Como lim— = 07, entdo lim f(z,) = lim f(x), e assim, como
n z—0t
sen (—x) = —sen : Yy
N
. : sen (—x sen x
lim f(z,) = lim f(z) = lim (=2) = lim — =
z—0+ z—0+ X z—0t x
. senx
= — lim =—1
z—=0t T
Lim. Notével
Graficamente, na figura ao lado, estdo representados alguns termos de

(z5,) como objetos, e alguns termos da sucessao das imagens f(z,), que
se aproximam progressivamente de -1, quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao A

Exame — 2013, 1.2 Fase
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x
62. Como sabemos que a reta tangente no ponto de abcissa a é paralela a reta y = 5 + 1, sabemos que o

1
declive, e logo também o valor derivada é m = ¢'(a) = 3
1
Logo o valor de a é a solucao da equagao ¢'(z) = R € }—g,O{

Assim, comegamos por determinar a expressao de g’:
g (z) = (sen (2z) — cosz)" = (sen (2x))" — (cosz)" = (2)’ cos(2z) — (—senx) = 2 cos(2x) + senx
Como cos(2r) = cos? x — sen’z e cos?z = 1 — sen? z,vem:
g'(z) = 2cos(2z) 4 senz = 2 (cos’ z — sen®z) + senz = 2 (1 — sen®z — sen’z) + senz =

= 2(1 —ZSQDQ.I) + senz =2—4sen’z + senxz = —4sen’z + senz + 2

1
Logo, resolvendo a equacgao ¢'(a) = B temos:
1

7 & —8sen’a+2sena+4=1 & —8sen?a+2sena+3=0

Considerando y = sen a, e resolvendo a equagao de grau 2, temos que:

—2+ ,/22_—831(—8)(3) o 4o Zvy 1

2( 2

—4sen’a+ sena +2 =

—8sen®a+2sena+3=0 < —-8°2+2y+3=0 & y=

- 3 1
Escrevendo em fungao de a, vem: sena = 1 V sena = )
T - 3 .. .
Como x € ]—5,0 [, —1 < senz < 0, logo a equagao sena = 1 é impossivel.
e

1
sena:—§ & sena = sen (—g) & a:—%+2k7r \Y, a:ﬁ—(—g>+2k7r,k€Z &

& a:—%+2k7r \Y, a=77+%+2k7r,k€Z & a:—%+2k7r \Y, a=%+2k‘ﬂ',k€Z

0 N ~

Concretizando valores de k podemos verificamos que a = ~% é a unica solucao da equagao que pertence
~ T ‘ . ™

ao dominio da fungao - }—5,0 [, pelo que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a = ~%

tem declive 3
Exame — 2013, 1.* Fase

63.

63.1. A drea do trapézio [PBCE] pode ser calculada como a soma das dreas do retdngulo [BCEQ)] e do
tridngulo [PBQ)].
Recorrendo a defini¢ao de seno, podemos determinar o comprimento BQ:

B 2 C

senx = & BQ =4senx

=13

De forma andloga, usando a definicao de cosseno, podemos determinar
PQ:

=|3

cosT = & PQ =4cosz

Assim, temos que:

PQ x BQ 4 4
Q>2< Q:2><4sena:—|— senx>2< cosz _

=8senz + 8senxcosx = 8senx + 4 x 2senx cosx = 8senx + 4sen (2z)

Aippcr) = Aiperg) + Aipeg) = BC x BQ +

Logo, para cada valor de x € }O, g [, a drea do trapézio é dada por S(z) = 8senz + 4 sen (2z)
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63.2. Vamos recorrer a derivada da fungao S para estudar a monotonia.
S'(x) = (8senx + 4sen (2))" = (8senx) +(4sen (2z)) = 8 cos x+4x (2z)' cos(2x) = 8 cos z+8 cos(2x)
Determinando os zeros da derivada, vem:
S'(z) =0 & 8cosz+8cos(2z) =0 & cosx+cos(2x) =0 & cosz = —cos(2z) &
& cosx=cos(m—2z) & x=m—2x+2kr V x=—(n—22)+2kr kel &

2
S 3rx=nw+2kr V x=-7+2r+2kn k€l & x:%—i—gk‘ﬂ' V x=7n—2kn ,kEZ

Como o dominio da funcao S é |0, g , a Unica solucao da equagao S'(z) =0é z = %

Estudando a variagao do sinal e S’ e a correspondente monotonia de S, vem:

T 0
S’ n.d. +
S | nd | — | Méix

Assim podemos concluir que:

NI

(=R HE]
|
=

=
o A

e a fungado S é crescente em ]0,%]
e a fungdo S é decrescente em [%, %[

e a fungao S tem um maximo absoluto para r = %

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013

64.
. f(x)—f(g) x—ﬁ—cos:v—f—cos(g) _
! — — H — .
f(§)_$hf§ T —mh_{n% o T - Sejay:x—g
2 2 -
logox:y+§
m s
y+§+cos(y+§)—§—0 y+cos<y—|-*) .
= lim = lim —8M =2 = Sexr — 3
=0 Yy y=0 Yy entdo, y — 0
cos(y—kf)
:hg%gqtlii% . 2 =1+ lim S;ny:p@fe;y _ W
y Y Y y )= _
cos<y+2)— seny
Lim. Notéavel
=1-1=0

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013
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65.

65.1.

65.2.

A funcdo g é continua em R\ {0} porque resulta de operagdes sucessivas entre fungées continuas.
Para que a fungao g seja continua em R, tem que ser continua em x = 0, ou seja, tem que verificar

a condigao li_>m0 f(x) = f(0)

z z
—Z + sen (7) sen (—) . T
lim f(z) = lim—— 27 — lim — £ 4+ lim——22 = 14 lim ¥ = | Seay=35
z—0 z—0 x x—0 x z—0 x y—0 2y
logo © = 2y
1 .. seny 1 1
=ity e =l s =5 Se x5 0
N—— =
Lim. Notavel entao y— 0

Como f(0) = e* — 1, para que a funcio seja continua, tem que se verificar:

ek—1=—% & e’“:1—% & ek:% & k:ln@) & k=Inl-In2 & k=—-1In2

Para resolver a equacao, comecamos por determinar a expressao analitica de f':

o= (o (3)) = o (sm () = (3) s 3) =1+ s (5)

Logo,

2f (z) = (f(z) +2)°—1 & 2 <—1 + %cos (g)) = (—x + sen (g) —|—x)2—1 &

& —2+cos (E> = sen? (g) -1 & —2+cos (g) = —cos? (§> & (férmula

2 2 fundamental)
& cos2<§)+cos(£>72:0 s P+y—-2=0 < T
2 2 Se y = cos (5)
=1 /12 —4(1)(-2) o gyl Ve -3 o
Y= 2(1) Y= Y=
& cos (g) =1 V cos (g) =2
Como cos (g) = —2 é uma equagao impossivel, temos:

ws(5)=1 & T=2%mkeZ & a=4hn ke
Logo, o conjunto das solugoes da equagao (em | — 2m,57[), é {0,4}

Exame — 2012, Ep. especial
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66. Como a fungao f é continua em R\ {0}, porque resulta de operagoes sucessivas entre fungées continuas,
s6 podem existir assintotas verticais quando = — 0~ ou quando = — 0.
Calculando os limites temos:
— et — (e —1) —4 (e —1) et — 1

1
li =1 = lim ——F=lm ———==—-41i
L@ = g e = R T

(fazendo y = 4z, se  — 01, entdo y — 0F)

—1
= Ax1=-4

Lim. Notavel

o lim f(z) = lim — 2% _ _ lim (senz)(1+vI-a%) | (sena)(1+VI—a%)

@0~ 2501 —1—23 a-0- (1—v1I—-23)(1+VI—a23) a0 12— (y1—25)2
(senz)(14 v1—x3) . (senz)(14+ V1 —x3) I (senz)(1+v1—x3)

= 1 = = =

x—0~ 1-— (1 — 1‘3) z—0~ 1-1+ 1‘3 rz—0~ ZE3

sen . 1+\/1—x3_1xl—|—ﬂ_ 2

= 1i x 1 — =
a:—1>%1_ xT a:—1>r(I)1_ z2 (07)2 0+ oo
—_——

Lim. Notavel
Assim podemos concluir que = 0 é a tnica assintota vertical do grifico de f (quando z — 07).

Exame — 2012, 2.* Fase

67.

67.1. Definindo o ponto P, como o ponto médio do lado [AB], a drea da regido sombreada pode ser cal-
culada como a diferenga entre a drea do quadrado e a soma das dreas de 8 triangulos retangulos (o
tridngulo [AEP] e os restantes 7 semelhantes a este):

AlaeBroepu) = AlaBcep) — 8 X Alagp \C/

Como P ¢ o ponto médio de [AB], temos que AP = 2, podemos deter- g, E 3
minar E P, recorrendo a definicao de tangente de um angulo:

EP EP S

g AP g 5 g
A 9 P
Assim, calculando a drea da regido sombreada, vem:
——2 AP x EP 2x2tgx

AiapBroapn) = Aaep) — 8 X Ajapp) = AB” — 8 X — = 42 — 8 x % =

=16—-8x2tgx =16 — 16tgax = 16(1 — tgx)

Logo, para cada valor de x € }O, Z [, a drea da regido sombreada é dada por a(z) = 16(1 — tgx)
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67.2. Como a funcdo a resulta de operagoes sucessivas de fungoes

z. 7r 7’ ~ 7. .
continuas em }O,Z[, é uma funcgdo continua, e, por isso,

P . o C.A.
também é continua em [ﬁ’g}
. - a (1) ~ 16 (1 _tg (1)) ~ 11,71
Como 4,38 < 5 < 11,71, ou seja, a<g) <5< a(ﬁ>, 12 12
enjcao, podem;)s 7Tconclulr, pelo Teorema de ?olzano, gue a (z) — 16 (1 g (z» ~ 4,38
existe a € }ﬁ’g{’ tal que a(a) = 5, ou seja, que existe 5

um angulo « com amplitude compreendida entre % rad e

i .- [
3 rad, que define uma regiao sombreada com &area 5.

Exame — 2012, 2.2 Fase

68.

68.1. Considerando um ponto P, sobre o lado [AB] do trapézio, tal que o segmento [D P] seja perpendicular

ao lado [AB], consideramos o dngulo ADP com amplitude g -«

_ C
Como DP =1, recorrendo & definicao de cosseno, temos:
DP — 1
cos(ozfﬁ) =— & DA=
2 DA oS (a — g)
€ Como Ccos (a — E) = sena, temos que: DA = L
2 sen o B
1
Da definicao de tangente de um angulo, e como tg (a — g) = ——— temos:
@
. ( 7r) AP o ¢ ( 7r> AP o AP 1
a— =) = — a——)=— =——
& 2) = Dp & 2 1 te o
Logo, o perimetro do trapézio é:
N — 1 1
sen « tg o
_ 1 1 _ 1 coscu_3 1 —cosa
N sen o sena sena  sena sen o
cos &

1—
Ou seja, para cada valor de a € } g,ﬂ' {, o perimetro do trapézio [ABCD] é P(a) =3 + S
sen o
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68.2. Comegando por determinar a expressao da derivada, temos:

Plla) = 3+1—cosa /:(3),+ 1—cosa /:O+(1—cosa)’(sena)—(1—cosa)(sena)’ _
sen o sen « (sena)?
~ 0—(—sena)(sena) — (1 —cosa)(cosa)  sen® a — (cos a — cos? )
N sen? o N sen? o N
_sen’a —cosa+cos’a  sen’a+cos’a—cosa 1 —cosa
N sen? o N sen? sen?
9 1
Como tg“f0+1=—— e tgh = —v/8, vem:
cos? 6
(—\/§)2+1—L & 84l=—H-—- & <3052t9—1 & cos@—:t\/T & cos@—i1
~ cos2 6 ~ cos2 6 9 N 9 !
1
Comog<0<7r, cosf < 0, logocos9:—§

2
1
E também: sen?6 4+ cos? =1 < sen2¢9:1—<—> = sen29:1—§ < sen?f =

1 1
(3) v
. Lo . .
Assim, P'(0) = 5 =5 -
9 9
69.
69.1. Usando a defini¢ao de seno, temos:
PQ PQ
senx = jQ & osenx = TQ

e usando a defini¢ao de cosseno, vem:

BQ

COST = —— <= COST = —
P 2

Calculando a area do triangulo vem:

(AB+BQ) x PQ _ (2+2cosxz)(2senz)  4sena +4senzcosz

©\OO‘OJ\H>

Exame — 2012, 1. Fase

& PQ=2senzx

& BQ =2cosx

Alarq = 5

= 2senx + sen (2x)

=2senzr+2senxcosr =

2 2

Logo, para cada valor de = € ]07 g [, a drea do tridngulo [APQ)] é A(z) = 2senz + sen(2x)
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69.2. Para estudar a existéncia de um méaximo, comecamos por determinar a expressao da derivada:
A'(z) = (2senz + sen(2x))’ = (2senz) + (sen(2x))’ = 2cosx + (2z)’ cos(2z) = 2 cos z + 2 cos(2x)
Depois calculamos os zeros, para estudar o sinal:
A'(z) =0 & 2cosx+2cos(2z) =0 & 2cosx = —2cos(2z) & cosx = —cos(2x) &
& cosz = cos(m — 2x)

Como, em R,
cosx =cos(mr—2z) & xz=7m1—2x+2kr V x=—(n—2x)+2kr, kel &

& 3r=n+4+2kn V z=-—-7+22+2kn, kel &

T 2kw

& x:§+7 V o=7—-2kn, keZ
T m

Concretizando valores inteiros de k, verificamos que, x = 3 é a Unica solugao em }O, 5 [, ou seja, a

Unica solucao da equagao A'(x) =0
Assim, estudando a variacao de sinal de A’ e relacionando com a monotonia da funcdo A, vem:

T 0 % g
A’ n.d. + 0 — n.d.
A |nd | —7 | Mix| ™~ |n.d

¢ 0 maximizante que corresponde ao maximo absoluto da funcdo A, ou seja existe um

Logox =Z é
]0, 3 [, para o qual o valor da area do triangulo é maxima.

s
3
valor de z €

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012
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70. Como se pretende determinar os extremos da fungao, vamos recorrer aos zeros da derivada, e por isso,
comecamos por derivar a fungao:

g () = (x —2cosz) = (x) — (2cosx) =1 —2(—senz) =1+ 2senx

Depois determinamos os zeros da derivada, ou seja as abcissas dos pontos C' e D:
, 1 us
g(x)=0 & 1+2senx=0 & Seng = —g <& sens = sen (—g) &
& x:—%—l-ka\/x:ﬂ—(—g)—i—Zk‘ﬂ' ke &

& x:—%+2kj7r \Y, xz%—&—?kﬂ',keZ

Atribuindo valores inteiros a k, podemos encontrar os valores de x que pertencem ao dominio da funcgao:

5 7
xz—%(kzO)exz g(k;—— :67T—27T>
Assim, estudando a variacao de sinal de ¢’ e relacionando com a monotonia da funcao g, vem:
5T ™ ™
r| T ~ 6 6 2
g | nd. + 0 — 0 + n.d.
g | nd. — Max — min — n.d.
Assim, temos que a abcissa do ponto C é x¢c = ——, e a ordenada é
g _om = 75172003 _om = 75—7T72 on = 75172 (fcosﬁ> = 75172 7@ = \f75—ﬂ
6 6 6 6 6 6 6 6 2 6
5 5
Ou seja, o ponto C' tem coordenadas C ( E;T V3 - g)
De forma anéloga, temos que a abcissa do ponto D é xp = —%7 e a ordenada é
T 7r 7r T T T V3 T
—— === -2 (77):7772 —=—— 2= |=—-=-
o 6) 6 U6 6 ““C6 " 6 (2) ¢ V3
Ou seja, o ponto D tem coordenadas D (—%, — % — \/ﬁ)

Exame — 2011, Prova especial

5w

> , porque o

. (s 51
71. Como se trata de um circulo trigonométrico, o ponto B tem coordenadas B <cos 3 sen 3

™ 5T
segmento [OB], define com o semieixo postivo Oz um angulo de 7 + 5 =73 radianos.

Podemos considerar como a medida da base do triangulo OA =1 e Y
o valor absoluto da ordenada de B como a medida da altura:

Vil Vs

2 2

AN

om
sen —

3

lys| = —‘—Se ‘—

¥

™

T+

Assi lculando a srea do tridngul : 3
Ssim, calculando a area do rlanguovem A /a .

o OAxlysl _ 1
[OAB] 5 5

=
|
=&

altura

B

Resposta: Opgao A

gmat.absolutamente.net
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senx

9 i . senz . senx 1 . senz x
LM ————7 = 11m = lim = —— lim ) =
z=0f(x) —m 207 —4sen(bx) —m  =—0 —4sen (5x) 4a50 \  x sen (5x)
1 .. senzx . . 1 1
=—- lim xlim——— =—-- x1xlm———=—-- X ———— =
4 250 2—0 sen (5x) 4 0 sen (5x) 4 . sen (5x)
—_— _ lim ——=
Lim. Notével X z—0 x
(fazendo y = 5z temos que z = ¥, e se z — 0, entdo y — 0)
R S 1 1 o1 1 1 1 B
= T e = 1 T Eemt - 1 Eemr - 1T sl
4 i S0 (y) 4 i 2SO0 (y) 4 iy 250 (y) —— (y)
y—0 Yy y—0 i y—0 Yy y—0 Y
5 Lim. Notével
1 1 1
= —— X e —
5x1 20

Exame — 2011, Ep. especial
73. Como a fungao g é continua, é continua em x = 0, ou seja, verifica a condi¢ao: g(0)

= lim g(z) = lim g(z)
z—0~ z—0t
Assim, temos que:

e g(0)=In(k—0)=Ink
e lim g(z) = lim (In(k—z)) =Ink

z—0— x—0—
. . senx 1 senx 1 1
e lim g(z) = lim = - lim =-x1==<
z—0+ z—0t 3T 320t x 3

Lim. Notavel

1
Logo, temos que: lim g(z) = lim g(x) & Ink=- < k

—e5 & k= 3
z—0~ z—0t
Resposta: Opgao A
Exame — 2011, 2.* fase
74. Como OA = 1, usando as definicdes de seno e cosseno temos:
senf = g & senf = OTE & OF = senf
EA EA _
cos=— < cos=— & FEA=cosl
OA 1 N
E assim, o perimetro da regiao sombreada é: v
Puppr) = A0+ OB+ BD+ DO+ OE+EA D
B
Como AO = OB ; BD = EA e DO = OE, temos:

Pappr) =240 +2EA +20E =2 x 1 +2cosf + 2sen 6 = 2(1 + cos 0 4 sen )

Resposta: Opgao C

Exame — 2011, 2.* Fase
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75. Comegamos por determinar f'(z):
f'(z) = (acos(nzx) + bsen (nx)) =
= —ansen (nz) + bn cos(nx)

(acos(nx)) + (bsen (nx)) = a(nz)'(—sen (nz)) + (b(nx)’ cos(nx) =

Determinamos em seguida f”(x):
f(x) = (f'(x)) = (—ansen (nx) + bncos(nz))’ = (—ansen (nx))’ + (bn cos(nx)) =

= —an(nz) cos(nz) + bn(nz) (—sen (nz)) = —an? cos(nx) — bn? sen (nx) =
= —n?(acos(nz) + bsen (nx)) =
= —n” (f(z))

Assim temos que: (@) +n?f(z) = —n?f(x) +n?f(x) =0, qed.

Exame — 2011, 2.* Fase

76.

(fazendo y = g temos que z = 2y, e se x — 0, entdo y — 0)

sen 2 1 sen 2 1 sen 1 2 1

—(1m Y} = (i (2« 22 o[ 2 i 22| (2 k1) ==

x—0 2y z—0 \ 2 Yy 2 z—0 Yy 2 4
——

Lim. Notéavel

Resposta: Opgao C
Exame — 2011, 1.* Fase
7.
77.1. Podemos calcular a drea do trapézio como a soma das areas do retdngulo [ODCB] e do tridngulo

[0AB].

A base do retangulo é dada pela distancia do ponto D a origem:

Y
OD = jop| = |-%| =7 f
6 6 C B
e a altura é a ordenada do ponto C":
_ 1
DC=f (—%) =4 cos (2 (—%)) =4 cos (—g) = 4cos§ = 4><§ =2y (_%)
A altura do triangulo também ¢ ordenada do ponto C, OB = DC
e a base é a menor é a abcissa do ponto OA, ou seja, a solucao .
positiva da equagao f(x) = 0. D 0O A \ ’
— % —)

Assim, resolvendo a equagao vem:
f(x)=0 < 4dcos(22) =0 & 2x:g+2k7r,k€Z = aczg—i—kw,kez

- -, -, 7r
Logo, para k = 0, a menor solugao positiva da equacao é x = 1

Assim, calculando a area do trapézio, vem:

— — OAxOB 7 %2 s 4 3w T
A[ABCD]:A[ODCB]+A[OAB]:ODXDO+7:*X2+4 = —+ =

T
2 6 2 st TR T2
gmat.absolutamente.net
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77.2. Determinando a expressao da primeira derivada de f, vem:
f(x) = (4cos(2z)) = 4(2x)' (—sen (2z)) = 4 x 2 x (—sen (2z)) = —8sen (2z)
Depois, determinando a expressao da segunda derivada, vem:
f'(x) = (f'(x)) = (—8sen (2x))" = —8(2x)’ cos(2z) = —16 cos(2x)
Assim, temos que, para qualquer niimero real =,
f@)+f(x)+f"(z) = (4 cos(Q:z:)) + (78 sen (2x)) + (716 cos(2x)) = 4 cos(22)—16 cos(2x)—8sen (2z) =
= —12cos(2z) — 8sen (22) = —4 x 3cos(2x) — 4 x 2sen (2x) = —4(3 cos(2x) + 2sen (23:)) , g.ed.

Exame — 2011, 1.* Fase

78. Para que a fungdo f seja continua em z = 1, a condigao f(1) = lim f(z) = 1im+f(x) tem que se
Tz—1- z—1

verificar.
Assim, temos que:

1
e f()=1xel+2xl=ct+2=-+2
e

1
e lim f(z)= lim (ze " +2z) =1xe ' 4+2xl=€e1+2=2>+2
€

z—1+ z—1—
—1 -1 1 —1
o Gim f(z) = tim (240 TDY C ppog g @D o Lo senl@=D)
=1 =1 er —e z—>1-  z—-1- e(z —1) ezs1- (x—1)
(fazendoy =z —1,sex — 1~ entdoy — 07)
1 1 1
—o4 - lim Y oy S x1=24-
e y—=0— e e

Lim. Notavel

Logo, como f(1) = chllglif(av) = xl;nﬁf(x) , a fungao f é continua em = = 1.

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

79.

79.1. Como OQ = 1 (medida do cateto oposto ao angulo x) e OP = 1+d
(medida da hipotenusa do tridngulo retangulo), usando a definigao
de seno de um angulo, temos que:

O 1
senx:jQ & send=—— & 14+d= &
or 1+d sen x
1
od= 1 & d= _xne d=
sen senx senz

Logo, para cada valor de x € }O,g [, temos que d = f(z).
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79.2. Para estudar a monotonia da fungao, comegamos por determinar a expressao da derivada:

80.1.

f'(z) = (1 - Senx)/ (1 — senz)'(senx) — (1 — senz)(senz)’

senx sen? x

((1)" = (senz)’)(senz) — (1 — senx)(cosz) B (0 — (cosz))(senx) — (cosx — senx cos x) B

sen? x sen? x
—SeNnT COST — COSXT + SeNT CoST  — COST
sen? x sen? x

T
Assim, para x € }0,5 [, temos que:

e cosx > 0, logo —cosz <0

e sen?z >0
—cosx
<0

sen? x

T
Ou seja, como f'(z) < 0, para = € }0,5 {, a fungao f é estritamente decrescente no dominio, pelo

que a um aumento do valor de = corresponde uma diminuicao do valor de d, ou seja, a afirmacgao
é verdadeira.

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

As trés horas da tarde desse dia correspondem a t = 15.
Assim, a profundidade correspondente é dada por:

3XHXT

P(15) = 2 cos (% X 15)+8 - 2cos( e

5
>—|—8:2COS (27r>+8=2cos (g)+8:2x0+8:8

Ou seja, as 15 horas, a profundidade da dgua na marina era de 8 metros.
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80.2. Determinando a expressao da derivada, temos:
P'(t) = (2 cos (%t) + 8>/ = (2 cos (%t>>/+(8)' =2 <%t>/ (— sen (%t))—l—o = 2% (— sen (%t)) =

- (1)

Calculando os zeros da derivada, vem:

-0 o S (5) 0 o en (50 o om (51
Pit)=0 < 5 sen 6t 0 < sen 6t 0 & sen 6t senl <

. %t:0+2k7r V %t:w—O—i—%ﬂ,keZ o

_ 6(2km)

; 6(m + 2km)

V t=

k€Z o t=12k V t=6+12k, ke Z
™

Como t € [0,24], atribuindo valores a k (k = 0, Kk = 1 e k = 2), obtemos o conjunto dos zeros
da funcao derivada: {0,6,12,18,24}

Desta forma, estudando a variacao de sinal de P’ e relacionando com a monotonia da funcao P,
vem:

T 0 6 12 18 24
P’ 0 — 0 + 0 - 0 + 0
P | Max — min — Max — min — Max

Logo, a profundidade minima, que ocorreu as 6 horas e depois novamente as 18 horas, pode ser
calculada como:

P(6) = 2cos (% ><6) +8=2cos(m) +8=2(—1)+8=-2+8=6
Ou seja a profundidade minima na marina, nesse dia, foi de 6 metros.

Exame — 2010, Ep. especial
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81.

81.1. Analisando as figuras podemos dividir o célculo da altura em dois casos:

. . u Faval
No primeiro caso, (0 € }0,5} ), h=3-0C
Como OB = 3, recorrendo & definicio de cosseno de um angulo,
temos: 7
oC _— 0
cos=— & OC =3cosb
3 cre
\/ B
e
(0]

e assim,
h=3—-—0C=3—-—3cosf

A
No segundo caso, (0 € ]g,w[), h=34+0C

Como OB = 3, recorrendo & definicdo de cosseno de um angulo,

temos: 7 B
oC S _
cos(m — ) = -5 @ C=3cos(mr—0) & OC =3(—cosf) & o
& OC = —3cosf
e assim,

h=3+0C =3+ (—3cosf) =3 — 3cosf A

Ou seja em ambos os casos, isto é, para qualquer 6 €]0,7[, a altura h pode ser calculada como que
h(0) = 3 — 3cos(0).

81.2. Como h(f) = 3 — 3cos(d), temos que:
h(f) =3 < 3—-3cos(d) =3 & —3cos()=0 & cos(f)=0 <
< cos(d) :cosg & 0= g +kr keZ
Como 0 €]0,7[, § = g ¢é a unica solugao da equacao.
Calcular 6 tal que h(8) = 3, significa determinar o adngulo associado a uma quantidade de com-

bustivel no depdsito com 3 metros de altura.
Assim a solugao calculada significa que, quando o combustivel no depdsito tiver uma altura de 3

~ , ~ ™
metros, o angulo 6 serd um angulo reto (5 rad. )

Exame — 2010, 2.2 Fase
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82. Para que a fungdo f seja continua em x = 0, tem que se verificar f(0) = lim f(z) = lim+f(x)
rz—0~ x—0

e f(0)=a(0)+b+e’=0+b+1=0b+1
o lim f(z)= lim (az+b+e*)=a(0)+b+e’=0+b+1=b+1
z—0~

r—0—
— sen (2 0—sen0 0
. zli>r61+f(zn) = zl—i>%1+ <x SZH( I)) _ gen =0 (indeterminacgao)
2 2 % sen (2 2
T L1 CE T PR E.E. I CION NP T PYVE L1 CZI R
z—0T \ T x z—0+ 2Xx z—0+ 2z
2
1ot ST o Y oo
z—0t 2 (1) y—0t Yy
—_——

Lim. Notavel
(1) (fazendo y = 2z, se * — 0% entdo y — 01)

Assim, podemos determinar o valor de b:

lim f(z)= lim f(z) & b—1=-1 & b=-2
z—0~ z—0t

Exame — 2010, 1.* Fase

83.

83.1. Como o triangulo estd inscrito numa semicircunferéncia é um triangulo retangulo. Sabemos que a
hipotenusa coincide com o didmetro e tem comprimento 2 (OA = 2).

Assim, recorrendo & definicao de seno temos:

Y

AB AB — T
sena = — & sena = —— & AB =2sena B

OA 2

Analogamente, pela definicao de cosseno, vem:
a1

OB OB — + >

cosa:j®cosa:T®0B:2cosa O\ 9 I'g "z

Logo, o perimetro do triangulo é:

Poap) =O0A+AB+ OB =2+ 2sena + 2cosa = 2(1 + cos o + sena)
Ou seja, para cada valor de a € ]07 g [, o perimetro do triangulo [OAB] é dado, em fungao de «, por

f(a) =2(1 4 cos o + sen )
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83.2. Determinando a expressao da derivada da fungao, vem:
f(a) = (2(1+cosa+ sena))/ =2((1)"+ (cos @)+ (sena)’) = 2(0— sen a+cos ) = 2(cos a — sen )
Assim: f'(a) =0 < 2(cosa—sena) =0 < cosa—sena=0 < cosa = senw

T
Logo, como o € |0, =

2. ~ . ! . .
podemos estudar a variagao do sinal de f’ para relacionar com a monotonia de f:

T
[, sabemos que o = 1 é a tnica solugdo da equagdo f’(a) = 0, pelo que

x 0 T 3
f | nd. + 0 — n.d.
flnd | —7 |Méx| ™~ |nd

.. . ; A . T
Logo, o maximizante de f, ou seja, o valor de o para o qual o perimetro do triangulo é maximo, é 1

Exame — 2010, 1.2 Fase

84.

84.1. Relativamente ao tridngulo retangulo [ABP], do qual conhecemos a medida do cateto adjacente ao
angulo x, usando a defini¢ao de cosseno e de tangente do angulo x, temos:

cosx:j<:>cosx:%@7:m5sx c

tgr = — & tgx—?@ﬁ—&cgm I

Temos ainda que P l
BP+PC=5 & PC=5—-BP & PC=5-5tgz A L B

k—— 5 ——

Recorrendo ao teorema de Pitdgoras, podemos calcular a medida do segmento [AC]:
AC'=AB +BC’ & AC =545 & AC =25+25 & AC =50
Assim, calculando o perimetro do tridngulo [APC] vem:

P[APC] = AP+ PC + AC =

5
+5—-5tgr+Vvh0= —— —5tgx +Vvo0+5
cosx cosx

Pelo que, para cada valor de = € }Og [, o perimetro do tridngulo [APC] é dado pela fungéo f
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84.2. Como o declive da reta tangente em cada ponto é dado pelo valor da derivada, vamos determinar a
expressao da derivadas:

fl(x) = <Cosx —5tg:c+\/%+5>/ - <C05x>/_ Gtgx) + (VB0) + (5) =

(5)'(cosz) — 5(cos x)’ _ 0—5(—senx) 5

= 5 —5 X ;- +0+0= 5 — — =
cos? x cos? x cos? x cos? x
Hsenx 5 5senx — 5
cos2x  cos?z cos? x

T
Assim, no ponto de abcissa s o declive da reta tangente é:

s () 2(3) 0 35

6 cos? (%) - -

20_ 10

6 3

3
4

=W

. . 10
Ou seja, a reta r tem declive -3
Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010

85. Calculando a derivada da fungao f temos:

f'(z) = (sen (2:5))/ = (22) cos(2x) = 2 cos(2x)

Calculando o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa g vem:

f’(g):2005(2xg>:2cos(%):2x§:\@

Resposta: Opgao A

Exame — 2009, Ep. especial
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86.

87.

Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcgao:
!
f'(z) = (e%.cosz) = (e%) cosz + €"(cosz)’ = e” cosz + €”(—senx) = e”(cosz — senx)
Determinando os zeros da derivada, vem:

fl(z)=0 & e*(cosr—senz)=0 & =0 Vcosz—senz=0 < cosz= senw
Eq Imp,e®>0

S - . L - -, 71'
No dominio da fungdo, o intervalo [0,7[, a tinica solugao da equagdo é x = —.

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

T 0

S (&3
\

n.d
X — n.d.

f + +
f min — M

I°N

Assim, podemos concluir que a fungdo f:

e ¢ crescente no intervalo [O,ﬂ;

e ¢ decrescente no intervalo [%,’/T[;
e tem um minimo, cujo minimizante é (z = 0) e um méaximo, cujo é maximizante (z = T)

Assim o mfnimo relativo da fungao é f(0) = €% x cos(0) = 1 x 1 =1 e 0 maximo é

(Y2 V2ed
2 2

f (%) —=e x cos(g) —ei

Exame — 2009, Ep. especial

Como o declive da reta tangente em cada ponto é dado pelo valor da derivada, vamos determinar a
expressao da derivada:

f'(z) = (sen (2z) cosz)’ = (sen (2z)) cosz + sen (2z)(cosx)' = (2z)’ cos(2z) cos x + sen (2z)(— senz) =
= 2cos(2x) cosx — sen (2x) sen x
Assim, o declive da reta tangente no ponto de abcissa 0, pode ser calculado como:
m = f'(0) = 2cos(2(0)) cos0 — sen (2(0))sen0=2x1x1—-0x0=2

Como f(0) = sen(2(0)) cos0 = 0 x 1 = 0, sabemos que o ponto P(0,0) pertence ao grifico de f e também
a reta tangente neste ponto.
Como a reta tangente interseta o eixo das ordenada no ponto (0,0), o valor da ordenda na origem é zero,
logo a equagao reduzida é

y=2r+0 & y=2z

Exame — 2009, 2.* Fase
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88. Como a funcao é continua, é continua no seu dominio, em particular é continua em z = 0, logo verifica-se
a condi¢ao: f(0) = lim f(z) = lim f(x)
z—0— z—0t

e f(0) =logy(k+0) =logy k
o lim f(z) = 11%1+(10g2(k + z)) =logy(k +07) =log, k
z—

z—0t

sen (2z) sen(2x0) 0

. xlirél f(z) = xl_ifél— = 0 =3 (indeterminagao)
2 2 2
g 250RQ0) g 50y S o g
z—0— 2Xx z—0- 2x (1)  y—0- Yy

Limite Notavel
(1) fazendo y = 2z, se ¢ — 0, entdo y — 0~

Logo, como lim f(z) = lim f(z), temos que:
z—0— z—0t

logok=2 & k=2 & k=4
Resposta: Opgao D

Exame — 2009, 1.# Fase

89. Como a medida da hipotenusa do tridngulo é 2 (porque é um didmetro de uma
circunferéncia de raio 1), podemos recorrer a definicdo de seno e cosseno, para
determinar a medida da base (b) e da altura (a): N

b a
senxzi < b=2senx e cosxzi < a=2cosx

Logo a area sombreada é a diferenca da area do circulo e da area do triangulo:

bxa 2senx X 2cosx N

=m(1)? — S = T—2senx cosr = m—sen (2r) S~

A=A, —Ap = 1’ —
Resposta: Opgao A
Exame — 2009, 1. Fase

90.

O grafico da funcao a tem uma tnica assintota - a reta vertical z =0

O gréfico da fungao b tem uma tunica assintota - a reta horizontal y = 0

O grafico da fungao ¢ nao tem assintotas

~ . . . ’ .. ™
O grafico da funcao d tem um nimero infinito de assintotas - as retas verticais * = ) +kr, kel

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009
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91.

91.1.

91.2.

Quando o ponto P inicia o movimento (e quando
termina), ou seja, quando a sua posigao coincide
com a posicio do ponto A, temos OQ = 4, que é o
valor méaximo de d, para x =0 V z = 27.

Da mesma forma, quando x = 7, ou seja, quando a
posicao do ponto P coincide com a posicao do ponto
B, temos OQ = 2, que é o valor minimo.

Logo, d(0) = 4 e d(w) = 2, pelo que d(0) = 2 x 2 = 2d(w), ou seja, a afirmacdo I é verda-
deira.

Como a fungao atinge o valr minimo para * = m, ou seja OQ = 2, e depois, esta distancia vai
progressivamente aumentar até que OQ = 2, quando x = 27, temos que a funcao d(z) é crescente no
intervalo |m,27[, ou seja d'(z) > 0 se « €]m,2x], pelo que, a afirmagao IT é falsa.

Como o tridngulo [ORP] é retangulo, e sabemos que a
hipotenusa tem comprimento 1, usando a definicao de
seno e de cosseno vem:

PR PR
senx::R = sen:c:ﬁ < PR = senx
oP 1
OR OR —
COST==— & cosx=— <& OR=coszx
oP 1

Como o tridngulo [PRQ)] também é retangulo, e conhecemos a medida de dois lados, podemos usar
o Teorema de Pitagoras:

PQ'=PR +RQ° & 32=(senz)?+RQ < 9—senz=RQ < RQ=+9— sen?z

Logo, 0Q = OR+ RQ <+ OQ = cosz + /9 — sen? z, pelo que, para cada valor de z € }O,g [,

d(x) =cosx + V9 — sen? x

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009

T
92. Sabemos que, no 4° quadrante - ou seja no intervalo {—570] - 0 cosseno de um angulo é positivo e que

cresce de 0 para 1, ou seja cos (fg) =0ecos(0)=1

.. . . ™ p . -
No primeiro quadrante - em particular no intervalo [0,5} - 0 cosseno também é positivo, e decrescente,

pelo que nao atinge valores superiores a 1.

Logo, como a funcao f tem dominio [—g,g}, contradominio de f é [0,1]

Resposta: Opgao B

Exame — 2008, Ep. especial
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93. Como sen (a+b) = senacosb+ cosasenbd, entao sen (2a) = sen (a + a) = 2senacosa, e assim temos que
f(z) =2sen (z).cos(z) +2 < f(x) = sen(2z)+2

A ordenada do ponto de intersecao da reta y = 1 com o gréafico de f é 1 e a abcissa é a solugao da equacéao
f(z) = 1 que pertence ao intervalo [0,7]. Assim, resolvendo a equagio temos:

3
flx)=1 & sen(2x)+2=1 & sen(2x)=-1 & sen(2x):sen?ﬂ- =3

3 3 3 2k
= 21‘:%—1—21@% Vv 2x=7r—§—|—2k7rk€Z & x:IW—I—TW Vv 2w=—g+2kﬂ'keZ &

& Z‘Z%—Fkﬂ' V mz—%—kk’ﬂ'kez

Assim atribuindo valores a k (kK = 0 para o primeiro caso ou k = 1 no segundo caso) obtemos a tnica

- - . . 37
solucdo da equacao que pertence ao intervalo [0,7], ou seja, x = T

- 3
Logo as coordenadas do ponto de intersegao sao: (I,l)

Exame — 2008, Ep, especial
94.
94.1. Recorrendo a defini¢ao de derivada da fun¢do no ponto de abcissa 0, vem:

g(z) — g(0) i 2+ sen (4z) — (2 + sen (4 x 0)) i 2+ sen (4z) — 2

/ T _ _ _
o0 =T T T 2 =l =
S 4 4 4 S 4
_ o ente) . dxsen(dr) . osen(dr) o oseny L
z—=0 T z—0 4xx z—0 4z (1) y—=0 Yy

Limite Notavel

(1) fazendo y = 4, se z — 0, entdo y — 0
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94.2. Para estudar a monotonia da fungao, comecamos por determinar a expressao da derivada:
g (z) = (2+ sen (45(:))/ = (2) + (sen (45(:))/ =0+ (4z)" cos(4z) = 4 cos(4x)

Para estudar o sinal da derivada, calculamos os zeros:

k
d(x)=0 & 4dcos(4r) =0 & cos(dr) =0 & 4x:g+kz7r,k€Z o s=2+T kez

8 47
Atribuindo valores a k (k = 0 e k = 1) encontramos as duas solugdes da equagdo que pertencem ao
T w 27  3m

t 1:|O7T[ . _7T _7T+ o 4
intervalo |0,5 |, ousejaz=gex= o+ =2 S S

L . . . . ™
Estudando a variacao do sinal de ¢’ para relacionar com a monotonia de g, no intervalo ]0,5 [, vem:

3
8

g + - 0 +
g — Méx — min —

z |0

NIE

O |0y

T
Assim, no intervalo }0,5 [, temos que:

e 0 valor do maximo de g é g(z):2+ sen <4><g):2+ sen (z):2+1:3

8 2
3 3 3
e o valor do minimo de g é g<87r> =2+ sen <4><87r> =2+ sen (;) =2+(-1)=1

. . ™ , . 3mmw
e g é crescente no intervalo }0,§} e também no intervalo <3

. . T 3T
e ¢ ¢é decrescente no intervalo PRy
Exame — 2008, 2.* Fase
95. Como Dy = [—m, + oo[, 86 pode existir uma assintota horizontal quando z — +oc:
lim f(z)= lim (e”**!) = e dFe)Fl — o= —
r—~00 x—+00

Logo verifica-se que a reta de equagao y = 0 é a tnica assintota horizontal do gréfico de f

Como a fungédo é continua em | — 7,0[ e em ]0, + oo[, por resultar de operagoes sucessivas entre fungoes
continuas, entao as retas definidas por x = —m e por x = 0 sdo as duas Unicas retas verticais que podem
ser assintotas do grafico de f:

3sen(z)  3sen(—m) 0

lim z) = lim = = =0
z—)fﬂJrf( ) r——mt 2 —2 —72
Ou seja, a reta de equagdo z = —m nao é uma assintota do grafico de f
3sen (x 3  sen(x 3 sen (z 3
limf(x):limA:hm — X (z) = lim — x lim ():—xlzfooxlzfoo
-0~ z—0- a2 20— \ & x 20~ T 320~ X 0-
———

Limite Notavel

Assim, a reta de equagdo x = 0, é a unica assintota vertical do grafico de f

Exame — 2008, 1. Fase
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96.

97.

98.

Como o ponto @ estd sobre um circulo trigonométrico, temos as

5 5
coordenadas do ponto @ sao (cos 77T7 sen ,;T>

Considerando o lado [OR] como a base, a medida da altura é yq
(a ordenada do ponto @). E assim a drea do tridngulo pode ser
calculada como:

L 5w
ORXyQ71Xben7
2 B 2

A[OQR] = ~ 0,39

Resposta: Opgao A
Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008
Determinando a expressao da derivada e igualando a zero, temos:
() =(3—=2cosz) = (3) — (2cosz) =0 —2(—senx) = 2senw

fl(x)=0 & 2senz=0 & senz=0 & x=kn,keZ

No intervalo [0,27] as trés solugbes sdo ¢ =0, x = 7w e x = 27

Estudando a variacao do sinal de f’ para relacionar com a monotonia de f, no intervalo [0,27], vem:

T 0 us 27
1! 0 + 0 — 0
f | min — Max — min

Logo, o valor = de para o qual f(z) é maximo, é 7
Resposta: Opgao C
Exame — 2007, 2.? fase

Partindo da area do circulo menor temos:

2

- 3

a=m? & AVcosf=mr? & (porque a = Av/cos6)

& wR%>Vcos =nr? & (porque A = wR?)

& R%:Veosf =12 & (dividindo ambos os membros por 7)

= ({ﬁr)Q\/ cosf=r? o (porque R = v/2r)

& V2r2veosh =12 &

& V2xVeosf=1 & (dividindo ambos os membros por 7"2)

& Veosf = % = (calculando o quadrado de ambos os membros)
2

= cosf = % =

& cosf=cost o

<

Logo 0 = g, porque 0 € ]O,g [

Exame — 2007, 2.* fase
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99.

99.1. Como a funcao h resulta de operagoes ,
sucessivas de funcdes continuas em R, é | f'(z) = (ezil) =(x—-1)et=1xe" T =e"!
uma fungao continua, e, por isso, também é
continua em {0,5 g (x) = (senz) = cosz
Como —-0,63 < 0 < 1,77, ou seja,
h(0) < 0 < h (g), entdo, podemos _ 1
concluir, pelo Teorema de Bolzano, que
. Qo .
existe a € }0,5[ tal que h(a) = 0, ou seja, - o o . -
que a funcao h tem, pelo menos, um zero h (5) =f (5) -9 (5) =ez2 +COS§ =
+ 1

™
em](),g[. — e3-1

99.2. Como ficou provado no item anterior, existe a € ]O,g [ tal que h(a) = 0, logo

ha) =0 < f'(a)—g'(a)=0 < f'(a)=g'(a)

7r
Ou seja, existe a € }075 [ tal que as derivadas de f e g nos pontos de abcissa a sdo iguais, ou seja, os

declives das retas tangentes aos gréaficos das funcoes f e g nos pontos de abcissa a sao iguais, o que
significa que essas retas sao paralelas.

Exame — 2007, 1.2 fase

100. Considerando o lado [OC] como a base do tridngulo (OC = 1), a altura

serd o segmento que contém o ponto P e a sua projecao ortogonal (P’) 15
sobre a reta OC. —
_ , altura P
Como OP =1, recorrendo a defini¢ao de cosseno, vem: P
P’ PP R
COST = —— <& COST = < PP =cosx OlAx A
OP Tz
Assim a drea do tridngulo [OPC] é: %
o
OC x PP" 1xcosz cosx
2 2 2 C

Resposta: Opgao B

Exame — 2006, Ep. especial
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101.

101.1.

101.2.

Como o periodo de uma funcao trigonométrica pode ser calculado como a diferenga das abcissas de
dois méximizantes consecutivos, comecamos por determinar a derivada da funcao:

f'(x)=(A+B cos(C’m))/ = (4)" + B( COS(CJ?))/ =0+ B(Cz)' (—sen(Cx)) = —BC'sen (Cx)
Calculando os zeros da derivada temos:

fl(z)=0 & —BCsen(Cz)=0 & sen(Cr)=0 & Cx=kmkecZl & m:%r,keZ

Assim, como todos os zeros de f’ estao associados a uma mudanca de sinal, para cada valor de k
verificamos a existéncia de um maximizante, ou de um minimizante.
Como os maximizantes e os minimizantes ocorrem alternadamente, se um valor de k gera um maxi-
mizante, k + 1 gera um minimizante e k + 2 gera outro maximizante.
Logo, para k e k + 2 temos dois maximizantes (ou minimizantes) consecutivos, pelo que o periodo
da funcao pode ser calculado como:

(k+2)r kr (k+2)r—kn kr+42r—kr 27

C C C C C
Como o periodo da fungdo é a diferenga entre dois maximizantes consecutivos, e a distancia do
ancoradouro ao fundo do rio ocorre a cada maré alta, o periodo desta funcao é 12 — 0 = 12.

m
Por outro lado, como o periodo desta fungao é el temos que:

2 2T

T
6
Assim temos que a fun¢ao a fungao é do tipo f(z) = A + Bcos (% X x)

Como a distancia ao fundo do rio era maxima as zero horas, e a distancia méxima foi de 17 metros,
temos que

£(0)=17 & A+Bcos (% x0) =17 & A+Beos(0) =17 & A+Bx1=17 & A+B=1T
Por outro lado, como a distancia era minima as 6 horas, e o minimo da fungao é 11, temos:

F(6) =11 < A+Bcos (% x 6) =11 & A+Bcos(r)=11 & A+Bx(-1)=11 & A-B=11

Logo, temos que

A+B=17 11+B+B=17 2B=17-11 B:g B=3
<~ = ~ 4

A-B=11 A=11+B A=11+B A=11+3 A=14
Pelo que, os valores dos parametros adequados ao modelo sao A =14, B=3e C = %

Exame — 2006, Ep. especial
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102. Como o arco BA é um arco de uma circunferéncia de raio 1, e com amplitude

«, tem de comprimento a. y,\
Como OA =1, e recorrendo as defini¢es de seno e cosseno, vem: A
AC AC —
sena = — & sena=—— < AC = sena
OA 1
L L @
_ocC ee 00 — 5
cosa—ﬁ @cosa—T & =cosw 0 C B x

Logo, OB=0C +CB < 1=cosa+CB < OB =1—cosa
Assim, o perimetro da regiao sombreada é:
P=a+AC+CB=a+sena+1—cosa=1+a+ sena — cosa
Resposta: Opgao D
Exame — 2006, 2.2 Fase

103.

103.1. Como o periélio é o ponto da Orbita da Terra mais proximo do Sol, é nesse ponto que a distancia é
minima. Nesse ponto o dngulo x tem amplitude zero radianos, logo a distancia minima, em milhces
de quilémetros arredondados as décimas, é:

d(0) =149,6(1 — 0,0167 cos 0) = 149,6(1 — 0,0167 x 1) ~ 147,1
Analogamente, o ponto da érbita da Terra oposto ao periélio serd o mais afastado do Sol, e é nesse
ponto que a distancia é maxima. Nesse ponto o angulo x tem amplitude 7 radianos, logo a distancia

maxima, em milhoes de quilémetros arredondados as décimas, é:

d(m) = 149,6(1 — 0,0167 cos ) = 14976(1 —0,0167 x (—1)) ~ 152,1
. 27t
103.2. Se x = 7, da relacao - = x — 0,0167 sen z resulta:

ot 9t ot T T
o _0016Tsent < %}:w—ammxo e T or o p:”; & t=3
s

No contexto da situacao descrita, quando o angulo z tem uma amplitude de 7 radianos, o tempo
(t) que decorreu da passagem da Terra pelo periélio é metade do tempo (T') que a Terra demora a
descrever uma Orbita completa.

Exame — 2006, 2.* Fase
104.

104.1. No instante inicial (¢ = 0) a amplitude do dngulo SOP é dada por:

T T T m T T 3 7 T -0
0) = 2 — Zeos (/98 x0) =7~ Teos0= 7 — & =2 -~ u ANE
a(0) = 3 - 5 cos (V08 x 2 6 T27676 6 6 3 N

Assim, considerando o ponto @), como a projecao ortogonal do ponto A sobre
a reta OS5, temos que a amplitude do angulo QOA é 3 radianos, e a distancia

|

|

|

|

. l

—_ N |
do centro da esfera a reta OS é QA. Logo: AN |
|

|

1

|

|

‘:>'4.
seng:g:A P2 seng:QT P2 @:seng PN @:§ — T
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104.2.

105.
105.1.

105.2.

106.
106.1.

72/96

T
Quando o ponto P passa na reta r temos o = 5" Logo valor de t que corresponde ao instante em

. . , ~ o ~ Q
que o ponto P passa na reta r, pela primeira vez, é a menor solucao positiva da equagao «a(t) = 5"
Resolvendo a equacgao vem:

a(t):g & gf%cos(\/ﬁgzg & f%cos(\/%t):() & cos(\/9§t>20 &

T+ km
= \/9,8t=g+k7r,k’€Z = tZZW,kEZ
Logo, a menor solucao positiva da equagao corresponde a k = 0, ou seja, t = 2 0,5

JOR

)
Ou seja, o ponto P passa na reta r, pela primeira vez, aproximadamente, meio segundo depois do
instante inicial.

Exame — 2006, 1.* Fase

Como a reta PR é tangente & circunferéncia no ponto R, é perpendicular ao raio [OR], ou seja o
angulo ORP é reto, e por isso o tridngulo [ORP] é retangulo.

Como o angulo POR tem amplitude 3 radianos e OR = 1, recorrendo & definicio de tangente, temos:

wl o B LB mp 0
82" 0OrR T ®2 7 1 ~ 8y
Logo, considerando [OR] como a base do tridangulo [ORP]

e [RP] como a altura, vem:

o o (0% «
L _ORxRP_1x'y 8y
e

Como os pontos R e S sdo simétricos relativamente a reta AB, temos que:

«
tg —
Ajorps) = Ajorp) + Ajors) = 2 X Ajorp] = 2 X 72 = tg

Ou seja, para cada valor de « €]0,7[, a drea do quadrildtero [ORPS] é dada por f(«)

lim f(a) = lim tgg = tgz_ = 400
a—mT— a—T— 2 2

Quando o angulo « se aproxima arbitrariamente de 7, as retas tangentes PR e PS, intersectam a
reta AB num ponto arbitrariamente afastado de A, o que significa que as dreas dos tridngulos [ORP]
e [OPS], e consequentemente a drea do quadrildtero [ORPS], sdo arbitrariamente grandes.

Exame — 2005, Ep. especial (c6d. 435)

O declive de uma reta tangente é dado pelo valor da derivada na abcissa do ponto de tangéncia.
Como f'(x) = (senx)’ = cosz, temos:
m, = f'(a) =cosa e mgs= f'(b) =cosb

Como a+b=27 & a=27w — b, temos que:
my = f'(a) = cosa = cos(2m — b) = cos(—b) = cos(b) = f'(b) = ms

Logo, as retas r e s tém declives iguais, ou seja, sao paralelas.
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106.2. Como o dominio da fungao g é |0,7[U]m,27[, o grafico de g ndo tem qualquer assintota nao vertical.

Como a funcao g resulta do quociente de duas fungoes continuas, é continua no seu dominio, isto é,
as retas ¢ = 0, x = m e x = 3 s@0 as trés uUnicas retas que podem ser assintotas verticais do gréafico

de g.
1 1 1
° o) = ey = A ey T senT = o enw =
xT =0t X

(limite notdvel)
Logo, a reta x = 0 nao é uma assintota vertical do grafico de g
T ™

lim g(z) = lim —— = lim — +
e lim g(z) = lim —— = lim = = — =4
v a—n— f(x) aowx-senx sen(w~) 0F

Logo, a reta x = m é uma assintota vertical do grafico de ¢

I () I I T 2m~ 2m~
[ ] 1m = m —— = 1m = = = —
e A e f(z) a—2r—senz  sen(277) 0~ >

Logo, a reta x = 27 é uma assintota vertical do grafico de g

Assim, o grafico de g tem exatamente duas assintotas: as retas verticais x =7 e rz =27

Exame — 2005, 2.* Fase (c6d. 435)

107. Recorrendo a definigdo de derivada no ponto de abcissa 7, temos que:

flz)— f(m) . COST — COST . cosz—(—1) . cosx+1
2 v lim—————— = lim—— "~ = lim—— =
T—rT xr — T Tr—T xr — T T—rT xr — T Tr—rT xr — T

Resposta: Opgao A

Exame — 2005, 1.* fase (céd. 435)

G
108. Como OB = 3, recorrendo a defini¢do de seno e cosseno temos: /-
or or A L b
senr = — < senzx = —— << O] =3senx |
OB 3 3 !
_ L |
BI B — E F
cOST = —— <& cosr=—— <& DBl =3cosx
OB 3
Recorrendo a decomposicao sugerida na figura temos que a area da zona C L D
sombreada pode ser obtida através da soma das areas de 4 triangulos
congruentes e de 4 setores circulares de raio 3 e amplitude x: H
— ——2
OI x BI OB 3s 3 cos 32
A:4XA[OIB]+4XAsetorFB:4X%+4X%ZZLXM-{-zLX‘rXQ _

=2x9senz.cosz+2 Xz x9 =18z + 18senz.cosx = 18(z + senz. cosx)

Logo, para cada valor de x € [O,g} a area da regiao sombreada é dada pela funcao A.

Exame — 2005, 1.* Fase (c6d. 435)

@
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109.

110. O periodo (P) da fungao pode ser calcu-

109.1.

109.2.

Substituindo os valores de A e ¢ na férmula, vem:

tg 38
cos(7,5t) ~ _tgg66 e cos(7,5t) = —0,3397 < 7,5t~ cos 1 (—0,3397) <
109,8594
& THRL098304 & tx t ~ 14,6479

Logo, convertendo 0,6479 horas em minutos vem 0,6479 x 60 =~ 38,8750 ~ 39

Ou seja, em Beja, no Solsticio de Junho, o tempo que decorre entre o nascer e o pér do Sol é
de 14 horas e 39 minutos.

Como ¢ ¢é a latitude do circulo polar artico, para locais situados mais a norte, A > ¢, e logo tg A > tg¢
(porque A €]66,5°,90°[ e ¢ =~ 66,5).

tg A tg A
Assim, para locais situados a norte do circulo polar artico, tgiqﬁ >1 & —tg—¢ < -1
g g
tg A
Logo a substituicao dos valores na férmula cos(7,5¢) ~ _tgiqﬁ resultaria numa equacgao impossivel,
g

porque cos(z) > —1

Exame — 2004, Ep. especial (c6d. 435)

f——— Periodo ——

lado, por exemplo, como a distancia entre | T

dois maximizantes consecutivos. 4m /\ 8m /\
o Ry I
l4r  2r 127 4« \ o AN 9 N
~ 9 !
|

Resposta: Opgao D

111.

111.1.

k—— Periodo ——|

Exame — 2004, 2.* Fase (céd. 435)

Os instantes em que as duas bolas estiveram a igual distancia da base do recipiente, durante os
primeiros cinco segundos, sdo as solugoes da equagdo b(t) = p(t) que pertencem ao intervalo [0,5].
Assim, resolvendo a equacdo, vem:

b(t) =p(t) < 10+e "Msen (rt) = 10—1,37e "M sen (nt) < e Osen (nt) = —1,37e Ol sen (nt) <

& e Osen(mt) +1,37e P sen(nt) =0 < sen(mt)(e " +137e7 ) =0 <

& sen(rt) =0V e "1 4+1,37)=0 & sen(rt) =0 <

(equagao impossivel)
&S nt=kn,k€Z & t=k, kel

Logo as solugoes da equagao no intervalo [0,5] sdo ¢ = 0 (para k = 0), z = 1 (para k = 1), z = 2
(para k =2),z =3 (para k = 3), x =4 (para k = 4) e x = 5 (para k = b), ou seja, neste intervalo a
equacao tem 6 solugdes, o que significa que nos primeiros 5 segundos, as duas bolas estiveram a igual
distancia da base do recipiente por seis vezes.
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111.2.

112.

112.1.

112.2.

A distancia d entre os centros das bolas, é o comprimento da d
hipotenusa de um tirangulo retangulo em que o cateto maior
tem comprimento 2,5 cm e o cateto menor tem comprimento

L '
b(3)-r(3)| g 2.0 cm —)

2

Assim, determinando a diferenga das distancias das
duas bolas a base do recipiente, passado meio segundo,

temos:
1 -0,1x1 1 —0.05
b 3 =10+e > "2 sen 7r><§ =10+e x 1~ 10,95
1 _01x1 1 ~0.05
D 3= 10 —1,37e” """ 2 sen Ty )= 10 —1,37e™ " x 1 = 8,70
Como b (%) —p (%) =~ 10,95 — 8,70 = 2,25, recorrendo ao Teorema de Pitagoras, vem:

d?=2254+25% o d®>=113125 & d=+V113125 = d~34

Logo a distancia, arredondada as décimas, entre os centros das duas bolas, passado meio segundo é
de 3,4 cm

Exame — 2004, 2.* Fase (c6d. 435)

Se o dep¢sito ficar completamente cheio, x = 2w, logo podemos calcular a capacidade total do
depésito, calculando a imagem de 27:

V(2m) = 80(2m — sen (2m)) = 80(2m — 0) ~ 502,655 ~ 503

Ou seja, o depésito tem uma capacidade de 503 m?3, aproximadamente.

1 . . .
Como 1 da altura méaxima, corresponde a metade do raio; conside-

rando o angulo de amplitude g e recorrendo a definicao de cosseno, r
vem e
r
cos <§> -2 & cos (f) - & cos (f) 1 &
2) 2/ 2r 2/ 2

2
& cos(g):cos(g) & g:ig—l—%w,kez & x::t%—i-élkﬂykzeZ

27
Como z € [0,27], a unica solugdo da equacdo é x = 3

Assim, o volume associado é:

2 2 2 o V3
— | = —_— — = —_—— — | ~ 2 ~
V<3> 80(3 sen<3>) 80(3 2) 98,2696 ~ 98

Ou seja, quando nivel de combustivel esta a % da altura méxima, o volume é de 98 m?, aproximada-
mente.

Exame — 2004, 1.* Fase (c6d. 435)
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113.

114

113.1. Com@ = 5, recorrendo a definigao de seno e cosseno, e notando
que CR = OB e ainda que OC' = BR, temos:

senx:g pan senxzﬁ & (CR=5senz & OB=5senz

OR 5

oC 0C _ _ -
CoOSr=—— & cosx=—— & OC=5cosr & BR=5cosx

OR 5 8

Temos ainda que:

OB+BM =8 < BM =8 < BM=8-0OB< BM =8-5senz

Logo, usando o Teorema de Pitagoras, vem:
—2 =2 — ——2 9 9
RM™ =BM" +BR < RM = (8—5senx)”+ (5cosz)” &
& RM =64—80senz+25sen’z+25cos>s < RM =64—80sen +25(sen’z +cosz) &

& RM =64—80senz+25(1) < RM =64+25—80senz < RM =89 —80senz
Logo, para cada valor de z, d(z) = RM = /89 — 80senz

113.2.
7r P
d(§> /89— 80sen T = VI —80x 1= V=3
Ou seja, quando o angulo z tem amplitude 7 radianos, a distancia entre a Rita e a mae, ¢ de 3
metros, o que se pode comprovar na figura, porque quando o angulo = tem amplitude 7 radianos, a
posigao da Rita estd sobre o segmento de reta [M O], e por isso
RM =0OM —-OR < RM=8-5 < RM=3
Exame — 2003, Prova para militares (c6d. 435)
. Calculando a area do trapézio, temos:
B 10 C
AD+BC —— 30+10
A[ABCD]:LXAB: a x10 = 20x10 = 200 TP'
2 2 o
—
Logo, dividir o trapézio em duas figuras com a mesma _L A =100
area, significa que o tridngulo [APD] tera area 100. Z
A 30 D

Usando a defini¢ao de tangente vem:

PA PA —
tor = —— tgr = —— PA=30¢t
gx =5 & tgo 30 = 30tgx

AD x PA  30x30tgz  30%tgx

2 2 2

Logo a drea do triangulo [APD], é: Ajapp) =

30%tgx

Ou seja, Ajapp) = 100 = =100
Resposta: Opgao B

Exame — 2003, 2.% Fase (céd. 435)
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115.

115.1.
F0) = 1 @) SO wtsena— (04 sen0) o senz 0 _
=0 x—0 z—0 T z—0 x
~ im (f_’_senx) — lim (1+ senx) g i 502 14129
z—=0 \T x x—0 €T z—0 T

(limite notdvel)

115.2. Para estudar o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo, comecamos por deter-
minar a expressao da primeira derivada e depois da segunda derivada:

f(x) = (z+ senz) = (z) + (senz) =1+ cosz
(@)= (f'(x)) = 1 +cosz) = (1) + (cosz)’ =0+ (—senz) = —senz
Determinando os zeros da segunda derivada, vem:
f"(x)=0 & —senzx=0 & senzx=0 & z=kr,keZ

T 3T

27 2
T = m, e assim, estudando a variacao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades
do grafico de f, vem:

Logo as duas solucoes da equacao que pertencem ao dominio da fungao <[ }) sao x =0 e

T -3 0 T 32"
& + 0 — 0 +
f N—" | Pt. L 7N\ | Pt. L N—

Logo o gréafico de f tem:
e a concavidade voltada para cima no intervalo [fg,()[ e no intervalo }ﬂ,%ﬂ
e a concavidade voltada para baixo no intervalo ]0,7|

e dois pontos de inflexao de abcissas t =0ex =7

115.3.
f(x)=xz+cosz & x4+ senx==x+CoST < SENT =COST < SENT = sen (g—m> =
s i s 0
& x:§—x—|—2k7r \% $=7T—§—33+2k‘ﬂ'k€Z & 2:1;:5—1—21671' \% 21‘=§+2kﬂ'/€€Z &
& a=T+kr kel
. T 3m . - . ™ 57
Logo os dois valores de z € 35 que verificam a condigao dada, sao:r:Z ex:Z
Exame — 2003, 2.* Fase (céd. 435)
116.

116.1. Como a =2 e b= —5, temos que f(x) =2 — 5sen’x

tg 0 1
— ¢ =~ vem:
cos? x & 2’

12+1 Loy L .02 L & cos?8
— = — — = — _— = — COS =
2 cos? 6 4 cos2 6 4  cos?0

e Como tg?z +1=

4

2
& 0=—
COS 5

Mm‘ —

4
e Como sen?z +cos?z =1 e cos?f = = vem:

4 4
sen29+g=1 = sen29:1—g & sen’f =

] Ot
(SR

1

2
& 0=—
sen 5

1
Logo, f(9)=2—55en29:2—5(5) =2-1=1
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116.2. Como z = 0 é um maximizante e 1 é o maximo, temos que:
fO)=1 & a+bsen’*(0)=1 & a+bx0=1 & a=1

~ . . . T, e p P
Como 0 e 7 sao dois maximizantes consecutivos, x = 3 é um minimizante, —3 é o minimo e a =1,
temos que:

F(5)=-8 & 14bsen? (3)==3 & 1+bx(1)?=-3 & b=—3-1 & b=—4

Logoa=1eb=—4

Exame — 2003, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

117.
117.1. Considerando o tridngulo [BCE],e recorrendo & definigao de ¢« F
seno e cosseno, temos:

CE CE _ 5 B

seny = —— < senr = —— <& (CF =2senz 2 .
BE 2 \
—_ —_ \
BC BC — !

COST = —— & cosz=— & BC =2cosx _l
BE 2 A 2 B C D

Logo, considerando a drea da zona sombreada como a diferenga das dreas do o trapézio [ACEG] e
do triangulo [BCE], temos:

AG+CE —_B_CX@_ 24 2senx

Alapra) = Ajacee—Apop) = ——5—— xAC 5 5

><(2_’_B—C)_2cossrj >2< 2senx _

4
=(1+ senz) X (24 2cosx) — w =24 2cosx +2senx + 2senx cosxT — 2sen T Cos T =

=2+ 2senz + 2cosx = 2(1 + senx + cosx)
Logo, para cada valor de z € [O,g} , a drea do poligono [ABEG] é dada por A(z) = 2(1+ senxz+cos x)

117.2. o A(0) =2(1+ sen(0) +cos(0)) =2(1+0+1)=2x2=4
O que também pode ser observado na figura, porque se = 0, o ponto F coincide com o ponto
D, e por isso a drea sombreada também pode ser calculada como a drea do tridngulo [AGD]:

AG x AD  4x2

4
2 2

Alagp) =

. A(g) :2(2(1+ sen (g) +cos(g)> —2(1+14+0)=2x2=4
O que também pode ser observado na figura, porque se x = 7, o ponto E coincide com o ponto
F, e por isso a drea sombreada também pode ser calculada como a drea do quadrado [ABFG]:

A[ABpg]IEXEIQXQIZl

Exame — 2003, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)
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118.

4dmr?
4

2

1
118.1. Como a drea da superficie terrestre é dada por Agsferq = 4772, logo ZA Esfera = =7r

Assim, pretendemos determinar o valor de 6 tal que:

2

1
f0)=nr* < 2% (1 — senf) = 1? & 1—sen49:2ﬂ7-l_rr2 & 1—sen0:§ &
1 1 1 7
& —sen0—§—1 & —sen@-—i & sen9—§ & senO—seng &

o 6=%+2k7r v 9=7r—%+2k7r,kEZ

Como 0 € [O,g} , a Unica solugao da equagao é 6 =

o3

Ou seja, para que a superficie visivel da nave seja um quarto da superf?
ter amplitude de § radianos.

118.2. Considerando o tridngulo [CAN], e a defini¢do
de seno, vem:

senf = — < senf = "
CN r+nh

Logo, determinando a area visivel a partir da
nave, em funcao de h, vem:

_ o201 o 21T o 2frth
g(h) = f(0) =2nr°(1—senf) = 2mr (1 r+h>—27r'r (r+h -

118.3.
lim A lim A
) . 2mr?h . h h—>+o00 h= oo
1 h)= 1 =2mr? 1 =2mr? = = omry? =
Am g(h) = i e =2 i e = ™ T k) 2 Tm h
h—+o00 h—+o0

Logo, quando a distancia da nave a Terra é arbitrariamente grande, a area da superficie terreste
visivel da nave, aproxima-se de 2772, ou seja, de metade da drea total da superficie da Terra.

Exame — 2002, Prova para militares (c6d. 435)

119. Considerando o ponto I como a posicao inicial do ponto P, e o ponto () como a projecao ortogonal do
ponto P sobre a reta IC, pela definicao de cosseno vem:

cosaz& & cosa:ﬂ & CQ =cosa
CcP 1
ComoCQ+QRI=1 & QI=1-CQ < QI =1--cosa, temos que:
dla)=2—-QI <« d(a)=2—(1-cosa) &

< dla)=2—-14cosa & d(a)=1+cosa

Resposta: Opgao A

Exame — 2002, 2.* fase (céd. 435)
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120. Considerando o ponto P como intersec¢do da reta AB com o eixo Oz e Yy
usando a definicado de seno e cosseno temos que:

AP AP — A
sen = —— & sena=—— & AP = sena
OA 1
« C .
OP OP — 0] P T
cosq = —— & cosa=——— & OP =cosa
0OA 1 B

Assim, considerando [AB] como a base e [OP] como a altura, a drea do
tridngulo [OAB] é:

ABxOP 2xAPxOP _—— __
;O =X 2XO = AP x OP = sena.cos«

AjoaB) =
Resposta: Opgao A

Exame — 2002, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

121.
121.1. Como limw ¢é a definicao de derivada no ponto de abcissa 0, temos que:
T—r i
— f(0
tim 29 = 5O 0y Z 04 2c05(0) =2 x 1 = 2
x—0 x

121.2. Para estudar o sentido das concavidades, comegamos por determinar a expressao da segunda derivada:

!’

()= (f'(x)) = (z+2cosz) = (x) + (2cosz) =1+ 2(cosz)’ =1+ 2(—senz) =1—2senx
Determinando os zeros da segunda derivada vem:
1

f"(x)=0 & 1-2senz=0 & —2senx=-1 & senz =5 & senx:sen% &

5
& Z‘Z%—I-Qk’ﬂ' \Y, x:ﬂ—%—&-ﬂm,keZ & $=%+2kﬂ' \Y, $=§+2k‘ﬂ',k‘€Z

Como o dominio de f ( e portanto também de f” ) é [—m,x], as Unicas solucoes da equagdo, ou seja

P . < ™ om . - .
os tinicos zeros da derivada, sdo: © = — e x = —, e assim, estudando a variagao de sinal de f” para

o relacionar com o sentido das concavidades do grafico de f, vem:

T -7 5 %” T
f" + 0 — 0 +
f N—" | Pt. L 7~ N | Pt. L N—

Logo o gréfico de f tem:

. . . m . om
e a concavidade voltada para cima no intervalo [—776] e no intervalo E,ﬂ'

)
e a concavidade voltada para baixo no intervalo [g,g}
51

exr — —

e 2 pontos de inflexdo de abcissas x = ¢ 5

Exame — 2002, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)
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122.

122.1. Usando as defini¢oes de seno e tangente, vem:

BC b ¢
1 — 1 N
senr = —— & senr=— <& FEC=
EC EC sen x
BC 1 — 1
tg:n::C & tgr==— & EB=_— 1
EB EB tgx
Sabemos ainda que F
x
- N I N 1 =
AE+FEFB=1 & AE=1-FEB & AEzl—E A E B
T

Assim, como FC = EC e AF = AFE, calculando o perfmetro do quadrildtero [CEAF], vem:

- —= 1 1 2 2
P[CEAF]:2><AE+2><EC':2><<1—t>-|—2>< =2 = 4
gx senx tgx senx
Ou seja, para cada valor de = € } %, g { o perimetro do quadrilatero é dado pela funcao f
122.2.
2 2

. . 2 2 : . 2 . 2
lim f(z)= lim (2— —+ = lim 2— lim —+ lim =2——+4-=2-04+2=4
L z—Z- tgx senx r—I- z=I-tgr z-I-senx 400 1

Ou seja, quando o angulo x toma valores arbitrariamente préximos de 7, o perfmetro do quadrildtero

é 4, porque, como se pode ver na figura, quando x — 5§, a posicao do ponto E ¢é praticamente

coincidente com o ponto B, ou seja o quadrildtero [C'EAF], praticamente coincide com o quadrado
[ABCD], que tem perimetro 4.

122.3.
2 2\’ 2\’ 2\ —2(tgz)  —2(senx)
/ / ’ g
= = (2= =(2) - = 2 ) =0- =
(@) (f(x)) ( tgx + senac) @) <tgx> Jr(sensc) tg? x M sen? x
1
_2XCOSQ.’I} 2cosx  2x1 2cosx  2—2cosx
T sen?x sen2z  sen?x sen?z  sen?z
cos? x

No dominio da fungao f (e de f/(z)), ou seja no intervalo ] %, g [, temos que:

e cosxr <1l & 2cosr<2 & —2cosr>-—-2 & 2—2cosr>—-2+4+2 & 2—2cosx >0
e senz >0 < sen’z >0

2—2cosx

e Logo, o quociente >0, ousejaa f'(z) >0

sen? x
Assim, podemos concluir que a funcdo f é estritamente crescente.

Exame — 2002, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

123. e aexpressao f(x) = x? ndo pode ser porque f(0) = 0, ou seja esta funcio tem um zero
e a expressdo f(x) = e* nao pode ser porque nao é par, por exemplo f(1) # f(—1)
e aexpressao f(r) = cosz nao pode ser porque tem um nimero infinto de zeros: se x = +km .k € Z,
temos que f(x) =0
A fungdo f(x) = m é uma funcao constante, nao nula, por isso nao tem zeros e Vo € R, f(x) =7 = f(—x),

ou seja, ¢ uma funcao par, porque objetos simétricos tém a mesma imagem.

Resposta: Opgao D

gmat.absolutamente.net
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124.
124.1.

124.2.

124.3.

Para estudar a existéncia de assintotas nao verticais, vamos averiguar a existéncia de um valor finito
para o declive da assintota, como o dominio é R™:

+ T T sen ——
T + sen — sen —
T T 00
m = lim&— lim —% = lim =+ lim T 14T
r—+oo I T—+00 €T T—+oo r—+oco I 400
sen (0T 0t
_q g s (0)

=1+ =1+0" =1
+00
Averiguando a existéncia de um valor finito para a aordenada da origem da assintota, vem:

b= lim (f(z)—maz)= lim (x—l— seng—x): lim (seng):senJr%:sen((ﬁ‘):O

T—+00 T—+00 T—+00

Logo a reta de equacao y = 1 X z 4+ 0, ou seja y = = é a Unica assintota nao vertical do grafico de f

Para determinar o declive da reta tangente ao grafico, comegamos por determinar a expressao da
derivada da funcao:

f(z)= (f(x))/ = (Jc—i— sen g)/ = (z) + (seng), =1+ (W) cosg =1- 1cosg

22
Logo o valor do declive da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa 2, pode ser calculado

comao:

mr:f'(Q):lf%cosg:1726050:172><0:170:1

Para determinar as coordenadas do ponto de abcissa 2, que pertence ao grafico da fungao e a reta
tangente, simultaneamente, calculamos:

f2)y=2+ seng:2+1:3

Logo a reta tangente é da forma y = 1 X  + b e contém o ponto P, de coordenadas P(2,3), pelo que:
yp=zxp+b & 3=240 & 3-2=0 & b=1

Ou seja, a equacao da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa 2 é y =z + 1

Os zeros da fungao sao as solugoes da equagao f(x) = 0, resolvendo a equacdo vem:

™ ™
fl2)=0 & z+sen—=0 & x=—sen—
T x
™
Como sen — > —1 Vz € R, temos que:
x
T 0
sen— > -1 & —sen— <1
x x

. . - T .
Assim, para valores de = €]1, + oo], ou seja, para x > 1, a equagdo x = —sen — nao tem solugoes, o
x

que significa que a fun¢do nao tem zeros no intervalo |1, + oo

Exame — 2001, Prova para militares (c6d. 435)
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125.

125.1. Considerando A; e As as projegoes ortogonais do ponto sobre as retas

A P
BP, e BP,, respetivamente, temos que o angulo As AP, também 2 2
tem amplitude x, pelo que recorrendo as definigoes de seno e cosseno T
temos: S
AA 12 N 12 Al
senr=—=1 & senr=-— o AP, = ! 12
APy AP, sen x T
AA 16 — 16 P,
COST = 2 & CoST = — & AP, = !
AP, AP, cosT
Calculando o comprimento da ponte (¢), em fungio de x, vem:
_— 16 12 16senx 12cosx 16senx + 12 cosx
C(ZE):AP2+AP1: + = + =
COST SEeNnxT  COSX.SenT  Senx.cosT Sen z.cos

125.2. Se BP, = BP, o tridngulo [Py BP] é um tridngulo retangulo isésceles, ou seja os dngulos agudos sao
iguais, e por isso, tém amplitude T radianos.

Assim, calculando o comprimento da ponte, vem:

7 5 7
16 sen (E)+12cos(5) ox Y2 195 V2 ggu V2
(3)= 4 AT VAS \% = 2 = 2 —928V/2~306
Sen (Z) . COS (Z) 7 % 7 Z

Ou, seja, se o vértice a ponte for construida entre dois pontos equidistantes do vértice B, terd um
comprimento aproximado de 39,6 metros.

Exame — 2001, Ep. especial (c6d. 435)

126.

126.1. Como o dominio da fungdo é | — m,w[, e f resulta de operacoes sucessivas entre fungoes continuas,
também é continua, logo as retas * = —m e x = 7 sao as Unicas retas que podem ser assintotas do
grafico de f.

. . cos cos(—) -1 -1
e lim z)= lim = = =— =—00
:v—)—ﬂ'—f( ) z——r-1+cosx 1+4cos(—m) 14 (=1F) O0F
Logo, a reta x = —m é efetivamente uma assintota vertical do grafico de f
cos T CoS T -1t -1
e lim f(z) = lim = = = =
ot zortl4+cosz  1+cosm 1+ (—1F) 0OF

Assim, a reta x = 7 também é uma assintota vertical do grafico de f

@ma‘c.absolummen‘ce.net
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84/96

126.2. Para estudar a existéncia de extremos da fungao, comegamos por determinar a expressao da derivada

ron cosz \'  (cosx)(1+cosx)— (cosz)(l+cosz)
f) = <1+cosx> B (14 cosx)? N

—senz(l 4 cosx) — (cosz)(0 — senx)

—SenT — SenT.CoST + Senx.cosT  —senzx
(14 cosx)? N (14 cosz)? (14 cosx)?
Para provar a existéncia de um maximizante, vamos determinar os zeros da derivada:
—senx
"#2)=0 & —————==0 & —senx=0 A 1+cosz)?2#0 &
@) (14 cosx)? (—,)_7&/
(PV, cosz # —1,Vzx €] — m,m])
& senx=0 & x=kn,keZ
Ou seja, no dominio da fungao (o intervalo | — 7,w[), a tinica solugdo da equagéo f/'(z) =0, é x = 0,
pelo que podemos estudar a variacao do sinal de f’ para relacionar com a monotonia de f:
x| —m 0 m
f | nd. + 0 n.d.
flnd| —7 | Mix| —~—~— | nd
Assim:

cos 0 1 1
7(0) = - =3
14cosO 141 2

Logo, a funcio f s6 tem um méximo, cujo valor é %

2
126.3.

A medida da base maior do trapézio (OP = zp), como P pertence ao semi-eixo-positivo Oz, é a
solugao positiva da equagao:

f(l‘):() o CoS T

——— =0 & cosx=0A 14 cosx #0 & I:E+2kﬂ',k’€Z
1+ cosx —_—— 2
(PV, cosz # —1,Vz €] — m,x[)

Logo, a tinica solucao positiva do intervalo | — m,7[), é 7, ou seja, OP = xp = =

A medida da base menor do trapézio (RQ = zqg), como @ estd sobre a reta de equacdo y =
é a solugao positiva da equagao:

1
3
1 1
f(a:):3 % 3 © 3cosz =1+cosz A

1+cosz#0
N——_— ——
(PV, cosx # —1,Vzx €] — 7,m[)

1 ™ ™
& 3cosr—cosr=1 & 2cosx=1 & cosT = & cosr=cos—- & rz=tx—+2kn ke’

Logo, a dnica solugao positiva do intervalo | — m,7[), é

, g,ouseja,@:xQ:g
Assim, calculando a area do trapézio, vem:
- s + T 21 + 3T
RQ+0OP —— 3759 1 g7T7% bn
A = x OR = X =22 =
[oPQE] 2 2 3 6 36

Exame — 2001, 2.* fase (céd. 435)
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127. Designando o ponto (1,0) por P e recorrendo a defini¢ao de tangente, temos que:

AP AP —_—
t = — t = — AP =t
ga 5P & tga T & ga

Logo, podemos calcular a area da regiao sombreada, como a soma do quarto de
circulo de raio 1, com a drea do tridngulo [OPA]:

A, 7x1> OPxAP © 1xtga =
A:* A p— = — —_— T —
g TAlora T 2 1T 4

tg o
+ 2

Resposta: Opgao A

0 2

Exame — 2001, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)

128.

128.1. Como A e B sdo pontos cujas ordenadas sdo extremos da fungdo, comegamos por determinar a

expressao da derivada, e calcular os zeros:

f(x)=(z+2cosz) = (x) +2(cosz) =1+2(—senx)=1—2senx

, _ _ _ 1
fllx)=0 & 1—2senz=0 & —2senz=-1 & senz =g &

™
senxr = sen —- <<

6

5
. x:%+2k7r\/x:7r—%+2k7r,k62 & x=%+2lmvx=—§+2kw,kez

Logo, as unicas solugoes da equagao do intervalo [0,27], ou seja as duas tnicas solugoes da equagao

N ™ %8 N .. L.
sao r = — e x = —, pelo que podemos provar que sao maximizantes ou minimizantes, pelo estudo

do sinal da derivada para relacionar com a monotonia da fungao:

S

z | 0 3

2w

O (o

f! + — 0 +

f — Max — min —

Logo, como a ordenada do ponto A é um méaximo, e a ordenada do ponto B é um minimo, vem:

v
.ﬁCA:g

T T T T \/3 T 2\/3 T 6\/§ 7T+6\/§
YA f(G) G ST TN T T T 6
e _5£
B~ 7%

57) 5 55 5 3
.yB:f(ﬂ->:7T+2COS7TZ7T+2(—CQS7T):7T_2X\/>:

6 6 6 6 6 6 2

128.2. Pela observagdo do gréfico, verificamos que o contradominio de f é o
conjunto dos valores compreendidos entre a ordenada do ponto B e a
imagem de 27.

Assim,
f@2m) =214 2cos(27) =27 + 2(1) =27 + 2
Ou seja:

21+ 2

57 — 63
e

57 6V3 51 —6V3
6 6 6
Ya

Exame — 2001, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)
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129.

129.1. Para determinar a drea de uma das faces laterais, comegamos determinar a altura do tridngulo (EG).

—— AB 2
Recorrendo a definigao de cosseno, como FG = - =3 1, E
vem:
e 1 — 1
COST = —— & cosr = —— & EG=
EG EG cosx

Assim, calculando a drea do tridngulo [BC'E], temos:

- 1 C
BCxEG ** sz 1 G

A =
[BOE] 2 2 cos T
A B

Logo, para calcular a area total, vem:

Loxo— 4 . 4 +4cosm:4cosx—|—4
Ccos T CcoS T CcoS T Ccos T Ccos T

Ar =4 x A[BCE] + A{ABCD] =4 X

Ou seja, para cada valor de = € }O,g [, a drea da pirdmide é dada por A(x)
129.2.
4 4 4dcos(fF7)+4 4x0T+4 4
lim A(z) = lim cosrHd_ (37) _Axoraa 4

I ¢—Z~  COST cos (57) 0+ 0+

= 400

Ou seja, quando o angulo x toma valores arbitrariamente préoximos de 7 radianos, a drea da piramide
assume valores arbitrariamente grandes, o que pode ser justificado pelo facto da altura da piramide

ser arbitrariamente grande.

Exame — 2001, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)

130. i |
im (Inz
. Inz . Inz T . Inz . T zﬁw( ) . 1

lim = lim [ — X = lim — x lim = - x lim SenE =

z—0+SenT  z—0+ \ T sen T =0+ T z—0+ Sen T lim x z—0+
z—0t T

In(0™") 1 —oo 1 1
= 0+ i SenzT 0+ XI——OOX = —00
rz—0t X

(limite notavel)
Resposta: Opgao A

Exame — 2001, Prova modelo (céd. 435)
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131.

131.1. Para que a fungao seja continua no ponto de abcissa 0, tem que se verificar a condigao:

h(0) = lim h(z) = lim h(z)

r—0— r—0t
1
h(0) = =
o 1(0) = 3
1 1 1 1
° limh(x):limx+ = lim (x+>zlim <1+>:1+:1—oo=—oo
z—0~ z—0- I z—=0- \T I z—0— T 0~
1 1 1
e lim A(z) = lim SOE o him B S x1= o
z—0+ z—0t 2% 2250t T 2 2

(limite notavel)
Assim, como lim A(z) # lim h(x), ndo existe limh(z), e por isso, a fun¢do h ndo é continua no
z—0~ z—0t z—0
ponto de abcissa 0.

Mas, como lim+h(x) = h(0), a fungdo h é continua & direita do ponto de abcissa 0.
z—0

131.2. As abcissas dos pontos de interseciao das duas fungoes, no intervalo [—1,10007], sdo as solugoes da
equagdo h(z) = j(z), que pertencem a esse intervalo.

e Assim, para z € [—1,0[, temos:

11
xi =3 © 32° 43z =2 AN2#0 o 32°4+22=0Az2#0 &

& z(3r+2)=0Az#0 & (2=0V3r+2=0) As#0 &

2 2
e (xz()\/xz—3> ANx#0 & x:—§

Ou seja, no intervalo | — 1,0[, os graficos das fungdes h e j intersetam-se uma vez.
e Para z = 0, como a funcao j nao estd definida, nao ha intersecao dos dois graficos.
e Para z €]0,10007], vem:

2 2
hz)=j(z) < =— & senxzé/\:c7é0 & senng/\x#o

2
Como a equagdo senx = — tem duas solugdes no intervalo ]0,27[ e é periédica (de periodo 27)

terd 1000 solugdes no intervalo ]0,10007], porque este intervalo contém 500 intervalos do tipo
10 + 2kw,2m + 2km x k[, k € {0,2,3, ...,498,499}, e existem duas solugdes em cada intervalo.

Assim, os grificos de j e de h intersetam-se em 1001 pontos no intervalo [0,10007] (1 ponto de
intersegao com abcissa negativa e 1000 com abcissas positivas).

Exame — 2001, Prova modelo (céd. 435)
132. Como o valor do declive da reta tangente pode ser calculado pelo valor da derivada, comegamos por

determinar a expressao da derivada:
h'(z) = (senz) = cosz

Como —1 < cosz < 1, o declive da reta tangente estd compreendido entre -1 e 1. Logo, as opgdes (A),
(B) e (C) nao podem ser retas tangentes ao gréfico de h, pois os declives das retas sdo maiores que 1, nas
opgoes (A) e (C); ou menores que -1, no caso da opgao (B).

Na opcao (D), ao contririo das anteriores, o valor do declive é compativel com a condigdo imposta
(-1<1<).

Resposta: Opgao D

Exame — 2000, 2.2 fase (céd. 435)
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133.

133.1. Como a fungdo f resulta de operacoes sucessivas de
fungées continuas em R, é uma funcdo continua, e, por | C.A.
isso, também ¢é continua em [0,7].

f(0)=2x0—cos0=0—-1=-1

Como —1 < 0 < 27+ 1, ou seja, f(0) < 0 < f(m),

entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que | f(7) =2 x 7 — cos(n) = 27 — (—1) =

existe ¢ €]0,7[ tal que f(c) = 0, ou seja, que a funcao f —or+1

tem, pelo menos, um zero no intervalo ]0,7][.

133.2. Determinando a expressao da derivada, vem:
f(z) = (22 — cosz) = (22)" — (cosx) =2 — (—senz) =2+ senz

Como senz > —1,Vo € R, entdo 2+ senz > —1+4 2 Vo € R, ou seja f'(x) > 1 Vr € R.

Como a derivada de f é estritamente positiva, a funcao f é estritamente crescente, e fungoes estrita-
mente crescentes tém no maximo, um zero, pelo que o zero cuja existéncia é garantida pela enunciado
do item anterior, é o unico zero da fungao.

Exame — 2000, 2.* fase (céd. 435)

134. Quando o satélite se encontra no apogeu, o angulo x tem amplitude 180°. Assim, a distancia do satélite
ao centro Terra é:

7820 7820 7820
d= = = ~ 8408,6
1+4+0,07cos180 1+0,07(—1) 0,93 ’
Como se pretende saber a distancia a superficie da Terra Apogeu

(dsup), devemos subtrair o raio da terra:

dsyp = d — 6378 = 8408,6 — 6378 = 2030,6 ~ 2031

Logo, a distancia do satélite a superficie da Terra, arredondada as unidades é de 2031 km

Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)

135. Se lirf f(z) = 0 entdo a reta y = 0 é uma assintota do grifico de f; analogamente se lirf flx) =1
T—+00 T—+0o0

entao a reta y = 1 é uma assintota do grafico de f
Como a fungdo g(z) = senz ndo tem qualquer assintota, as afirmagoes das opgdes (A) e (C) sao falsas.

Como senx <1 Vz € R, entdo a afirmacao lilf senz = 400 (opgao (B)) é falsa.
Tr—r+00

A funcado g(z) = senz é periddica e ndo se aproxima de nenhum valor especifico para valores arbi-
trariamente grandes de x, pelo que nao existe lir_irrl sen x
T—r+00

Resposta: Opgao D

Exame — 2000, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)
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136. O dia 24 de margo ¢é o 84° dia do ano (31 + 29 + 24 = 84).
Assim o tempo decorrido entre o nascer e por do Sol, no dia 24 de marco, é

84 — 81
£(84) = 12,2 + 2,64 sen % ~ 12,336
Logo a hora do por Sol, pode ser calculada como a soma da hora a que nasceu (6,5) com a duragao do dia

(12,336):
6,5+ 12,336 = 18,836

Calculando 0,836 horas em minutos, temos 0,836 x 60 = 50,16, pelo que o por do Sol no dia 24 de margo
ocorreu as 18 horas e 50 minutos.

Exame — 2000, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)
137.

137.1. Considerando o ponto M, como o ponto médio do lado AC, definimos dois triangulos retangulos.
Assim, recorrendo & definicdo de seno e cosseno, vem:

M _—

seng:C: & CM =BC x sen—
2 BC 2

cos 2 =BY o BI = BC xcos 2
2~ BC 2

Logo, como AC =2 x CM = 2BC x sen %, para cada valor
de a €]0,m[ a drea do tridngulo [ABC] é:

AC x BM 2><B7C’><senngiC’xcosg WZ a a
AjaBc) = B) = 22 2 X 2sen 5.0055 =

_BC ,, @) _ BC
== xsen( ><2)— 3 X sen o
137.2. e Um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de lado 1, pode ser decomposto
em n triangulos isésceles, iguais, em que os lados iguais tém comprimento 1 (BC = 1).

e Como a soma dos angulos ao centro de todos os n triangulos é 27, o angulo a é o resultado da

. . . . 27
divisao do angulo giro por n, ou seja o = -

e Como a area do poligono regular é dada pela soma das dreas dos n tridngulos, e como tém todos
a mesma area, por serem iguais, multiplicamos a drea do triangulo por n.
Logo, multiplicando por n a expressao anterior e substituindo BC e «, a expressao da area do

poligono é:
12 o2 n 27
A, =nXx —xsen | — | =—=sen | —
2 n 2 n

2w
. . n 21 . 1 2 . sen n
lim A, = lim (—=sen | — = lim —— X sen | — = lim — | =
n—-+oo n—-+oo 2 n n—-+oo g n n—-+o0o g
n n

<27T) <27r>
sen | — sen | —
n n L osenz

= lim T X =7 x lim
n—+oo < 2 n—-+oo 27 z—0t+t X
X =

137.3.

(Sex =25 n— +oo =z — 07) (limite notével)
Ou seja, quando o poligono regular tem um nimero arbitrariamente grande de lados, a sua area é arbi-
trariamente proxima de m. O que pode ser observado geometricamente, porque a area dos poligonos
regulares inscritos numa circunferéncia aproxima-se da area da circunferéncia com o aumento do

nimero de lados e a circunferéncia de raio 1 tem &rea igual a 7 (A, = 7 x 12 = 7).

Exame — 2000, Prova modelo (céd. 435)
gmat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

138. Recorrendo as defini¢oes de seno e cosseno temos: A

A A _
sena:jc = senazic & AC =2sena

BC

AB —
cosa = —— & cosa=—— & AB=2cosa B C
B 2 2m

E assim, considerando o lado [AB] como a base e o lado [AC] como a altura, a drea do tridangulo [ABC] é:

AB x AC _ 2cosa X 2sen o _ 4 sen «v. cos «

= = 2sen q. cos «
2 2 2

Alapc) =
Resposta: Opgao A
Exame — 2000, Prova para militares (c6d. 135)
139. Como tgx = iz%, a funcao g nao estd definida para valores de z tais que cosz = 0.
Como cosz =0 < x:g+kﬂ,k€Z,

3
e as opgoes (B) e (C) ndo podem ser o dominio de g, porque g € ] Z,% [ e também g €]0,x|

3 3
e a opgao (D) também nao pode ser porque % €|m,27| e cos g =0

Finalmente temos que Va € ]—g% [,cosa: #0
Resposta: Opgao A

Exame — 1999, Prova para militares (c6d. 135)

140.

1 1
140.1. Como f(0) = sen (0) — B sen(2x0)=0-— 7 sen (0) = 0, temos que:

1 1
_ sen () — = sen (22) — 0 —sen (2z)
1(0)= limw = lim 2 = hmM — lim*—— =
x—0 x—0 x—0 x x—0 €T x—0 €T
(limite notavel)
1 2 1 2 2 1 2
S el U R TG T L) B B L R R
z—0 T 2 z—=0 2 2 z—0 2z y—=0 gy
(Sey=2z,z—>0=y—0) (limite notavel)
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140.2.
140.2.1. Considerando as projegoes ortogonais dos vértices A e D so-
bre o lado [BC], respetivamente os pontos P e @, e recorrendo
as definigoes de seno e cosseno, vem:

AP AP —
sene = —— & sena= —— & AP = sena
AB 1

P 1 Q

BP BP —
cosa=—— & cosa=——— & BP=cosa B c
AB 1
Logo, como AD =1—BP —QC =1-2BP =1—2cosa, a area do trapézio [ABCD] é:
BC+AD —— 1+1-2 2—2
AiaBep :%XAPzﬁx sena:%Xsena:(l—cosa)sena:

1 1
= senq — senacosa = seno — o X 2senacosa = sen o — isen(Za)
T , L
Logo, para cada valor de a € } 5,5] a drea do trapézio é dada por f(«)

140.2.2. ) .

f(g) = seng — 5 sen (2 X g) =0- 5 senm = —(-1)=1
Se a = g, o angulo ABC é reto, tal como o dngulo BC'D, e como os lados [AB], [BC] e [CD]
sao congruentes, o quadrilatero é um quadrado de lado 1, pelo que a sua area também é 1, de
acordo com o calculo anterior: f (g) =1

Exame — 1999, Prova modelo (céd. 135)

141.
141.1. Usando as definigoes de cosseno e de tangente, temos: c
AB 1 . 1
cosT=— & cosr=— & AC=
AC AC cos T
BC BC S
tgr=— & tgr=—— & BC=tgx L
g B g 1 g A - B
Logo, o perimetro do triangulo é:
— 1 cosr  senx 1 1+ senx + cosx
P[ABc]:AB+BC+AC:1+tg£C+ = + + =
COST  COST COST  COST cos T

Logo, para cada valor de x € }O,g [, o perimetro do triangulo é dado por f(x).
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3 3
141.2. Como cos <g + a) = —sena, temos que: sena = — <5) =3
E, pela férmula fundamental (sen?a + cos? a = 1), temos que:

2 ) ) 9 , 25 9 , 16
<5> +cos“aa=1 < cos 04:172—5 & cos a:%f% & cos a:2—5 &
= cosoz::I:\/E & cosa::I:é
25 5
T 4
Comoae}o,g[sabemos que cos a > 0, logo cosoz:g
Desta forma, temos que:
3 4 3 4
f(a)il—ksena—i—cosail"'g_"g75""5"’575—1—3—1—47273
B cos o N 4 B 4 a 4 4
) )

141.3. Comegamos por determinar a expressao da derivada:

(1+ senz + cosx)/cosx — (1+ senz + cosz)(cos )’

cos? x

f'z) =

1+ senz +cosx’
Ccos T

(0+ cosz + (—senz)) cosz — (1 + senx + cosz)(—senx)

cos? x

COSZ‘T* SeNn T CosSx — (* senxr — senQ:c— SeIlLL’COSIL‘)

cos? x

cos?z — senxcosx + senx + sen®x + senzcosx  sen?x +cos?z + senx 1+ senz

cos?zx cos?zx - cos?x
71' . .
Logo, como z € }0,5 {, temos que senz > 0 e cosz > 0, pelo que f’ é um quociente de dois valores
T
positivos, logo f'(x) > 0,Vx € ]0,5 [
Como a derivada é sempre positiva, a func¢ao é estritamente crescente, ou seja, no tridngulo [ABC]

a amplitudes maiores do angulo x, correspondem areas maiores.

Exame — 1998, Prova para militares (c6d. 135)
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142.

S — DG

142.1. Como DE =1e EH = - = 1, e recorrendo & definicao de tangente, vem:
1 ol B
A AD tgx \
Assim, temos que: 3
E , !
- 1 2 0 ;
AC=AD+DG+GC =2AD+2=2 — | +2=—+2 —
tgx tgx 1 \
o ! !
BI=BH+HI =tgx+1 A D i

Logo a drea do triangulo [ABC] é:

2 2tgx 2
. — +2 t 1 —
A0 « BI (tngr >><(gx+ ) v +tgx+2tg:c+2
Arapc) = 5 = 5
t 1
2 ﬂ—l—f+tg33+1
tgr  tgx 1 1
= =1l+—+tgz+1=2+tgx+ —
2 tgx tgx

Logo, para cada valor de x € }O,g [, a drea do triangulo [ABC] é dada, por f(x)

142.2.

1 /
)

f'(x) = <2+ tga + tg1x>, =(2) + (tgz) + (

(1) x tgw — 1 x (tgz)

tg cos? x tg? x
1
_1 Oy 1, Taerg 1 o’z
cos? x tg? cos? x sen- x cos?x  sen?x.cos?x
cos2 x
_ sen’z cos’z  sen?z—cos’z  —(cos’x—sen’x) cos(2x)
senx.cos2x sen2z.cos2z  sen2z.cos?T sen? x. cos? x  sen2z. cos? x

142.3. Para determinar o valor minimo, comecamos por calcular os zeros da derivada:

Fla) =0 cos(2x)

sen?zx. cos? x

(PV,z€]0,5[)

=0 & —cos(2x) =0 A sen’z.cos’r#£0 < cos(22) =0 <
—_——

& cos(2x):cosg & 2x::|:g+2k7r7k€Z & x:j:%—i—kw,keZ

Como z € }O,g

estudando a variacao do sinal da derivada para relacionar com a monotonia da fungao, vem:

x 0 1 5
f | nd. — 0 + n.d.
flnd| ™ |min| — |nd

. ., Ce . .
Pelo que podemos concluir que x = 1 é o minimizante de f, ou seja é o valor de x para o qual a area

do tridngulo [ABC] é minima.

gmat.absolutamente.net

Exame — 1998, 2.2 fase (céd. 135)

ﬂ- 7 a . ~ ~ . ’ . .
, x = — ¢é a Unica solugao da equagao, ou seja o unico zero da derivada, pelo que
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143. Considerando o ponto P como a projecao ortogonal do vértice B
sobre a reta HF', e recorrendo as defini¢oes de seno e cosseno, vem:

BP BP -
senr = —— & senx=—— < BP=5senz
OB 5
P P —
COST = — & cos:zzzoi < OP =5cosx
OB 5

Sabemos ainda que
e AB=20P =2 x5cosz = 10cosx
e BC =2BP =2 x5senz = 10senzx

Logo a drea relvada (sombreada) é dada pela diferenga da drea da
circunferéncia e do retdngulo [ABCD]:

A=A, — Apupep) = m(OB)? — AB x BC = 7(5)* — 10cosz x 10senz =
= 257 — 100senz. cosz = 257 — 50 x 2senx. cosz = 257 — 50 sen (2z)

Logo, para cada valor de x € ]O,E { a drea da zona relvada, em m?, é dada por g(z)

Exame — 1998, 1.2 fase - 2.* chamada (céd. 135)

144.
— AB 8 . -
144.1. Como AM = —5 T3 = 4, e recorrendo a definigdo de cosseno e tangente, vem:
AM 4 — 4
COST = — & cosxT = —— & PA=
PA PA cosx
PM J—
g Wi g g
Como FM = FP + PM e FM = 4, temos que:
. S N _ M
FP+PM =4 & FP=4-PM <& FP=4—4tgx k— 4 km —l
. = =5 . I 8km I
Assim, como PA = PB, temos que o comprimento to-
tal, C, é:
N 8
C:PA+PB—|—FP:2PA+FP:2< >+4—4tgx=+4—4><se”=
cos T cos T cos T
. 8 _4senx:4+8—4senx
cosx cosx cosx
Logo, para cada = € [Og}, o comprimento total da canalizagio é dado por g(z)
144.2.

8 —4sen0 8—4x0
0)=4 =4
9(0) + cos0 + 1

Se o angulo z tiver amplitude de 0 (zero) radianos, o comprimento da canalizacdo é 12 km, o
que pode ser observado na figura, porque com este valor do angulo x, o comprimento ¢ dado por
AB + FM =8+ 4 =12, tendo a canalizacao a forma de um ”T”invertido (.L).

=448=12
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144.3.

145.

145.1.

95/96

Para determinar o valor de x para o qual o comprimento da canalizacao é minimo, comegamos por
determinar a expressao da derivada:

"(z) = (4 8 —dsenz /:(4)/+ ST asend /:0+ —4senx)’(cosw) — (8 —4senx)(cosx
f <+ —4senx> (8 4 ) (8—4 ) (cosz) — (8 — 4 )cos )’

CoS T cos & cos? x
(0 —4cosz)(cosx) — (8 —4senz)(—senz) —4cos’z — (—8senz + 4sen?z)
cos? cos? x
—4cos?z +8senx —4sen®z  —4(sen’x + cos®x) + 8senz  —4 4 8senx
cos? cos? cos?

Depois, calculando os zeros da derivada, vem:

—4+4+8
fllz)=0 = wzo & —4+8senz=0A cos’z#0 < Ssenr=4 &
cos? x —

(PV, z €]0,%])

4 1
& Senx:§ & Senxzi & senac:sen% & x:%—l—QkWVx:w—%—l—?ImmkeZ

™ L. ~ ~ '/T . ’ ,os .
Como z € O’Z , a Unica solucao da equacao é x = 5 ou seja este é o Unico zero da derivada, pelo

que podemos, agora, estudar a variacao do sinal de f’ para relacionar com a monotonia de f:

T 0
= - +
flMéx. | ™~ |min| — | Mix.

O (o]
4+ |=Ia

Pelo que podemos concluir que x = 5 é o minimizante de f, ou seja é o valor de x para o qual o
comprimento da canalizacao é minimo.

Exame — 1988, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 135)

g(x)=0 & senz+ sen(2x) =0 < sen(2r) = —senz & sen(2x) = sen(—z) <
& 2e=—x+4+2kr V2t=mwm—(—x)+2kn,k€Z & 3v=2knV2r=n+z+2kn, kel &

2k
& x:?ﬂ Vre=n+2kn,keZ

Como z € [0,7], os zeros da funcdo obtém-se para k = 0 ou k = 1, ou seja, o conjuntos dos zeros de

2
g é {0,3,”,7T}
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145.2. Como o dominio de h ¢é o conjunto [0,7] \ ¥ nao existem assintotas nao verticais do gréfico de h; e

as retas verticais de equagoes © =0, x = % e x = 7 s&o as Unicas retas que podem ser assintotas do

grafico de h. Verificando cada uma das trés hipdteses, vem:
g(x) iy SE0E + sen (2z)  sen(0%)+ sen(2x0") 0t 40" 0

lim A(z) = lim —=
° x—l>%1+ (z) ri%* coST  z—0+ cos cos 0t 1
Logo, a reta x = 0 nao é assintota do grafico de h
S
— 2x IT—
, . gx) . senz + sen (2z) set (2 ) sen (2> 37) 1+ sen (™)
e lim A(x)= lim = lim = — = =
P @3- COST >3- cos T cos (57) 0+
1+0t 1
Pelo que, a reta z = g é uma assintota do grafico de h
e lim h(z) = lim g(x) _ senx + sen (2x) _ sen (m7) + sen (2 x 77) _ 0t +0- —0
o T—7= COST  zw—m— cosx cos T 1

Logo, a reta x = m nao é assintota do gréafico de h

145.3. Recorrendo as definigoes de seno e cosseno vem: B
BH BH -
senr = ——— & senrx = —— < BH =2senx
BC 2 &
CH CH S
COBT = ——- & cosT=—— & CH = 2cosx x
A 1 H C

Como AH =1e AC = AH + CH, temos que:
AC=AH+CH & AC=1+CH < AC=1+42cosz

Logo a drea do triangulo [ABC] é:

AC x BH (1+42cosz) x 2senz  2senz + 4senzcosx
Alapc) = 5 = 5 = 5 = senz + 2senz cosr =

= senzx + sen (2x)

Ou seja, para cada valor de = € }O,g [, a drea do triangulo [ABC] é dada por g(z)

Exame — 1998, Prova modelo (c6d. 135)
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