1.1.

1.2.

Exame final nacional de Matemética A (2021, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

Como o plano « é perpendicular & reta BE, o vetor ﬁ = (—1,6,2) é um vetor
normal do plano, pelo que a equacao do plano é da forma:

—x+6y+2z4+d=0

E como o ponto de coordenadas (1,0,1) pertence ao plano, podemos determinar
o valor do parametro d, substituindo as coordenadas, na equagao anterior:

-146(0)+2(1)+d=0+d=0< —1+0+24d=0< 1+d=0< d=-1

E assim, uma equagao do plano a, é:

—r+6y+22—1=0 x—-6y—224+1=0
Resposta: Opgao C
Como a base da piramide estd contida no plano Oz e o vértice que nao pertence a base, o vértice
E, tem coordenadas (—2,6,2), entdo a altura da piramide é a distancia do ponto E ao plano 20z, ou
seja 6.
Como o volume da piramide é 20, podemos calcular a drea da base:

6 X Ajapcp) 20

1
ViaBepEe) = 3 X Aapcp) X6 < 20 = & 20 = 2xAapcp) & 3= Ajapep) © 10 = Aapep)

E assim, com [ABCD] é um quadradado, podemo determinar a medida do lado [AB], ou seja a

ERE

Como o B‘E‘) tem coordenadas (—1,6,2) podemos determinar as coordenadas do ponto B a partir das
coordenadas do ponto E:

B+BE=FE & B=E—BE & B=(-262) — (-1,62) = (=2 — (=1),6 — 6,2 — 2) = (—1,0,0)

norma do vetor zﬁi

Como o vértice A pertence ao semieixo positivo Oz, tem abcissa e ordenada nulas, ou seja, as suas
coordenadas sao da forma (0,0,2); z € RT, pelo que as coordenadas do vetor A§ sao da forma:

AB=B— A= (-100) - (00,2) = (1,0, — 2); z € R*
Desta forma determinamos o valor de z, recorrendo ao valor da norma:

HEH =V1I0& /(-1)2+02+ 22 =V10 = (-1)°+0%+2° =10 2> = 10-1 & 2 = +V9 & 2 = £3

Como AB = (—1,0, — 2); 2 € RT, temos que AB = (1,0, —-3)



2. Considerando a como a amplitude do angulo AOP, temos que as coorde- Y
nadas do ponto P sao: A
P(r cos a,r sen a) g P
E assim, como OA = OB =r, OT = xp =rcosa e OS = yp = rsenq, //
vem que: / d
BS+TA=0B—-0S4+0A—-0T =r—rcosa+r—rsena = &/a
=r(l—cosa+1— sena)=r(2— sena — cosq) 0O T A >x

Como d o comprimento do arco AP, definido pelo angulo «, e o perimetro da circunferéncia é 27r, cor-
respondente a um angulo de amplitude 27 radianos, entao podemos identificar uma relagao entre «, r e
d:
@ d 2 x d d
=4 = =4

277227rr a_2w><7" @ 7
BS+TA7’<2sen <d> — cos <d>)
T T

3. Observando que entre 0 e 10 existem 11 valores nimeros inteiros (incluindo estes limites), entdo o nimero
de pontos cujas coordenadas sao niimeros inteiros, na regiao indicada, ou seja, o nimero de casos possiveis,
é:

E assim, temos que:

11 x 11 =121 y
A
A reta de equagdo y = x + 7 contém 4 dos pontos com coordenadas 10 4o A
inteiras que pertencem a esta regiao ((0,7);(1,8);(2,9) e (3,10)), o 50000000
seja, o numero de casos favoraveis é 4. oo 0000000
TH © o 0 0 0 0 0 0 0 o
Assim, recorrendo a Regra de Laplace, temos que o valor, ar- : : : : : : : : : ::
redondado as milésimas, da probabilidade de selecionar ao acaso um 500000000 ¢
dos pontos identificados e ele pertencer a reta dada, é: oo 000000 00
® © 06 06 06 0 0 0 o o
4 0033 ® © 06 06 06 0 0 0 o o
=~ \
121 ’ ?
0 0

Resposta: Opgao B

4. Se a Fernanda oferecer 3 dos 5 livros e 3 das 7 canetas a um dos netos, como a ordem de selecao nao é
relevante e o beneficiario deste conjunto pode ser qualquer um dos dois netos o niimero de formas diferentes
de fazer a reparticao é:

2 ><5 Cg ><7 03

Se a alternativa for oferecer 4 dos 5 livros e 2 das 7 canetas a um dos netos, como a ordem de selegao
continua a nao ser relevante e o beneficiario deste conjunto também pode ser qualquer um dos dois netos
o numero de formas diferentes de fazer a reparticao é:

2><5C4 X7CQ

Como as qualquer uma destas alternativas pode acontecer em alternativa, temos que o nimero de modos
diferentes pode a Fernanda repartir os doze objetos pelos seus dois netos é:

2x% 03 x"C342x°Cy xTCy =910

©
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5. Temos que:

o P(B|A) :% & P(;l(;\)B) - % & P(ANB) = %P(A)
e P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(4) + gP(A) - %P(A) — P(A) + gp(A) _2p(4)

e P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-2P(A)

E assim, temos que: -
P(ANB)+2P(A)=1-2P(A)+2P(4) =1

6. Temos que:

limu, = lim(2n* — n) = lim (n(2n — 1)) = +00 X 00 = +00 y
AN
1 1
Logo: lim — = — = 07"
Uy, +00

E assim, vem que:

¥

1
lim f () =400 & lim f(z) =400
Up, z—0t
Desta forma, dos gréaficos apresentados, o Uinico que representa
uma funcao que pode verificar esta condicao é o grafico da
opgao (A).

Resposta: Opgao A

7. Os termos de ordem fmpar da sucessdo (u,) sdo aqueles cuja ordem é da forma 2k — 1 (k € N), ou seja a

sucessao dos termos de ordem fmpar da sucessao (uy) é:
vy =22k—-1)+1=4k—-24+1=4k -1
Ou seja, é uma progressao aritmética de razao 4, pelo que a soma dos 200 primeiros termos é:

4(1) — 1+ 4(200) — 1 4-2+800 802

1+ V200 . X200 = =T %200 = ~ = x200 = 401200 = 80200

x200 =

Sa00 =

8. Escrevendo z; e 29 na forma algébrica, com o objetivo de fazer a adicao, temos:

¥ = cosf +isend

oz =¢
o 2 =2e"%+™ = 2(cos(d + ) +isen (0 + 1)) = 2( — cosf + i(—send)) = —2cosf — 2isen
E assim, vem que:

0

21+ 20 = e = cosf +isenf + (72COSQ*2Z’S€H9) =cosf —2cosf +isenf — 2isend =

= —cosf —isenf = —(0059+isen9) = -

Assim, temos que:
arg (z1 + 2z2) = arg(—z1) =7+ 0

™
E como 0 € }0,5 [, o afixo do niimero complexo z; + 22 pertence ao 3.2 quadrante.

Resposta: Opgao C
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9. Temos que:

Assim, temos que:

9 4Xx1

4
i2+22x (3@ —2=0 22+ (-2)-2=0 i -4=0 o iz’ =4 & 2=- & 2= —~
i i X1

3777 +2km

44 3n 37 i
@22:—11 & P2 =—di o 2 =4T o 2= V4T @z:\/éle< : >,k€{0,1}

Assim, os dois nimeros complexos que sao solucao da equacgdo, escritos na forma trigonométrica, sao:
(25 (%)
3 5 ; 8m
o (k=0)— vde = 2e = 2¢'1

o (k=1)— e <3"+22(1>7r> = 261(37#;2”) — 96 (3F+T) — 9piTE

10.

10.1. Como a fungao f é continua em x = 1, temos que:

(1) = lim f(z) = lim f(2)

z—1t z—1—

Assim, temos que:
e f()=1-2+I(3-2(1)=1-2+In(1)=-1+0=—1

e lim f(z) = lim (Sen(z‘—l) + k) = sen (1 — ) + k= 9 + k (Indeterminacio)

z—1+ r—1+t

1—a? 1—12 0

(fazendo y =z — 1, se x — 1, entdo y — 0, e observando que 1 —22 =12 —22 = (1 —2)(1+z) = —(z — 1)(z + 1))

z—1+
. osen(z—1) 1 ) . seny 1 1 1
= 1 lim k= 1 k=1x|—=|+k=—=+k
e T Py P D el v T D X( 2>+ 2"
————

Lim. Notéavel
Como a funcao é continua em = = 1, podemos determinar o valor de k:

1 1 2 1 1
1 1 ——+k=-1 k=-1+- k=—-=+- k=—=
im f(z)=f(1) 2+ & +2<:> 2+2<:> 5

rz—1t
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10.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcdo f, em | — oco,1[:

(3—2x)'_1+0—2_ 2
(3—-2z) ~ 3—-2x = 3-—2z

f(z) = (z—2+In(3—22)) = (2) = (2)' + (In(3—22))' = 1—-0+

Calculando os zeros da derivada da fungao f, em | — oo,1], temos:

2 1
=0 1= S 3-2r=2<3-2=2r& —==x

/
— 1—
fl)=0el-3—57 327 ou3 2

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

T | —o0 1
1! + n.d.

f — | Méx. | 3 | nd.

Assim, podemos concluir que a funcao f:

(e BRI
|

e ¢ crescente no intervalo }—oo,%];

e ¢ decrescente no intervalo [%,1 [;

e tem um maximo relativo que é:

1 1 1 3 3 3

11. Recorrendo as regras operatdrias de logaritmos, e observando que sen (2x) = 2sen x. cos x, temos:

g(z) = logy(1 — cos z) + logy (1 + cosz) + 2logy (2 cos ) = log, ((1 — cosz)(1 + cosz)) + logy(2cosz)* =

= logy(1 + cosx — cos x — cos? ) + log,(4 cos? ) = logy (1 — cos? z) 4 log, (4 cos® ) =
= logy(sen? z) + log, (4 cos® ) = log, (2% sen? 2. cos® ) = logy(2sen z. cos z)? =

= log, (sen (2x))2 = 2log, (sen (2z))

12.

12.1. Com o decorrer do tempo, ou seja, quando t — 400, o numero de bactérias vivas existentes no tubo
é dado por:

2 2
lim N(¢t) = lim (Noel’ogtfo’:st ) = lim Ny x lim eb087938 — Ny x e™ = Ny x 0 =0
t—+oo t——+oo t——+oo t——+oo

Resposta: Opgao D
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12.2. Como no instante, ¢; , havia, no tubo de ensaio, mais meio milhar de bactérias vivas do que uma
hora antes desse instante, temos que:

1

N(t1)=N(t;1—1)+ = Y
2 AN
Desta forma, visualizando na calculadora grézﬁca
os graficos das funcgoes f(x) = 1,63e1,08270:327 ¢
1
g(x):—1,6361’08(””_1)_0’3“_1)2—l—§, numa janela com-

pativel com o contexto descrito (0 < = < 6), correspon-
dente a 12 horas), reproduzido na figura ao lado, e usando
a funcionalidade da calculadora para determinar valores
aproximados das coordenadas do ponto de intersecao de
dois gréficos, obtemos o valor aproximado (as milésimas)
das coordenadas do ponto de intersecao, cuja abcissa é o
valor de t;:

(2,089, 4,202) 0 2,089

Assim temos que o instante t; ~ 2,089, e como 0,089 horas corresponde a 0,089 x 60 ~ 5 temos que
o instante t; ocorreu 2 horas e 5 minutos apos a colocacao das bactérias no tubo de ensaio.

13. Como o dominio da fungao é R, podem existir assintotas horizontais do grafico de f quando z — —oo e
quando z — +4o00:

2_4 2

. . r—1 +4oo—-1 400 +o0 o
) xgr_ir_loof(x) = xll)ar_loo D = eeh e oo (Indeterminagao)

(fazendo y = = — 2, temos x =y + 2 e se © — —00, entdo y — +00)

. .oy +2-1 . oy+1 Y 1 .
lim f(z)= lim =——— = lim = lim (Z+4+— )= lim =+ lim — =
T——400 Yy——+00 ey y——4oo eY y——+oo \ eY ey y——+oo ey y——+ooeY

lim 1

1 1 1 1

= lim 4+ lim — = | lim —=— 4+~ =04+0=0
y—+oo ﬂ y—+ooey lim ﬂ y—t+ooe¥  4+oo  +00

Y y—=too y

Lim. Notével
Desta forma temos que lim f(z) =1e que lim f(x) =0, pelo que as retas de equagoes y =1 ey =0
Tr— —00 x—+00

sao assintotas horizontais do grafico de f, para x — —oo e para x — 400, respetivamente.
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14. Resolvendo a inequacao, temos:

1 4 e 4 e bet
_ 2 2
PUH )25 & X (@+e)2b 6 S+ — 256 —t—2>— &

S44+e¥ >5e" o (%)’ —5e" +4>0
Considerando y = e®, temos que: y?> —5y+4>0
—(=5) £ /(=5)* —4(1)(4)

2x1
y? é positivo, entdo: y> -5y +4>0 «y<1Vy>4

Como 32 —5y+4=0 & y = & y =1V y =4, e o coeficiente de

Assim, como y = e*, temos que:
e4+e)>5 e <1lVer>4or<nlVe>hdd <0V z>In4
E como —2 < z < 2, temos que o conjunto dos numeros reais que verificam a condi¢ao dada é:

(] — 00,0] U [In4, + oof) N[-2,2] = [-2,0] U [In4,2]

15. Como a reta é tangente, simultaneamente, ao grafico de f e ao grafico de g, o seu declive corresponde ao
valor das derivadas nos respetivos pontos de tangéncia.

Designado por a a abcissa do ponto A e por b a abcissa do ponto B, como as ordenadas dos pontos
A e B, sao, respetivamente f(a) = 2a® e g(b) = —(b— 1)2, entdo o declive da reta é:

fl@) = f0) _ 2 = (=(b=1)) _ 2a®+ (b= 1)?
a—>b a—>b a—>b

MAB =

Por outro lado, temos que:
o f'(z) = (222) = 2 x 2z = 4x, pelo que map = f'(a) = 4a
e gd(@)=(—z— 1)2)/ =—2(x—1)=—2x+2, pelo que map = ¢'(b) = —2b+ 2
o flla)=¢'(b) & 4da=-20+2 & 2a=-b+1 < b=—-2a+1

E assim, substituindo na expressao anterior, temos que:

20°+(b—1)* 2a°+(—2a+1-1)> 2a®>+(—2a)®> 2a*+4a®>  6a?

mAB =

a—b a—(—2a+1)  a+2a—-1) 3a—-1 3a—1
Temos ainda que:
mapg = f'(a) & 35@_21 = 4a aj)% 6a® = 4a(3a — 1) & 6a*> = 12a*> —4a & 6a*> —12a*> +4a =0 <
& —6a>+4a=0 ¢ —3a®°+20=0 < a(-3a+2) =02 a=0V -3a+2=0a=0V 2=3a &
@a—O\/%:a/\a#é

IR . . . ) 2
Como a reta nao é horizontal o declive nao pode ser zero, pelo que a abcissa do ponto A é a = 3 ea

2 4 1
abcissadopontoBéb2a+12<3>+13+13
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