PROVA 235/3 Pags.

EXAME NACIONAL DO ENSINO SECUNDARIO

12.° Ano de Escolaridade — Via de Ensino
(1.°, 2.° e 5.° cursos)

Duracio da prova: 120 minutos 1. FASE
2000 1.* CHAMADA

PROVA ESCRITA DE MATEMATICA

Indique todos os calculos que tiver de efectuar e apresente
todas as justificagbes que entender necessarias.

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, considere:
144 . . ., . . -
=", n= 3+3i e 2z3=2 cisg (Z é a unidade imaginaria)

1.1. Determine z; na forma algébrica.

1.2. Determine z22.z3 na forma trigonométrica.

1.3. Represente, no plano de Argand, o conjunto definido pela condigéo

5T

3 < arg(z) < =1~ (Z designa o conjugado de z).

2.2<9 A 1

2.1. Considereoconjunto A = {zx € R: |z +3z| <4}
2.1.1. Verifique que A =[—4,1]

21.2. Sendo B= AU{ — 1,2}, determine o interior e a fronteira do conjunto B.

2.2,

n

2.2.1. Considere a sucessdo (un) definida por U, = Z Rk
k=1

Aplicando o teorema das sucessées enquadradas, determine lim U,

I 4n
2n43 )

2.2.2. Determine lim(

V.S.F.F.
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Considere a fungdo f , de dominio R, definida por f (z) = e” (z* + x)

3.1. Verifique que f'(z) = €% (z? + 3z + 1) e determine uma equagéo da recta
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0.

3.2. Estude f quanto ao sentido das concavidades do seu gréfico e quanto a existéncia
de pontos de inflexdo.

3.3. Estude a funcdo f quanto a existéncia de assimptotas verticais e horizontais do
seu grafico.

Considere a fungao g : R™ — R, definidapor g(z) =z + logx
(log designa logaritmo de base ¢ ).

) -1
4.1. Determineovalorde lim _g_(_m)__
+—1 sen(x—1)

4.2. Seja a um numero real maior do que 1.
Aplique o Teorema de Lagrange a fungdo g no intervalo [1, a] para mostrar que
loga < a—-1

RESPONDA APENAS A UM DOS GRUPOS: A OU B
(se responder aos dois grupos e ndo explicitar qual deles pretende que seja
considerado, sera classificado o grupo a que responder em primeiro lugar).

Considere os semigrupos comutativos (R, 8) e (R, ¢), sendo as operagdes ¢ e ¢
definidas por:

afb=a+b—-3, apb=ab—-3a—-3b+12, Va,beR
A.1. Determine (—162)¢4
A.2. Mostre que (RR,8) éum grupo.

A.3. Mostre que (R, 6,¢) éum anel com elemento unidade.

Considere a parabola P definida pela equagdo y = > -2 -1

B.1. Justifique que o vértice da parabola P ¢ o ponto de coordenadas (1. = 2)

B.2. Mostre que a directriz da parabola P ¢ arecta de equagdo y = — %

B.3. Determine uma equagdo de uma parabola que tenha a mesma directriz da parabola
P e cuja concavidade esteja voltada para baixo.

FIM



COTAGOES

L e s 40
1 10
12 15
1.3 15
2 e 50
2.0, 20
240, 14
212, 6
2.2, 30
2.2, 15
222, 15
K P U OO OPURPPPO 40
Bl 10
3.2 15
33 15
Ao oo 30
Al 15
A2, oo 15
A 40
A 10
A2, 15
Ad. 15
ou
B s 40
Bl 10
B.2. 15
B.3. e 15
Total ... 200
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PROVA 235/C/11 Pags.

EXAME NACIONAL DO ENSINO SECUNDARIO

12.° Ano de Escolaridade — Via de Ensino
(1.5, 2.° e 5.° cursos)

Duracio da prova: 120 minutos 1.* FASE
2000 1.* CHAMADA

PROVA ESCRITA DE MATEMATICA

COTAGOES
e o 40
e e 10
T SO 15
1B et 15
D —————— e 50
D TS 20
2.4 e 14
2.2, s 6
P TSNS 30
2.2 e 15
2.2, e 15
B e ————es e 40
B e 10
B2 e 15
B3 oo 15
b oo 30
. Ok PO TS OPPOUPPPPPR 15
D TSSO 15
A e 40
L TR 10
A e 15
A o 15
ou
B oo 40
= 3 TP PSPPIV PPN 10
e YT 15
Bo3, oo 15
SO TR 200

V.S.F.F.
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CRITERIOS DE CLASSIFICAGAO

Critérios gerais

A cotagéo a atribuir a cada alinea devera ser sempre um numero inteiro de pontos.

O professor devera valorizar o raciocinio do examinando em todas as questoes.

Algumas questbes da prova podem ser correctamente resolvidas por mais do que um
processo. Sempre que um examinando utilizar um processo de resolugdo n3o contemplado
nestes critérios, cabera ao professor corrector adoptar um critério de distribuigdo da cotacdo que
julgue adequado e utiliza-lo em situagdes idénticas.

Pode acontecer que um examinando, ao resolver uma questdo, ndo explicite todos os
passos previstos nas distribuicdes apresentadas nestes critérios. Todos os passos ndo
expressos pelo examinando, mas cuja utilizagdo e/ou conhecimento estejam implicitos na
resolugao da questéo, devem receber a cotagio indicada.

Erros de contas ocasionais, que n&do afectem a estrutura ou o grau de dificuldade da
questao, nao devem ser penalizados em mais de dois pontos.

Critérios especificos

L O 10

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos:

1.° Processo
1412
7
_ (A49) (=9

- i.(—l) I R R L L L LR L T LT T T T
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B2 o teeessssssesssssssssessssssssssssssssssEEEEsEsEEsssssEEEELEEEEEESRREEEEISSIIIIisIiiiEsIsssacesssssisesiies 15
Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos:

1.° Processo

2 = V18 CUS T e 5

2 _ ST
2F I 18 GRS T eveevevmreieisenissnnssas s 5
z22.z3:36ci55—gr- ............................................................................................... 5
2.° Processo
z22 N X T TSSOSO PSP SOP PP PP PSP SRR TRU ST EI 3
z3 =1+ \/§Z ......................................................................................................... 4
2223 = = 18 /B I8 4
z2. z3 =36 czs-56— ................................................................................................ 4
3.° Processo
222 - 187» ................................................................................................................... 3
22 = 18 CHS T et 7
22 23 = 36 cis —%’r— ............................................................................................... 5
T TR PSOP PP RPPPRTTT P ELODTCLTIEELILELECL LY 15
Representar o conjunto definido por 2. Z K 8
2.2 <9 & 2] <3 5
Representar 0 CirCUIO ..o 3
ou
2.2<9 & 224142 <9 5
Representar 0 CirCUIO ..........oviviiiniinnint s 3
, . 37 T
Representar o conjunto definido por  —;— < arg(z) < T e 5
Representar as duas semi-rectas ... 4 (2+2)
Assinalar a regido compreendida entre
as dUas SEMI-TECIAS ....cooovverreeeireiiiririere e s e 1
Assinalar a intersecg@o dos dois CONUNTOS ..o 2
V.S.F.F.
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2.0 Te e e ettt et n e s e enenenannas 14

|02 +32] <4 © ~d <22 438 <4 oo 4
B +32 <4 6 —4 < T <L i 4
?4+32-4=08 2= -4V r=1. .. 2
Justificarque —4 <o <1 (vernotat)..................... 2
Concluir que a condigdo 2+ 3z > —4 éuniversal .......ccocoieiieieeiieen 4

Concluir que aequagio 2 +3x+4 =0

€ IMPOSSIVEl .eeiiiiiiieicie e e e, 2

Justificar que a condigao z2 +3x+4> 0

€ universal (ver nota 2)................cococooveveeeeeieeeeen, 2
Justificar que A = [ — 4, 1] (Vernota 3) ........c.coccoovoveeromemeoeeeeeeeseeeeoeoeese) 2
Notas:

1. A justificagdo pode ser feita por meio de um esboco da parabola de equagédo
y=z"+3z -4

2. A justificacdo pode ser feita por meio de um esbogo da parabola de equacéo
y=x4+3x+4

3. A justificagdo pode ser feita evocando que a conjungdo de uma condicao
universal com outra condigdo € equivalente a esta outra, ou referindo que

RN[—4,1] = [ 4,1]

202, e et e et n e ee et s e et eenaeeaees 6
B = [ =4, 1] U {2} oo 2
INterior d& B =] — 4, 1] oot 2
Fronteirade B = { — 4,1, 2} ..o, 2
Nota:

Se o examinando indicar outro conjunto para B, deve cotar-se na totalidade a
determinacgdo correcta do interior e da fronteira desse conjunto, desde que o grau de
dificuldade ndo tenha sido alterado.

Se o examinando indicar para B um intervalo, deve cotar-se com dois pontos a
determinagdo correcta do interior e da fronteira desse conjunto (um ponto para o interior
€ outro ponto para a fronteira).
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ENQUAATAE Thyy cevereerueereeerammessssssesseses et s 9
n n n
S AR < e e 5
k=1 k=1 k=1
2n? 2n?
n2+n — u'n S TL2+1 ............................................. 4

Observagdo: se o examinando trocar a ordem das
expressbées que enquadram  Up, sO devera receber a
cotagdo referente ao segundo passo (4 pontos).

Concluif que M Up = 2 i 6

2n®
n?+n 2

lim
- o2n?
lim W U PP PRSP 2

CONGCIUSTO wvvveeeveereeeeiiteeseseanrnreesarecesssianessssrinresesinanaasssnens 2

Nota:
A resolugdo aqui apresentada &, talvez, a mais natural. O examinando pode, no
entanto, escolher outro enquadramento, desde que o prove devidamente.

E valido, por exemplo, o seguinte enquadramento: <u, <2.

2n
n+n

2.2.2. eeeeeeiiree e et e S PPPPPRP PP 15

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, quatro processos:

1.° Processo

. 4
tim (525) " =

1 in
e llm ( 1+—2§77 ) ............................................................................................ 3
1 4n
= lim (—1—_*_—%;—) ............................................................................................ 7
1
e 5
V.S.F.F.
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2.° Processo

lim ( 2313 )M =

3.° Processo

. 4
hm(gﬁis) =

= lim (23—;3)_471 .............................................................................................

4.° Processo

lim (522-)*" =

2n+3
. 3 4n
= lim (1 - m) ......................................................................................
2t 31 TmrT
. 3 n 2n+3
= lim [(l—m) ] ....................................................................
= (6_3)2 .................................................................................................................
T e
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Verificar que  f/(2) = (2% + 32 + 1) v 3

fi(x) =

= e (22 4+ T) + €7 (22 4 1) i 2

= (22 4 BT 4 1) v 1
LA () I ORI 2
F{0) == 0 oo 2
Escrever uma equacgao da recta pedida ... 3

3 OO SRR SR T LI L R 15

DELEMINGT [/ (L) vvvvveeerereessereremmsssnnessssss s 3

(@)=

= eT(2?+ 3T+ 1)+ €7(2T 4 3) v 2

= (22 4 BT A 4) e 1
Determinar 08 Zeros A8 [ oueivireciiemeiser e 3

ez + 5z+4)=0 &

22 4 BT A A= 0 e 1
S r= =4 V T= =1 2
EStUAAr 0 SINAL A8 F7 oooevereieeeerieimeessssss s 4

Concluir que o graficode f tema concavidade voltada para cima nos
intervalos ]| — oo, —4[ e |—1, +o0o[ e voltada para baixo no
INEIVAID | — 4, — L] coocoosrromomsrissis s 3

Concluir que o grafico de f tem dois pontos de infleX80 ...oovvvicvveeeeeiieir 2

V.S.F.F.
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B ettt e e et e e et e ae et e e reen e er e s 15
Referir que, pelo facto de f ser continua em R, nido existem
assimptotas verticais do grafico de f ..........ocooooeoieeeooeeeeeeeeeeeeee 3
lim  f(2) = 4 00 (VErNota 1) ...oocooooovvoooooeoeooeeoeoeeeoeeeoo 3
T+

Concluir que ndo existe assimptota horizontal do grafico de f, quando

T 7 5 00 ettt oot 1
lim  f(2) =0 (VerNota2) .........co..oooovireioeeeeeeeeeeeeeeoeeoeeoeeoeeoeee 6
T =
lim e"(2? +z) = (ver nota 3)
Ir— -2
2
= lim B e 2

Concluir que a recta de equagdo y = 0 ¢ assimptota horizontal do

graficode f, QUando & — — OO0 .oiuiuecoeeeeeeeeee e, 2
Notas:

. T .
1. O examinando pode determinar  lim (@) , emvezde lim f(z),

I +00 r— +00

e, verificando que o limite € + oo, concluir, correctamente, que n&o existe

assimptota horizontal do gréficode f, quandox — + oo

2. O examinando pode:

. _ e L)
+ comegar por determinar m = lim
z—-00 T

» concluirque m = 0

* determinar, em seguida, b = lim [f(z) —muz] = lim f(x)

Se o examinando optar por este processo, os seis pontos previstos para o

cdlculode lim f(z) devem ser distribuidos de acordo com o seguinte

critério:

m = lim M T 0 e e e 3
r——-oc0 L

b = lim f(a:) 0 e e e 3
r— -0
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A distribuicdo de cada um destes trés pontos e idéntica a distribuicdo dos

seis pontos, indicada acima para o calculo de  lim (z), com a diferenga

r— =X

de, emvez de ser 2+ 4, deveraser 1+2.

3. O examinando pode indicar (ou ndo) que se esta perante a indeterminagao
0 x co. Se ndo o fizer, ndo devera ser penalizado. Se o fizer, e ndo

prosseguir o calculo, ou prosseguir incorrectamente, devera receber 1 ponto

por essa indicagéo.

e AR AR RPPPPPPTEPEPOPRI TP TLCLILLIITE 15
. z+logx—1 I 1+‘91;
zlg} sen(z—1) anil G085 (D) o 10
Aplicar a Regra de Cauchy ...
Derivar correctamente 0 NUMErador .........coccovvveenicniinnni
Derivar correctamente 0 denominador ...
L + )
II—I;I} COS (_’L‘—l) s R T R R R R R 5
. S PP PPPPPPPPPPPPPISELCLLL LI PUTTLELEEE 15
Referir que a fungdo ¢ esta nas condigdes de aplicabilidade do
Teorema de Lagrange no intervalo [1, @] ..o 2
' 1
97 (Z) = L S e 3
Concluir que existe pelo menos um nimero real ¢, pertencente
, 1 _ gla)—g(1)
aointervalo |1,a[, talque L4 = = T e 3
1 _ gla)—g(1) 1 _ a+log(a)—1
1+ = = 1 & 1+ - i RN 1
RESLANEE TESOIUGED «...evivereeererereeee it et 6
V.S.F.F.
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S (=1 A 2 3 ) D s 3
T 2D et erer e 1
= = 80 = 124 12 e 5
ettt ettt n et en et eesaa 1

A2 e e n s s s e e e s be s ane s ane s ne s ae s nnes 15
Determinar 0 €lemento NBULIO (3 ).......covvvieirieieiece et 5
Determinar 0 0posto de Z (6 — ) ovvevreerrieieieieeeee e 5
Referir que todos 0s elementos tEmM OPOSIO ........ouivieieeorere et 3
Concluir que (R, 8) & UM GrUPO .eovueevieececeeeeeeeeeeeeeeeeee et e e 2

TR S 15
Verificar a distributividade ..............coooeiiiiiiiee e 7
Concluirque (R, 6,0) UM @Nnel .....c.coooeoviveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeae 3
Determinar o elemento unidade (4 )......ccccovmuerrinrreneiniieeeceseeeee e 5

= e T 10

Este exercicio pode ser resolvido por, pelo menos, trés processos:

1.° Processo

Y(Z) = 28 = 2 e 3
Y'(Z) =0 © Z = 1 ot 3
T ] o Y = = e 3
CONCIUSEO ..ottt sttt eae e easeee e e 1

3.° Processo
Determinar a abcissa do vértice utilizando propriedades da

fUNGEO QUAAIALICA ...ttt e 6
Determinar @ ordenada dO VEIICE ........o.coeoeeeeeeeeeeeeeeeeee e et e e e e eeeee e e e ee e e e, 3
CONCIUSAD ...ttt et e e e s e e e et e e e e e e oo 1
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2 D T L e 5
p/2 = 1/4 ................................................................................................................ 5
CONCIUSAO o ovieee oo e e e e et et e ee e et eseeeaeaamseeee e e naeeee satnemeedas b e et e s s bt s e s s 5

= 3 T OO PPPP PRSP PPPPPTEEEUTIPEITLCOUTELLD 15

Se 0 examinando se limitar a apresentar uma equagdo de uma parabola com a
concavidade voltada para baixo, mas cuja directriz ndo seja a mesma da parabola

P, devera receber a cotagdo de 3 pontos.
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