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INTRODUGAO

INTRODUCAO

Dados os aspectos inovadores do Ajustamento do Programa de Matematica a entrar em
vigor no ano lectivo de 1997/98, o Departamento do Ensino Secundario, promoveu a
realizacdo de um conjunto de acc¢des, destinadas a apoiar os professores na implentacéo
pratica das novas orientacdes, onde se inclui esta brochura que diz respeito ao tema

“Fungbes” para o 10° ano de escolaridade.

Este trabalho pretende:

e ser uma ajuda aos professores na interpretacdo do programa;

e disponibilizar um suporte teérico dos contetdos a leccionar;

e propor um conjunto de actividades comentadas possiveis de utilizar com os alunos;

e sugerir instrumentos de avaliacéo e de recursos diversificados;

Ao longo dos ultimos anos a forma de ensinar e aprender a fazer o estudo de uma fungéo
mudou consideravelmente. As mudancas introduzidas prendem-se, entre outros factores,

com a introducao da tecnologia, nomeadamente a calculadora e o computador.

No programa em vigor nos Ultimos 4 anos os alunos j& faziam o estudo de uma funcao
procurando 0s seus pontos notaveis sem que tivessem conhecimento de limites nem de
derivadas. Esse estudo, e o esboco do gréfico, era feito recorrendo ao dominio, tabelas e
estudo de alguns pontos relevantes. O programa agora ajustado, reforca esta ideia e
actualiza-a, dando-lhe mais for¢a com a introduc&o obrigatéria da utilizagdo da tecnologia
gréfica. Pela enorme mudanca que a tecnologia impde em termos de ensino e de
aprendizagem nas varias disciplinas, justifica-se que a ela seja feita uma referéncia
especial. A calculadora grafica em particular, pelas suas potencialidades, mas também
acessibilidade, traz para primeiro plano a representacdo grafica no estudo de uma

funcéo.

Na perspectiva deste programa, colocar a representagdo grafica em primeiro plano é
valorizar uma visado global da funcdo fazendo com que o aluno compreenda conceitos

matematicos importantes e sinta a necessidade de fazer em muitos casos o seu estudo
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analitico. E desejavel que o trabalho do aluno seja o de pensar, investigar, experimentar
e ndo somente o de ouvir e copiar. Neste contexto faz sentido o estudo das funcdes
polinomiais de grau n a partir do 10° ano.

Dado que uma das grandes novidades do Ajustamento é a utilizacdo obrigatéria das
calculadoras gréficas, deu-se um especial destaque a sua utilizagdo no estudo das
funcdes. No entanto é importante salientar que a introducao da calculadora grafica s6 por
si ndo ir4 conduzir a uma melhoria significativa na aprendizagem da Matematica no
ensino secundario. A introducdo da tecnologia podera ser um factor importante se for
integrada numa transformacgéo geral da abordagem feita, neste caso ao estudo das
fungbes, em que:

o se d& énfase as mudltiplas representacBes das funcdes (tabelas, grafico,
expresséo analitica) e a sua interpretacdo em problemas concretos ligados a
vérias situa¢fes da realidade e de outras Ciéncias;

¢ se valoriza estratégias de exploracao e descoberta por parte do aluno;

e se datempo ao aluno para que possa fazer as suas préprias descobertas;

e se reconhece a necessidade de ensinar e educar no uso da maquina,
desenvolvendo o espirito critico;

e se utiliza a maquina como um instrumento de trabalho flexivel ao longo de

todo 0 ano e em todos os momentos de trabalho dos alunos.

Os exercicios de calculo devem ser efectuados num contexto de resolugdo de
problemas. Enquanto algum calculo pode ser efectuado pela calculadora, cresce a
importadncia do desenvolvimento de capacidades para fazer uma boa utilizacdo desta
tecnologia e aumenta a oportunidade de se poderem realizar actividades de um nivel
superior de exigéncia tais como resolver problemas, fazer conjecturas, investigar, etc..

Para que o programa seja exequivel, pelo menos no que diz respeito ao tema Funcgdes, é
indispensavel que as escolas disponham de condicbes minimas de modo que seja
possivel utilizar sem dificuldade calculadoras graficas e/ou computadores com todos os

alunos na aula de Matematica.

Esta brochura pretende ser um instrumento de trabalho. Os condicicionalismos com que
foi elaborada, nomeadamente o tempo de elaboracdo e a auséncia de um suporte
editorial e gréafico profissionais fazem com que ndo possa ser apresentada com a forma

gue gostariamos que tivesse.

A presente brochura esta dividida em 4 partes:
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¢ Fundamentagédo Teorica
e Actividades para a sala de aula
e Recursos

e Avaliacao

Fundamentacado Tedrica

Trata-se de um texto dirigido aos professores, onde os aspectos teéricos mais relevantes
para o tema em estudo sdo abordados com rigor, incluindo-se alguns desenvolvimentos
para além do programa estrito do 10° ano. Embora os assuntos tratados sejam classicos
e estejam abordados em diversos manuais para 0 ensino superior, é por vezes
trabalhosa a sua consulta. Além disso nem todos os professores tém um facil acesso a
uma bibliografia alargada. Assim, considerou-se oportuna a inclusdo desta parte tedrica.
Todos os conceitos estdo exemplificados, sendo incluidas algumas notas histéricas e

exemplos de actividades com possibilidade de apresenta¢céo na sala de aula.

Actividades para a sala de aula

Apresenta-se um conjunto diversificado de actividades que podem ser adequadas a um
leque variado de professores e alunos. De notar que esta previsto que este capitulo seja
leccionado durante o 2° periodo com 36 aulas e por isso sO haverd tempo para
desenvolver algumas actividades. Cabe ao professor escolher, de acordo com o0 seu
gosto pessoal, e as turmas que lecciona, a forma de encadear os varios conteudos.
Algumas actividades poderdo ser mais acessiveis a uns alunos e outras serdo mais
adequadas para outros.

Com os comentarios pretendem-se dar algumas sugestdes de abordagem metodolégica
quer na forma de as trabalhar na turma quer na utilizacdo da tecnologia, nomeadamente

as calculadoras graficas.

Recursos
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E indicado um conjunto de programas de computador que seleccionamos tendo em
conta as orientacdes do programa, a sua adequacdo ao 10° ano e a sua acessibilidade.

Para ilustrar a utilizag&o apresentam-se exemplos de actividades resolvidas.

Nota: Era intengdo dos autores incluir uma disquete com ficheiros correspondentes a
algumas das actividades propostas (ficheiros de Word, Cabri Il, Excel, Geometer’s
Sketchpad, Modellus). Por razbes técnicas tal ndo foi possivel. Os professores
interessados em possuir essas disquetes podem enviar duas disquetes de alta densidade
e um envelope selado e enderecado ao préprio para uma das moradas indicadas na

parte final desta brochura.
Avaliacdo
Dada a complexidade do tema “Avaliagdo” sdo apresentadas apenas algumas sugestbes

que ndo pretendem ser exaustivas, mas que dao énfase aos aspectos inovadores deste

Ajustamento dos Programas.

10



FUNDAMENTAGAO TEORICA

FUNDAMENTACAO TEORICA

Breve Nota Histoérica

A nocao de fungédo resultou de um longo desenvolvimento do pensamento matematico.
Desde a Antiguidade até a Idade Média, os matematicos tinham um conceito bastante
vago de funcdo. Foi Nicolau de Oresme (~1323-1382) quem primeiro usou um gréfico,
para representar numa direccdo o tempo e na outra a velocidade de um mével. Oresme
chamava as coordenadas latitude e longitude, mas o seu sistema pode ser considerado
precursor da representacéo grafica de fungdes. E possivel que Oresme néo tenha ido
mais longe neste método das coordenadas por causa do pouco desenvolvimento das
técnicas algébricas e geométricas na sua época. Havia ainda que esperar por Viéte,
Descartes e Fermat.

Nos finais do século XVI, principios do século XVII, com os trabalhos de Kepler sobre o
movimento dos planetas e os de Galileu sobre a queda de graves, a matematica
comecou a ser aplicada com éxito ao estudo dos movimentos. Sendo as leis dos
fenomenos expressas por funcdes, sdo 0s conceitos matematicos de variavel e de
funcdo que permitem a interpretacdo do movimento e, de um modo geral, dos fenédmenos

naturais.

Fermat (1601-1665) e Descartes (1596-1650) introduziram o método analitico de definir
funcbes. Descartes, para além das curvas algébricas (que chamava curvas geométricas),
estuda as chamadas «curvas mecénicas», que para a sua definicdo dependiam da nocédo
de movimento. Por esta altura o pensamento funcional tornou-se predominante no

trabalho criativo dos matematicos.

O desenvolvimento do calculo na parte final do século XVII tornou necessario dar um

conceito preciso de fung¢do. A palavra «funcao» parece ter sido introduzida por Leibniz

11



FUNDAMENTAGAO TEORICA

(1646-1716). O matematico suico Leonhard Euler (1707-1783), foi o primeiro a adoptar a

expressao f (X) para o valor da funcéo.

A evolucéo do conceito de funcéo foi paralela a evolucdo do conceito de curva, que é o
seu correspondente geométrico: dizia-se que uma curva era «geométrica» ou «arbitraria»
consoante se sabia ou ndo representa-la analiticamente, isto é, dar a expressdo da
func@o a que ela corresponde. Foi a operacdo de passagem ao limite que, ao alargar

imenso as possibilidades de representacéo analitica, obrigou a modificar tal critério.

Alguns problemas praticos, como o estudo das vibra¢Bes das cordas dos instrumentos
musicais, levaram matematicos como Dirichlet (1805-1859) a definir funcdo como uma
correspondéncia arbitraria entre os valores de duas variaveis, tal como hoje é definida.

O desenvolvimento da matematica no século XX e a sua intervencéo cada vez maior nas
outras ciéncias levaram a generalizar o conceito de funcdo ao caso de variaveis cujos
valores pertencem a um conjunto qualquer de objectos. Assim, quando se diz que o
preco por metro de um tecido é funcdo da sua qualidade, a varidvel «qualidade» ndo

tem por valores nimeros ou grandezas de qualquer espécie. Segundo S. Silva
[Compéndio de Algebra], foi esta generalizagdo do conceito de fungdo que levou a

criagcdo da Andlise Moderna, que compreende ramos como a ldgica, a teoria dos

conjuntos, a algebra abstracta e a topologia geral, entre outros.

Conceito de Funcgéao

Na era «Leibniz-Bernoulli-Euler» as fun¢des reais eram principalmente entendidas como

compostas de fungbes elementares:

«Chamamos aqui fungdo de uma magnitude variavel a quantidade que é composta de
qualguer modo possivel desta variavel e de constantes.»
(Johann Bernoulli, 1718, Opera, vol. 2)

X
«Consequentemente, se f (g + Cj designa uma funcgéo arbitraria...»

(Euler, 1734, Opera, vol. XXII)

12
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No século XIX o estudo de Dirichlet sobre as séries de Fourier trouxe uma nogdo mais

geral de funcéo:

Considera-se usualmente a seguinte definicio de funcdo 'que é essencialmente a
mesma que foi dada em 1837 por Dirichlet:

Uma funcéo f : A— B consiste em dois conjuntos, o dominio A, o conjunto de chegada
B, e uma regra que associa a cada elemento X de A (objecto) um so6 elemento Y de
B (imagem). Diz-se neste caso que a funcio esta definida em A com valores em B.
Chama-se contradominio de f ao subconjunto de B formado pelas imagens. Quando o
contradominio de f coincide com o conjunto de chegada, a funcéo diz-se sobrejectiva.

A maioria das funcdes a estudar ao nivel do 10° ano sdo fung¢des definidas em
subconjuntos de R (nimeros reais) e com conjunto de chegada R; neste caso, ao

escrever-se Yy = f(X) pretende-se dizer que a cada ndmero real X do dominio de f

(variavel independente) se associa um sé namero real Y (varidvel dependente) e a fungéo
f diz-se entdo uma funcéo real de variavel real.

Uma vez que as fungbes reais de varidvel real tém por conjunto de chegada o conjunto
dos numeros reais, duas fungbes reais de variavel real, f e g, sdo iguais, se tém por
dominio o mesmo subconjunto X de R, e se para todo o elemento X de X se tem

f(x)=g(x).

Embora muitas das fun¢gbes estudadas a um nivel elementar tenham por dominio

intervalos ou reunides de intervalos, deve-se ter presente que o dominio de uma fungdo
real de variavel real pode ser qualquer subconjunto de SR. Assim, uma sucessdo de
termo geral U, € uma fungdo real de variavel real, que a cada numero natural N faz
corresponder U, . Habitualmente, relativamente a uma sucesséo, dizemos que se trata

de uma funcgéo real de variavel natural.

! Formalmente, a definicéo de fungéo é a seguinte: Uma funcdo f: A — B é um subconjunto F do produto
cartesiano A x B, que verifica a seguinte propriedade: para todo o0 x € A, existe um Unico yeB tal que (x,y) €

F.

13
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Neste texto consideram-se apenas funcdées reais de variavel real.

Chama-se expressdo analitica de uma funcdo a uma expressado que traduza a regra

que associa o0s objectos e as respectivas imagens.

Por exemplo:

O comprimento de uma circunferéncia é funcdo do seu raio. Esta funcao exprime-se por

C(r)=2zr (mais simplesmente, C=2zr).
A area de um circulo é fun¢&o do seu raio. Esta fung&o exprime-se por A(r) =zr? (mais

simplesmente A= 7zr?).

Assim C(r) =27r e A(r) = 7r® constituem as expressdes analiticas das fungdes

consideradas.

Quando nada se refere em contrario, convenciona-se que o dominio de uma funcéo
consiste no maior conjunto de valores para os quais a sua expressdo analitica tem
sentido. Nesses casos pode-se omitir a referéncia concreta ao dominio: escreve-se, por

exemplo,

-

X_
X_

f(x)=

w

sem explicitar o dominio de f.

Ha no entanto situagdes em que é necessaria a indicacdo do dominio da funcdo e outras
em que o dominio resulta da leitura da situacdo. Suponha-se, por exemplo, que se
considera a funcédo h que relaciona a temperatura em graus Celsius com a temperatura
em graus Fahrenheit. A funcdo h é definida por

h(x) = 9 X + 32

5

sendo o seu dominio constituido pelos nimeros X maiores ou iguais a -273,15 (zero
absoluto). O dominio de h é neste caso determinado pela situacdo em estudo, apesar de
a funcdo f definida por

f(x)= % X + 32

estar definida para todo o X real.

14
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Também nos casos do comprimento da circunferéncia e da area do circulo, as funcdes

s6 estdo definidas para r > 0, sendo portanto o seu dominio [O,+oo[ .

Frequentemente, as funcBes a estudar estdo definidas por diferentes ramos, isto €,

apresentam expressdes analiticas diferentes em subconjuntos diferentes do dominio.

0 se x>0

Por exemplo, f(x):{l s x<0

As funcdes definidas por ramos devem ser objecto de uma andlise cuidada, pois tém
muitas vezes descontinuidades (a funcdo f é descontinua no ponto X = 0) ou pontos
angulosos, isto é, tais que as semi-tangentes ao grafico da funcéo a direita e a esquerda

desse ponto ndo se situam sobre uma mesma recta.

Tal como foi referido na nota histdrica, existe uma ligacdo muito estreita entre os
fendmenos naturais e o conceito de funcdo. Com efeito, muitos fendbmenos consistem na
variacdo de uma grandeza com outra grandeza, como se uma delas fosse funcdo da
outra. Ao dizer-se que em qualquer movimento o espaco € uma func¢édo do tempo, esta a
usar-se o termo «fungdo» de uma forma empirica. As fun¢des usadas para descrever as
leis dos fenbmenos sdo apenas aproximacdes. Sabe-se, por exemplo, que ndo existe
nenhum gas que siga rigorosamente a lei dos gases perfeitos (relativa a variagdo do
volume de um g&s com a pressdo e a temperatura). Nenhum fenémeno natural segue
exactamente uma lei quantitativa. Em muitas situacbes da realidade um conjunto de
observag8es pode conduzir a varias fungbes diferentes.

Representacao Grafica de Fungdes

O grafico de uma funcéo é um conceito puramente matematico: para cada X pertencente
ao dominio da fung&o, determina-se o correspondente valor de Yy (y = f(X)). O conjunto

de todos os pontos (X, Y) obtidos por este processo é o grafico da fungéo f. Na pratica

interessa-nos frequentemente uma representacdo deste grafico. Esta representacdo
tanto pode ser um esbo¢co em papel ou hum quadro, como uma representacao mais

precisa em papel milimétrico, uma imagem num ecrd de uma calculadora ou computador

15
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ou uma impressao de alta resolugédo. As representacdes graficas dependem quer dos

meios fisicos que as suportam quer dos métodos e conven¢des usados para as construir.

A representacdo do grafico de uma funcdo pode ser feita de uma forma rigorosa,
marcando as escalas horizontal e vertical e procurando localizar tdo rigorosamente
guanto possivel os pontos, ou pode ser feita de uma forma qualitativa, sem dar grande
importancia aos aspectos métricos, mas tendo sobretudo cuidado com os aspectos
qualitativos. Estes aspectos podem ser, por exemplo, a localizacéo relativa dos zeros da

fungéo ou os intervalos de monotonia.

O tragado de um gréafico de forma rigorosa envolve normalmente a determinacdo de um
certo nimero de pontos do grafico e a sua posterior unido por linhas. Este método de
tracado ndo assegura, sO6 por si, que o grafico assim obtido reproduza todos os
comportamentos da funcdo considerados importantes. Isto deve-se ao facto de, na
pratica, a Unica informacao utilizada ser o valor da fungdo hum ndmero finito de pontos.

Um modo de complementar o método anterior é fazer o estudo analitico da funcéo e
assim determinar zeros, intervalos de monotonia, extremos relativos, pontos de inflexao,

etc.

Como, para além da limitacdo referida, até ha pouco tempo o calculo numérico tinha que
ser feito @ mao ou recorrendo a instrumentos ndo muito rapidos, a marcacéo directa de
pontos no grafico era reduzida ao minimo. Assim privilegiavam-se os esbocgos
qualitativos dos graficos, com referéncia a alguns pontos mais importantes (zeros,

maximos, minimos, etc.).

Nesta situacdo o grafico da fungéo era mais uma sintese final do conhecimento adquirido

sobre a fun¢éo por via analitica.

Paralelamente a esta situacdo na Matematica pura, nas aplicacbes da Matematica
(incluindo a Estatistica) a outras ciéncias foi-se tornando habitual a representacédo gréfica
de dados numéricos para, a partir dai, obter novas informacdes que néo era facil obter s6

com base em tabelas numéricas.

A utilizagdo generalizada de gréaficos para interpretar dados numéricos torna mais
importante o estudo das caracteristicas de uma fungéo a partir do seu grafico.

Actualmente, com o uso generalizado de calculadoras e computadores, tornou-se
também possivel iniciar 0 estudo de uma funcéo através de graficos de marcacdo de

pontos.

16
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Apresentam-se em seguida representacdes sugestivas da funcéo de Dirichlet,

H ) 0 se X racional
X) =
1 se X irracional

e da funcao de natureza analoga definida por

0 se X irracional

g(X) = {]/q se X = p/q (p e q primos entre si)

Estas representagdes (ver “Analysis by Its History”, E. Hairer e G.Warner p. 202) podem

ajudar a melhor compreender o comportamento destas fungdes.

Gréficode T : Gréfico de ¢ :

YA

Para a mesma funcdo podem-se ter varias representacdes graficas; basta por exemplo
variar as escalas dos eixos. Por outro lado a funcdes diferentes é possivel fazer
corresponder a mesma representacdo grafica. Ha fungBes para as quais é dificil
encontrar uma representacdo grafica adequada sendo necessario fazer o estudo por

partes, recorrendo a diversas representacoes.
Usa-se correntemente a designagéo “grafico” para referir uma sua representagao.

O grafico de uma funcéo é utilizado muitas vezes para obter uma informacéo rapida do
seu comportamento. Assim, o médico ao ler o gréfico das temperaturas de um doente,

tem uma ideia da evolucdo da doenca. Todos os dias se é confrontado nos meios de

17
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comunicacao social com gréaficos de audiéncia aos programas de televisdo, graficos
traduzindo taxas de desemprego, graficos traduzindo as oscilacées de popularidade dos
politicos, etc..

Nas actividades seguintes, pode-se solicitar aos alunos que facam um texto descrevendo

em linguagem corrente a informacgé&o contida nos gréficos.

Os alunos devem ser encorajados a analisar os dados apresentados sob a forma de

gréfico, tabela ou descricdo da situagédo e a relaciona-los.

O Comboio

O gréfico representado a seguir relaciona a distancia percorrida (em km) com o

tempo (em minutos) gasto por um comboio que percorre toda uma certa linha .

Km

141

12 T /

10T -
g+
6+
4+
2+

L e e Y N B s s >
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 minutos

e Quantos quilémetros percorreu o comboio desde a origem até ao destino?

e Quanto tempo demorou a percorrer os primeiros 14 Km?

e Quantos quilémetros tinha percorrido o comboio ao fim de 10 minutos?

¢ O comboio deslocou-se sempre a mesma velocidade?

e Sabemos que o comboio s parou nas estagdes. Quantas estacdes existem
nesta linha? Qual a distancia entre as estacfes?

¢ Demorou o mesmo tempo em todas as paragens? Tenta encontrar uma

justificacdo para este facto.
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As funcdes descrevem fenémenos

Analisa as quatro situacdes e associa a cada uma o grafico (g, g», gz ,04) que

pensas que melhor a descreve.

Assinala em cada eixo a variavel representada e marca alguns niimeros que te

permitam tornar mais evidente a relagéo entre o grafico e a situagéo descrita na

tabela ou em texto.

SITUACOES

Situacéol: Arrefecimento do café:

Tempo (minutos) 0 |5 |10|15]|20

2530

Temperatura (°C) 90|79|70 |62 |55

49 44

Situacéo 2: Subida de um projéctil:

Tempo (segundos) |0 2 4

6

8 10

altura (metros) 0 75 (140

195 | 240 | 275

Situacé@o 3:Temperatura durante dois dias do més de Janeiro:

horas 0 |3 |6 |9 (12|15 |18 (21

24 (27 |30

33

36

39 |42

45

48

temperatura |1 (-2 (-1 |5 |13 |14 |12 |7

2 [0 |1

5

10

13 (9

Situacéo 4: A temperatura de um forno eléctrico em fungéo do tempo:

Tempo (minutos) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
temperatura (graus) |20 [20,5(22 |40 |80 (120 |100 |120 (100
GRAFICOS
9 02
]\/\
G 04
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Podem, também, imaginar-se funcbes em abstracto, isto €, sem a pretensdo de lhes
atribuir qualquer significado que ndo seja puramente matematico. Como obter os graficos

de tais fungbes?

Para representar uma funcdo no plano ha que fixar um referencial. Usa-se normalmente
um referencial cartesiano ortonormal, isto é, formado por dois eixos (um eixo horizontal e
um eixo vertical, designados respectivamente por eixo das abcissas, vulgarmente
designado por eixo dos xx e eixo das ordenadas, vulgarmente designado por eixo dos
YY) que se intersectam perpendicularmente num ponto O. [A palavra «cartesiano» deriva
de «Cartesius», nome latino do matematico e filésofo francés Descartes (1596-1650). Foi
Descartes quem introduziu este método de representacdo, fundando a geometria

analitica.]

Observe-se que, para fazer uma representagdo do tipo descrito, ndo € necessério supor
que os eixos sejam perpendiculares; essa €, contudo, a forma mais usual e mais pratica.
E por vezes de grande utilidade considerar unidades de comprimento diferentes nos dois

eixos, conforme se ilustra na questao seguinte:

Como representar graficamente a fungéo polinomial do terceiro grau que tem

raizes X =0, X =1 e Xx =300, em que o coeficiente do termo de grau 3 é igual a 1?

Depois de se verificar que, atendendo ao intervalo muito grande existente entre as raizes,
ndo é possivel visualizar uma representacao grafica que dé a ideia do comportamento
global da funcéo, é necessario recorrer a varios rectangulos de visualizac¢éo, estudando a
funcdo por partes. A ideia global do grafico pode ser obtida recorrendo a uma

representacao deformada, com papel e lapis, utilizando escalas

diferentes em diferentes intervalos dos eixos quer dos XX, quer dos Yy.
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Haxinaun
n=498EAEEE  YEPH.BPEOEE

Hiniraur
R=Z00 16707 Y= -Z0E000E

[-10,10]x[-10,10] [-1,2][-10,100]

[100,300]x[-5x10° -4x10"]

n=z00 =i I

[280,320]x[-10,10] gréfico feito a méo

Quando se diz que o rectangulo de visualizagdo é [-10, 10] x [-12, 15], pretende-se

dizer que X varia no intervalo [-10, 10] e Y varia no intervalo [-12,15].

Em muitos casos, para um estudo mais completo da fungcdo onde se procuram pontos
notaveis ou comportamentos “escondidos”, sdo necessarias varias representagbes

gréaficas (usando diversos rectangulos de visualizacao).

Apresentam-se em seguida duas representacdes graficas da mesma fungéo:
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A segunda é uma ampliacdo de uma zona da primeira, de modo a poder observar-se

melhor o comportamento da funcéo na regido indicada.

Analise-se a seguinte questao:

Que dimensdes deve ter uma lata cilindrica com tampa e com 300 ml de
capacidade para que seja minima a quantidade de folha metalica necessaria para

a construir ? (dimensdes a menos de 1 centésima)

Um cilindro pode ser caracterizado pelo raio da base (r) e pela altura (h). Nesse caso o

seu volume é dado pelo produto da area da base pela altura,

V = ar’h
enquanto a area da sua superficie (quantidade de folha metalica necessaria) é dada por
A=2ar?+2arh
Exprimindo os comprimentos em cm e notando que o cm?® equivale ao mililitro,

300
pretende-se minimizar a area com a condicio  V =300 = zr°h, peloque h= e

300 600
Ent&o a area é dada em funcdo do raio por  A=2ar? + ZMF =22 +—

Para o estudo das dimensdes da lata so interessa considerar r > 0. \ I\/
Assim ndo faz sentido considerar o gréfico (A). Se o raio for muito

pequeno, a parcela 600/r cresce muito. Por outro lado, se o raio for \
muito grande, a parcela 27r® torna-se também muito grande. A

Pode-se esbogar um gréfico inicial para valores de r entre 0 e 10. Definindo as

coordenadas verticais da janela de visualizacdo entre 0 e 10 nada se vé no gréafico, mas

pode-se usar o TRACE para se ter uma ideia da ordem de grandeza dos valores da

fung&o no intervalo [0,10]:
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YH=CTHz+E00M

n=1.zBz9787 LY=44E.BRZEG .

YH=CTHz+E00M

[ e—— el ]

YH=CTHz+E00M

n=B.191489Y .Y¥=484.8F16z .

Desenhe-se novamente o gréafico, desta vez com

ye[200, 500].

Convém também

colocar as

marcacdes verticais do grafico de 100 em 100.

Fica-se entdo com o grafico seguinte:

Localiza-se um minimo entre 3 e 4. Usando o ZOOM BOX e o TRACE tenta-se

determinar este minimo com um erro inferior a uma centésima.

n=c. 9rBPEsY JY=cEB.F08968 |

n=z.elr0Els  Y=zhB.zEVL

Usando o TRACE e observando o valor de ¥ pode enquadrar-se 0 minimo

YH=CHz+E00M

n=z.elr0Els  Y=zhB.0B4zH

YH=CHz+E00M

n=z.ax0a0zl  Y=zhB.0BezE

YH=CHz+E00M

n=Z.e441829 Y=z4B.0871

entre 3,617 e 3,645 mas isto ndo é ainda suficiente. Fazendo mais um ZOOM BOX
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-\""-\-\.\_\_\_\_\_\_'_'_'_'_'_,_,.ﬂ-"'"-.

H=3.73OEMBE VSEWPMEOE? | Obtem-se |HSE.BE0E0ZL Y=zuB.07udz

Voltando a usar o TRACE

YH=CHz+E00M YH=CHz+E00M YH=CHz+E00M
n=Z.62597E8  Y=z4B.0Bz14 n=z.6BeB0E  Y=z4B.0B:z0H n=z.ax0a0zl  Y=zhB.0BezE

O minimo pode agora ser enquadrado entre 3,6259 e 3,6307 (note-se que, s6 com base
nestes dados, ndo se pode ter a certeza que 0 minimo esteja a esquerda de 3,6306 , pois
poderia ainda localizar-se entre 3,6306 e 3,6306021). Como 3,63 estd a menos de uma
centésima de 3,6259 e de 3,6307 , pode garantir-se que o valor de r =3,63 aproxima o
minimo com um erro inferior a 0,01. O valor da altura correspondente a este raio seria
entdo de 7,24699... que pode ser aproximado com erro inferior a uma centésima por h
=7,25.

A rigor, na resolucao anterior, era necessario verificar se a aproximacgéo do raio que foi
obtida era suficientemente boa para que o erro propagado pela férmula da altura fosse

ainda inferior a uma centésima, mesmo depois dos arredondamentos, mas este tipo de

andlise excede o programa actual do Ensino Secundario.

E importante observar que o grafico de uma funcdo nem sempre é uma sé linha,
podendo ser formado por varias linhas separadas, ou mesmo por um conjunto de pontos

sem qualquer continuidade.

Por exemplo, o gréfico da fun¢éo definida por

{—1 se X<0

f(x) =

é constituido por duas
1 se x>0 P

semi-rectas,

24



FUNDAMENTAGAO TEORICA

e afuncdo ¢ definidaem Z (conjunto

dos nlimeros inteiros), por g(x) =X

tem o grafico constituido por uma
infinidade de pontos situados sobre a

recta Yy = X (bissectriz dos quadrantes

impares). -

Para se obterem informacdes correctas sobre o comportamento de uma fungéo através
da observacéo do seu grafico, € preciso ter em conta as convengdes relativas a leitura
gréfica, que se ilustram em seguida. As conven¢des nem sempre sdo as mesmas para

todos os autores e por isso 0s alunos devem ser alertados para este facto.

Nos graficos seguintes apresentam-se duas situacdes: a primeira diz respeito a uma

funcéo cujo dominio é R e a segunda a uma funcéo definida num intervalo de R.

fid a7

Perante gréaficos deste tipo e desconhecendo a lei de formag&o ou a situacdo que 0s
originou, porque é que em geral se considera que, no primeiro gréfico, o dominio é R?
Porgue se convencionou que se considera que o grafico continua desde que ndo haja
indicacdo em contrario. Como é que, no segundo gréfico, se reconhece que o dominio é
um intervalo fechado no extremo esquerdo e aberto no extremo direito ? Através dos
sinais bola fechada ou bola aberta.

Embora o conceito de assimptota ndo faga parte do programa do 10° ano convém ir
familiarizando os alunos com as conven¢fes usuais que permitem reconhecer a

presenca de assimptotas nos graficos de fungdes.

Observem-se os gréficos A e B seguintes:
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No gréfico A pretende-se indicar que a fungdo tende para —2 quando X tende para +w. No
caso do grafico B néo esta claro que a fungéo tende para —2 quando X tende para +w pelo

que, sem mais informacgdes, ndo se deve tirar esta conclusao.

Observacdo: De um modo geral, nem as calculadoras graficas, nem o software para
gréficos em computador, desenham as assimptotas ou assinalam os dominios com as
convencdes indicadas. E necessario ir chamando a atengo dos alunos para a forma
como devem registar no papel os gréficos que visualizam nos ecrans, introduzindo as

necessarias correcgoes.

E de referir que, em alguns casos, torna-se util “somar” ou subtrair “graficos”. Atendendo

a definicdo de soma e de diferenca de fung¢des definidas num mesmo dominio, se se

pretende tracar o graficode h=f+g ou h =f-gnum certo conjunto A, basta somar

ou subtrair as ordenadas da imagem por f e g de cada ponto X de A.
As simetrias e as translagbes constituem preciosos auxiliares para o tracado de

graficos de fungdes. No que respeita as simetrias, recorde-se que uma fungéo f é par
num subconjunto A do seu dominio se f(=X) = f(X) para todo o0 X e —X em A;
graficamente este facto traduz-se pela simetria relativa ao eixo das ordenadas (exemplo:
f(x) =[x, f(x) =x*). Uma fungéo g é impar num subconjunto B do seu dominio se
g(—X) = —g(X) para todo o X e — X em B; graficamente este facto traduz-se pela simetria

relativa & origem das coordenadas (exemplo: f(x) = x, f(x) = x?).

Retomando a familia de fungdes f(X) = |X +a| com a €‘R, é de realcar o facto de
apenas no caso a = 0 se ter simetria relativamente ao eixo das ordenadas.

Observe-se que cada funcdo f (X) = |X + a| com a € R é simétrica em relaco a recta

X=-a, istoé, f(—a+x)=f(—a—x) paraqualquer X €R.
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Dado que sdo patentes as dificuldades apresentadas pelos alunos quando tém de
trabalhar a funcdo médulo, com o auxilio da calculadora grafica podem ser introduzidas
questdes do tipo:
e Tracar os graficos das funcdes f(x)=x?—-1 e de |f|(X) :|f(X)| = |X2 —ZIJ; S&0
ambas funcdes pares. Serd que se f € par |f | € sempre par ? Porqué ?
e 3 3. p ~ .
Tracar os graficos de f(X)= x> e de |f|(X) = |X | f é uma funcéo impar e |f| é

par. Sera que se f & impar |f | pode ser impar? Porqué?

Depois do estudo de algumas fungdes e suas representagcbes graficas ha alguma
tendéncia por parte dos alunos em considerar fungéo tudo o que se representou num
referencial, nomeadamente rectas verticais e circunferéncias, sendo portanto vantajoso

confronta-los com situagcdes como as que se indicam a seguir.

Funcdes

Dos gréaficos que se seguem indica quais os que podem representar fungdes?
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Gréaficos obtidos com Computadores e Calculadoras Graficas

Até ao século XVIII a vida corrente nao colocava problemas numéricos muito sofisticados
a maioria das pessoas. SO grupos especializados (astrénomos, comerciantes,

banqueiros, cobradores de impostos, etc.) tinham uma maior necessidade de calcular.
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Enquanto os matematicos e astrénomos na Europa, desde a introducédo da numeracéo
indo-arabe, usavam o célculo escrito, 0os outros grupos usavam mesas de calculo (com

marcacodes) sobre as quais dispunham fichas.

No oriente estava até ha pouco tempo generalizado o uso de dbacos como instrumentos
auxiliares de célculo. O uso destes instrumentos era (e ainda é) ensinado nas escolas

primarias.

Os precursores das maquinas de calcular mecanicas foram Wilhelm Schickard
(1592-1635) e Blaise Pascal (1623-1662).

Schickard construiu a primeira maquina mecanica de somar e subtrair em 1623, mas a
maquina ndo conheceu qualquer difusdo. Pascal obteve em 1645 uma maquina de
somar e subtrair que funcionava, apos diversas tentativas de concepcao e construcao de
magquinas do género. Os objectivos de Pascal eram praticos (ajudar o pai, que trabalhava
nos impostos) e construiu diversos exemplares da sua maquina, que chegou mesmo a

vender (vendeu 30 exemplares).

O facto de estas maquinas s6 permitirem a multiplicacdo por adi¢cbes sucessivas e a

divisdo por subtrac¢8es sucessivas limitava o seu interesse pratico.

A primeira maquina capaz de multiplicar foi construida por Gottfried Leibniz (1646-1716).
Leibniz introduziu uma série de inovacdes que mais tarde foram aproveitadas nas
magquinas de calcular mecanicas produzidas industrialmente. Contudo a sua época nao
estava ainda pronta para a generalizagdo das maquinas mecéanicas de calculo pois a
tecnologia mecanica tinha ainda que evoluir. S6 em 1810 viria a ser construida a primeira

magquina de calcular comercial.

Em 1812, Charles Babbage (1792-1871), professor na Universidade de Cambridge,
concebeu uma “maquina de diferencas” (difference engine) para calcular
automaticamente tabelas de fungdes trigonomeétricas e logaritmicas. Babbage concebeu
depois uma “maquina analitica” (analytical engine) que poderia executar uma sequéncia

arbitraria de operacdes e disporia de armazenamento interno de dados.

A maquina analitica incluia cinco caracteristicas comuns aos modernos computadores
e dispositivo de entrada;

e zona de armazenamento ou meméoria;
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e processador ou calculador numérico;
¢ unidade de controle;

e dispositivo de saida.

Nenhuma das maquinas de Babbage chegou a ser concluida, em grande parte pela falta

de ferramentas de precisdo que ainda nao existiam.

Uma importante colaboradora e financiadora de Babbage foi Augusta Ada Byron
(1815-1852, filha de Lord Byron e depois condessa de Lovelace). Ada ajudou a
desenvolver as instru¢des para a maquina analitica e é por vezes considerada a primeira

programadora de computador do mundo.

Nos finais do século XIX as maquinas de calcular comerciais generalizaram-se, sendo
famosa a maquina que o estatistico americano Herman Hollerith (1860-1929) construiu

para tratar os dados do censo de 1890 nos Estados Unidos.

Até 1930 as aplicagcdes do célculo mecanico ao dominio cientifico foram um pouco
negligenciadas. Contudo, o desenvolvimento das diversas ciéncias e a sua aplicacdo a
sectores cada vez mais numerosos da actividade humana exigiam calculos cada vez

mais complexos.

Foi por altura de Segunda Guerra Mundial que se desenvolveram as primeiros
computadores baseados em dispositivos electronicos em vez de dispositivos mecanicos.

Embora baseado em trabalhos e experiéncias anteriores, o primeiro computador
completamente electrénico foi o ENIAC (Electronic Numerical Integrator And Calculator),
construido nos Estados Unidos, na Univ. da Pennsylvania, em 1946. O ENIAC tinha uma
memoria para armazenar 20 nimeros de 10 digitos cada um e pesava cerca de 30

toneladas.

O primeiro computador comercialmente disponivel, o UNIVAC, apareceu em 1951 e
baseava-se no ENIAC. Estes computadores da primeira geracdo baseavam-se em
vélvulas electronicas e eram inicialmente programados directamente em linguagem

maquina.

A necessidade de facilitar a programacdo levou ao aparecimento das primeiras

linguagens de alto nivel: 0 FORTRAN (1954) e o COBOL (1959).
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A segunda geracdo de computadores (1959-1964) surgiu com o transistor. Os
computadores tornaram-se menos dispendiosos e comecaram a aparecer nas grandes

organizacdes (universidades, governos, grandes empresas).

A terceira geracao (1965-1970) é marcada pelos circuitos integrados, enquanto que a

quarta geracao (1971-presente) se caracteriza pelo aparecimento do microprocessador.

As calculadoras electrénicas apareceram no inicio dos anos 60, enquanto no inicio dos
anos 70 surgem modelos miniaturizados, alguns em tamanho de bolso. Enquanto os
modelos mais simples s6 permitem executar as 4 operagfes aritméticas fundamentais,
0s modelos mais sofisticados podem mesmo calcular fungbes matematicas

transcendentes (trigonométricas, logaritmica, exponencial, etc)

As actuais calculadoras programaveis de bolso sdo verdadeiros computadores ja que,
para além de dispositivos de entrada (teclado) e saida (ecrd) podem armazenar dados e

programas (meméria) e contém no seu interior um microprocessador (céalculo e controle).

Os computadores e calculadoras constroem, de forma rigorosa, representagdes
aproximadas dos gréaficos das funcdes. Contudo, nem sempre € facil encontrar uma
representacdo computacional do gréfico da funcdo que permita analisar o

comportamento global da funcéo.

Torna-se por vezes necessario recorrer a representacdes do grafico em diferentes
rectangulos de visualizagdo e integrar os conhecimentos tedricos disponiveis sobre a
mesma funcdo, de modo a que se possa esbocar uma representacdo qualitativa

satisfatoria do gréafico da funcéo.

Existem ainda varias situacdes em que os graficos em computador ou calculadora

podem conduzir a varios enganos, que se exemplificam em seguida.

1. O gréfico pode levar a concluir que alguns valores pertencem ao dominio da funcao
quando isso ndo acontece. E importante que desde o inicio os alunos sejam

confrontados com exemplos que Ihes permitam perceber a vantagem da informagéo
2x—4
dada pela expresséo analitica da func¢éo. A calculadora apresenta para Y = ﬁ um
X% —2X

grafico semelhante ao da fungdo y =2 e para y = ﬁ

semelhante ao de y = X.
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Os alunos deverao corrigir as representacdes fornecidas pela calculadora, introduzindo

nomeadamente a bola aberta nos pontos que nédo pertencem ao dominio.

-5

2. O gréfico pode ndo apresentar alguns trogos importantes:

Por exemplo a fung&o f(X)= X* — 12 X? + 46 X — 42 tem no rectangulo de visualizagao

[-10,10] x [-10,10], o aspecto que se segue:

T T T T T T T T T TT
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[-10,10] x [-10,10]

E necessario procurar o rectangulo de visualizacdo adequado. Um rectangulo de
visualizacao que permite um melhor conhecimento do comportamento da funcdo é

[-4, 10] x [-90, 90].

e
A

[-4, 10] x [-90, 90].

3. Como ja foi referido na pagina 20, por vezes, com uma so6 janela ndo se consegue ter

uma ideia do comportamento de uma fun¢cédo. Tomando como um outro exemplo,

XB

y= Z_05" e observando o que se passa perto da origem ([-2, 2] x [-2, 2]), ndo se

tem a percepcdo do comportamento da funcdo quando X se afasta de 0; em
contrapartida, tomando um rectangulo maior ([-10, 10] x [-10, 10]), o que se passa junto

a origem fica pouco claro:

=

[-2, 2] x [-2, 2] [-10, 10] x [-10, 10]

E necesséario procurar os rectangulos de visualizacdo adequados a andlise das
caracteristicas gerais da fungdo. Os alunos devem ser incentivados a experimentar
diversos rectangulos de visualizagdo e a ter em conta as propriedades conhecidas ou

gue decorrem da expressao analitica das fungdes que estdo a estudar.
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4. A generalidade das calculadoras apresenta a
funcdo y = int(X) (funcdo caracteristica de X,

C(X), que a cada numero real X faz corresponder

0 maior inteiro ndo superior a X) com este

aspecto.

E pois necessario colocar a calculadora em modo "ponto a ponto"e chamar a atencdo

dos alunos para esta limitagdo. Obtem-se entdo a representacéo

L. A *—0
Nenhum destes graficos representa y
correctamente a fungdo Yy = int(X) pelo L e :
que o] aluno deve corrigi-los ' g 3 ‘ >
apresentando um grafico deste tipo: —
—o |

3
X—2

vertical ndo faz parte do gréafico da fungdo, nem pretende representar a assimptota

5. No gréfico das funcdo Yy = é indispensavel explicar aos alunos que a recta

N

vertical que existe para X = 2. Os alunos poderdo também recorrer a tabela para
perceberem melhor o que acontece quando X se aproxima de 2 e representarem um

grafico mais correcto.
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grafico apresentado pela calculadora grafico que os alunos podem registar

6. Um outro exemplo que pode ser apresentado é o da fungdo Yy =49 — X2 , Cuja

representacéo grafica no ecra pré definido pela calculadora utilizada, aparece com o

aspecto seguinte:

Mais uma vez os alunos tém que questionar o que acontece na proximidade de -7 e 7 e
porque é que 0s numeros reais inferiores a -7 e superiores a 7 ndo pertencem ao
dominio. Neste caso a consulta da tabela ser4 uma boa ajuda para o estudo do dominio
da funcdo. Note-se que, para os valores que ndo pertencem ao dominio, a maquina

assinala erro.

# Y q i "1
| 5.:246 B ERFROFK
y E. 744G -24 EFREOF
C 4.g94 -7 0
B Z.BNEE -5.9 i.1789
7 i -6.8 1,661
B EREOR 6.7 ZOEPE
] ERROR -6.5 Z.33ch

=3 w=-F.2
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Estas observacdes levam a concluir que os graficos obtidos através de computadores e
calculadoras podem ajudar a compreenséo do grafico de uma funcdo, mas devem ser
cuidadosamente interpretados. Nao se deve esquecer que um dos triunfos do célculo é a
possibilidade de analisar o grafico de uma funcdo sem recorrer aos computadores ou

calculadoras e sem determinar muitos pontos desse grafico.
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Continuidade

A natureza oferece constantemente exemplos de variagbes que se produzem umas, de
uma maneira continua, isto &, pela variacdo gradual (exemplo: o desabrochar de uma
flor) e outras, que se produzem de uma maneira descontinua, isto é, pela passagem
repentina de um a outro estado (exemplo: a passagem da agua em ebulicdo do estado
liquido ao estado gasoso).

As continuidades e descontinuidades, com que as grandezas variam umas em relacéo as
outras, séo traduzidas em matematica pelos conceitos rigorosos de fungdo continua e
funcdo descontinua.

Em 1821, Cauchy introduziu o conceito de fun¢do continua ao exigir que mudancas

infinitamente pequenas de X produzam mudangas infinitamente pequenas de Yy
(v =10x):
“f(X) diz-se uma fungdo continua se os valores numéricos da diferenca
f(X + a) - f(X) decrescem indefinidamente com os de «.” (Cauchy, 1821, Cours
d’Analyse).
Bolzano (1817) e Weierstrass (1874) foram mais precisos ao afirmarem que a diferenca
f(x) - f(xo) deve ser arbitrariamente pequena quando a diferenca X— Xo €
suficientemente pequena:
“Chamamos aqui a uma quantidade Y uma fungéo continua de X, se depois de escolher
uma quantidade &, a existéncia de J pode ser provada, de forma que, para qualquer valor
entre X, —o... Xo +0, 0 correspondente valor de y esta entre yo —&... Yo +&”

(Weierstrass, 1874)

O conceito usualmente utilizado hoje em dia é o conceito derivado desta concepcédo de

continuidade de Weierstrass, que pode ser enunciado como segue:

Definicdo: Seja A um subconjunto de R e Xo€A. A fungéo f: A— R ¢ continua em x,

se para qualquer & >0 existe ¢ >0 tal que para todo 0 Xe A tal que |X-Xo|<& se tenha
[f(x)—f(xo)| <5

Uma funcéo diz-se continua em A se for continua em todos os pontos de A.
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Esta definicdo é equivalente a seguinte, cuja linguagem é mais acessivel:

Seja A um subconjunto de R e Xo € A. A funcdo f: A— R é continua em x, se para

7

qualquer sucesséo (Xn)de elementos de A com limite X,, a sucessdo (f(Xn)) e
convergente para f(xo).

Esta formalizagdo, dado o seu grau de abstraccdo, ndo é adequada a uma primeira
abordagem do conceito de continuidade. Usa-se, por isso, com uma certa «ligeireza» a
ideia que uma funcdo é continua quando é possivel tracar o seu grafico de maneira
continua, isto é, sem levantar o lapis do papel. Este conceito intuitivo «funciona» se a
funcéo estiver definida num so intervalo, mas falha se o dominio for, por exemplo, uma

unido de intervalos disjuntos:

1
Por exemplo, a fungdo f(x)= X

é continua em todo o seu dominio

e nao se pode tracar o seu gréfico >

sem levantar o lapis do papel:

k
[Recorde-se que a fungdo do tipo f(X) = ; com K constante, traduz que as grandezas

X e f(X) (x = 0) s&o inversamente proporcionais.]

Podera entdo dizer-se: uma funcdo é continua num conjunto A que seja uma reunido de

intervalos ndo degenerados (isto é, ndo reduzidos um ponto) se para quaisquer dois
ponto X e Y em A tais que [X, y] < A, é possivel tracar o seu grafico em [X, Y] sem

levantar a ponta do lapis do papel.
Um exemplo desconcertante de func&o continua €, por exemplo, a fungéo f definida no
conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5} por f(n) = n. O gréfico desta fung&o é constituido por pontos

isolados, sendo obviamente necessario levantar a ponta do lapis do papel para desenhar

o grafico. [Observe-se que nao existe contradicdo com a definicdo anterior, j& que nao é
possivel considerar X e y em {0, 1, 2, 3,4, 5} taisque [X, Y] < {0,1,2,3,4,5}.]
Como é que f pode ser continua em qualquer ponto Xo de {0,1,2,3,4,5}?

Basta observar que a condicdo para qualquer § > 0 existe &> 0 tal que para todo o
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Xe {0,1,2,3,4, 5} tal que |[X —Xo |<e& se tenha | f(X)—f(Xo)|<o é sempre verificada
para qualquer ponto Xo de {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Com efeito, existe & > 0 (basta tomar 0< &
<1) de forma a que o Unico ponto X do conjunto {0, 1,2, 3,4, 5} talque |[X—Xp [<¢& é

X=Xo eassim |f(X) - f(Xo)| =0 <4, para qualquer §>0.

Decorre assim da definicdo de continuidade que uma fungcéo € continua em todos os

pontos isolados do seu dominio (um ponto & é um ponto isolado de A se existir um
intervalo aberto | contendo a tal que AN | = {a}). Com efeito, se a & um ponto isolado
de A, a Unica sucessdo formada por pontos de A e convergente para a é a sucessdo
constante U, =a e entdo f(un) = f(a), que converge obviamente para f(a).
Exemplo:

A funcao definida em [— 1,2] 1

£ x| se —-1<x<1
X) =
por 1 se X=2

-1

é continua no seu dominio, X = [— 1,1] w{2} e2éum pontolisolado de X.

Monotonia

A observacgao de um grafico de uma funcao fornece uma indicacdo aproximada dos seus
Zeros, isto é, os pontos onde o seu grafico intersecta o eixo das abcissas e do seu
sentido de variagao (crescimento e decrescimento).

Uma funcéo f é crescente (decrescente) num conjunto A se, sempre que a e b sdo
elementos de A tais que a < b, entdo f(a) < f(b) (f(a) > f(b)); uma funcdo é mondtona

num COﬂjUﬂtO se é crescente ou decrescente nesse COﬂjUﬂtO.

Uma funcéo f é estritamente crescente (estritamente decrescente) num conjunto A se,

sempre que a e b sdo elementos de A tais que a < b, entdo f(a) < f(b) ( f(a) > f(b));
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uma funcdo é estritamente mondtona num conjunto se € estritamente crescente ou

estritamente decrescente nesse conjunto.

Exempilos:

e A funcéo constante, f(X) =k, é simultaneamente crescente e decrescente em ‘R.
« Afuncdo identidade, f(X)= X, é estritamente crescente em ‘R.

e Afuncéo f(X) =|x| é estritamente decrescente em ]— oo,O] e estritamente

crescente em [0,+oo[.
A funcdo caracteristica, f(X) = [X] = C(X),(definida por f (X) =N sempre que
X e [n, n+ 1[ , € definida na calculadora por y = int X) é crescente em R.

No ambito desta brochura a nogdo de crescimento e decrescimento de uma funcéo é

relativa ao comportamento da fungdo num conjunto. Nao é aqui usada a nocéo de funcdo

crescente ou decrescente num ponto, a ndo _ser no _caso _degenerado, sem qualquer

interesse pratico, em que o ponto se identifica com o0 conjunto a ele reduzido. Deve-se

assim usar apenas a nocao de funcao crescente (decrescente) num conjunto.

Se o dominio de uma fung¢do é uma reunido de intervalos e se a fungéo é crescente
(decrescente) no seu dominio, ela é crescente (decrescente) em cada um dos

subintervalos que o constitui. A reciproca é falsa: por exemplo, a funcdo definida em

[—1,2] por f(x)=x—[x],istoe,

x+1 se xe[-10]
f(x)= xoose X E[O’]{ cujo gréfico é
x-1 se xe[12

0 se x=2 100 1 2

é crescente em todos os intervalos da forma [n,n +1[ com n e {-1, 0, 1}mas ndo é

crescente em [— 1,2]. Mais geralmente, se uma funcédo é crescente (decrescente) em A

e em B, ela ndo é necessariamente crescente (decrescente) em AUB.
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Quando se define crescimento e decrescimento num conjunto A ndo se faz qualquer
restricdo relativamente as caracteristicas topolégicas desse conjunto. Assim uma funcao
pode ser crescente ou decrescente em conjuntos abertos, fechados ou em conjuntos
nem abertos nem fechados.

Convém ter em conta situagées como as que se seguem:

A funcdo f é decrescente em [0,1]; a fungdo g n&do é decrecente em [0,1] mas é
decrescente em [0,1[; a funcéo h nao é decrecente em [0,1] mas é decrescente em
0.

A guestéo seguinte pretende trabalhar conjuntamente os conceitos de continuidade e de
monotonia de fungdes, propondo algumas situagdes que contribuem para desenvolver o
sentido critico dos alunos. Sera interessante considerar a mesma questdo, mas em que a

monotonia envolvida é no sentido estrito.
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Quando possivel, dar exemplos (eventualmente através de graficos) de funcdes de

dominio R, satisfazendo as condi¢des seguintes:

e monotona decrescente e sempre positiva

e com pelo menos uma descontinuidade em R, modnotona crescente e com

contradominio [-3, 7]
e madnotona decrescente de contradominio [-3, 7]

e com trés zeros distintos e de contradominio [-3, 7]

e monotona crescente e com pelo menos dois zeros

e monodtona crescente e com dois e s6 dois zeros

e mono6tona crescente, com pelo menos uma descontinuidade em R e sempre

positiva

Comentéario

_/\/7

Monétona decrescente moénotona decrescente trés
zeros distintos

e positiva contradominio /-3,7]

contradominio /-3,7]
/ _

moénotona crescente moénotona crescente
com pelo menos dois zeros descontinua e

sempre positiva

FuncBes obedecendo as outras duas condicdes ndo existem e o0s alunos poderao ser

incentivados a explicar o motivo de tal impossibilidade. Nos casos em que o professor
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trabalha indiferentemente com os dois tipos de monotonia (estrita ou ndo estrita), num
exercicio deste tipo deve explicitar de que tipo de monotonia se trata.

Extremos e Concavidades

Seja f uma funcéo definida num conjunto qualquer A. Designe-se por f(A) o conjunto
formado pelas imagens por f dos elementos de A, isto é, o contradominio de f.
Chama-se maximo absoluto (minimo absoluto) de f em A ao maximo (minimo) de
f(A). [Recorde-se que um elemento C de um conjunto C é um maximo (minimo) de C se

C é majorante (minorante) de C.]

Assim, a funcdo f tem um méaximo absoluto (minimo absoluto) em X=a se

f(X) < f(a) (resp. f (X) > f (a)) para todo o X em A.

A funcdo f tem um maximo relativo (minimo relativo) em X = a se existe um
intervalo aberto | contendo o ponto a tal que f(X) < f(a) (resp. f(X) > f(a)) para
todo o X em | n A. Toma-se em geral para | um intervalo aberto da forma
]a— g,a+ g[ com & > 0. Os intervalos desta forma s&o designados por vizinhangas

deraio & de a.

Considerem-se as fungdes f, ge h representadas nos gréficos seguintes:

-
4
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Todas esto definidas num intervalo fechado [0,1], mas f ndo tem méaximo nem minimo
em[01] porque f([01])=]0] . enquanto g e h tem maximo e minimo em[0,1]; mais
precisamente, g([0,1]) =[01] , logo o maximo de g é 1 e 0 seu minimo é 0
h([0]) = ]0.4[ w {05;15} , logo 0 maximo de h & 1,5 & 0 seu minimo & - 0,5.

Recorde-se que a existéncia de maximo e minimo em [a,b] (intervalo limitado e

fechado) é garantida se a funcdo € continua nesse intervalo (Teorema de Weierstrass);

trata-se de uma condi¢éo suficiente mas néo necesséria, como se verifica com a fungéo

h. O facto de as trés funcdes serem iguais em ]0,1[ ndo tem, neste caso, qualquer
significado.

Observacdo: Os pontos isolados do dominio de uma funcdo sdo simultaneamente

maximos e minimos locais. Com efeito se a € um ponto do dominio A de uma funcéo

que é um ponto isolado, existe &£>0 tal que ]a—g,a+g[mA:{a} logo
f(X)Zf(a) para todo o X em ]a—g,a+g[mA={a}.

Por exemplo , a funcdo definida em
[O,l]u{Z} u[3,4] cujo grafico esta .
representado na figura, tem um maximo

absoluto em X =2 que é também um

maximo relativo e um minimo relativo.

Esta fung&o tem ainda méximos relativos 0 1 2

para X=1 e X =3 e minimos relativos

para X=0 e x=4.

Este tipo de situagdo ndo tem qualquer utilidade a nivel elementar, ndo sendo portanto

adequado trata-la com alunos do 10° ano.

Tratam-se em seguida algumas situagbes que levantam vulgarmente problemas aos

alunos quando pretendem classificar os extremos de uma funcdo no seu dominio.

¢ Que relagBes se podem encontrar entre 0 maximo absoluto (ou minimo absoluto) de

uma func¢do no seu dominio e os maximos (ou minimos relativos) dessa funcéo?
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Resulta imediatamente da definicdo que um extremo absoluto € uma extremo relativo e
que, no caso de a funcdo ter maximo absoluto (resp. minimo absoluto), este coincide
com o maior (resp. menor) dos maximos relativos (resp. minimos relativos). Mas uma
funcdo pode ter maximos e minimos relativos no seu dominio e ndo ter nem maximo
absoluto, nem minimo absoluto.

As funcdes representadas nos graficos seguintes (a primeira definida num intervalo
aberto e a segunda num intervalo fechado) tem maximos e minimos relativos mas nao

tem nem maximo absoluto, nem minimo absoluto.

X
A funcéo definida em R por f(x)= §+senx tem uma infinidade de maximos relativos

nao tem maximo absoluto nem minimo absoluto.

e Que relacBes existem entre o sentido de variacdo de uma funcdo e a existéncia de
extremos? Sera que para uma funcao ter um maximo (resp. minimo) em X =a ela
deve crescer (resp. decrescer) a esquerda de X =a e decrescer (resp. crescer) a
direita de X =a? E, reciprocamente, se a funcdo tem o sentido de variacdo anterior

ela tem um extremo para X =a°?

A resposta é negativa em ambos 0s casos, como se ilustra com os exemplos seguintes.
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No primeiro caso a fungéo cresce a direita e a esquerda de X = a e tem um minimo

relativo para X = a. No segundo caso a fungao decresce a esquerda de X = a, cresce a

direita de X = a e tem um maximo para X = a.

Observe-se que, no caso das fun¢cdes serem continuas no seu dominio, se uma funcéo é

crescente (decrescente) aesquerda de X=a e decrescente (crescente) a

direita de X =a, entdo ela tem um maximo relativo (minimo relativo) para X = a.

e Quais os extremos relativos de uma funcdo que seja const