Exame nacional de Matemdtica A (2006, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Como, pela observagao da figura podemos constatar que os graficos das duas fungoes se intersetam num
ponto de ordenada nao nula, entdo, designando por a a abcissa do ponto de intersegao, temos que f(a) =
g(a), e assim temos que:

e f(a) =g(a) & f(a)— g(a) =0, pelo que a equacao f(z) — g(x) = 0 ndo é impossivel
f(a) f(z)

e Como a # 0, entdo f(a) = g(a) & ——= =1, pelo que a equagdo —— = 1 nao é impossivel
AT /(@)

Como f(0) =2e g(0) = 0,5, entdo temos que f(0) x g(0) = 2x0,5 = 1, pelo que a equagao f(z)x g(x) =1
nao é impossivel.

Podemos ainda observar que a equacdo f(z) + g(xz) = 0 é equivalente a f(z) = —g(z) e como ambas
as fungbes sdo positivas, ndo existe qualquer valor de x para os qual as fungdes tomem valores simétricos,

ou seja a equagdo f(z)+ g(z) = 0 é impossivel.

Resposta: Opgao A

2. Observando que:

1 1 11
lim(un)=lim<n+ )=lim<%+—2) =lim<—+—2> =0t +0F = ot
n n n

n? n
Temos que:
e’ +5 eV +5 1+5 6
1. ) = 1. = 1' — — = - = 2
n_lgloog(u ) mg([)l+g(x) o0+ 2 cosz | 2+ cos(0) 241 3

Resposta: Opgao C

3. Usando as propriedades dos logaritmos, vem que:

(@) In(ef) 53Xl g
Me)=—% =" =3 T3 "1

Resposta: Opgao C



4. De acordo com os dados, temos que:

e f”(0) = 0, porque no ponto de abcissa 0, o grifico de f inverte o sentido das concavidades, ou seja
é um ponto de inflexao

e f/(0) = 1, a tangente ao grifico de f no ponto de abcissa 0, é paralela & bissetriz dos quadrantes
impares, logo tem declive 1

e f(0) =2, porque a reta tangente tem declive 1 e contém o ponto (—2,0), logo, a ordenada na origem
pode ser calculada como: 0 =1x (=2)+b & 2=10

Assim, f(0)+ f(0)+ f"(0)=2+1+0=3

Resposta: Opgao C

5. Como A=AUB VvV AC(AUB),entao P(A) < P(AUB) & P(AUB) > P(A) & P(AUB)>10,3
Como P(A)=1-P(A4)=1-03=07e A=AUB VvV AC (AU B), entéo:
P(A)<(AUB) & P(AuB)>P(A) & P(AUB) >07
Como ANB=A V (ANB) C A, entdao P(ANB) < P(A) & P(ANB)<0,3
Como P(ANB)=1-P(ANB)e P(ANB) <0,3, vem que P (ANB) >1-03 < P(ANB) > 0,7

Assim temos que o dnico acontecimento que pode ter probabilidade inferior a 0,3 é o acontecimento
ANB

Resposta: Opgao C

6. Como a soma das probabilidades é 1, vem:

2005 2005 2006
Coo « o4 Cog L8 Cio0 ., 2005, | g —2006 ¢
2006700 | 2006C 00 2006C7, 0o | 20060 2006070 2 100

Visualizando estes elementos nas linhas 2005 e 2006 do triangulo de Pascal, temos:

2005 CO 2005 Cl 2005099 2005 ClOO
200600 200601 2006 099 2006 ClOO

Pelo que podemos afirmar que: 209°Cyq 42005 59 =2006 g, ou seja, como 2005Cqg + a =296 O,
2005
a="""Cioo

Resposta: Opgao B

7. Sendo A a imagem geométrica de um ntimero complexo w = pcisf, temos que w é uma raiz quadrada de
z se z = w? = p?cis (260).

T - . p
Se 3 < 0 < 7, entao ™ < 20 < 27 e das quatro hipdteses de resposta, apenas o nuimero complexo
. 3T -
—1 =CIS 5 satisfaz esta condigao.

Resposta: Opgao D
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GRUPO II

6
1.1. Comecamos por usar a férmula de Moivre para calcular (cis (%)) = 1%cis (6 X %) =cism = -1

Substituindo na expressao dada temos:

(. TN\
4+2’<Clsg) C442i(-1)  4-2  (4—-2)(3—i) 12—4i—6i+22 12 —2—10i
3+  3+4i 3+i (3+9)(3-i) 9 — 2 99— (1)
10— 10i

10

=1—1

Escrevendo 1 — i na f.t. temos 1 — i = pcis 6, onde:
o p=|1-i|l=/12+(-1)2=yVI+1=V2

1
e tg = — =—1;comosenf <0 e cosf >0, § é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = —%

Logo 1 —i = /2cis (—%)

1
1.2. A condigao 3 < |z| < 1 define a coroa circular delimitada Im(z) Im(z) o

pelas circunferéncias centradas na origem e de raios 3 e

3 5
|z| < 1; e a condigao o < arg(z) < Iﬂ define a regiao o)
el\z
do plano complexo, dos 2° e 3° quadrantes compreendido

entre as bissetrizes dos quadrantes, como nas figuras ao

lado.
1 3 5
A condicao s = lz] <1 A Zﬂ < arg(z) < Iﬂ,
é a intersecao das duas regides definidas, pelo que a Im(z) o

sua representacao geométrica € a zona representada a
sombreado na figura ao lado.

A area da coroa circular pode ser calculada como a
diferenca das dreas dos dois circulos:

e Area docirculoderaio 1: A=nx12=n7

2
p 1 1
° Areadocirculoderaio%: AZ?TX(I) :wa:%
, T 4T 0w 3
e Area da coroa circular T 1 1 1 1

N
%

Como as bissetrizes dos quadrantes dividem a coroa circular em quatro partes iguais, a area da regiao
defina pela condigao é

3T
_ 4 _ 37
A= 4 16

@mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2006

2.1. Como a coluna tem seis faces laterais, como as faces opostas devem ser pintadas da mesma cor, a
escolha da cor para 3 faces determina que as restantes 3 tenham as mesmas cores.
Como uma dessas 3 faces ja estd pintada de verde, faces adjacentes nao podem ter a mesma cor,
restam 3 faces (a base superior e 2 das faces laterais) que podem ser pintadas com 1 das 5 cores
disponiveis (ndo considerando para esta escolha a cor verde).
Assim existem 5 elementos (cores) que podem ser arranjados em 3 posigoes(a base superior e duas
faces laterais adjacentes nao pintadas de verde), pelo que o niimero de maneiras diferentes que podem
ficar pintadas as restantes cinco faces, de cordo com as condi¢oes impostas é:

545 =5x 4 x 3 =60

2.2. Como uma das bases estd contida no plano de equagdo z = 2, os pares de vértices que definem retas
paralelas ao eixo Oz sao pares de pontos que definem arestas laterais do prisma.
Como o prisma tem 12 vértices, existem 2Cy pares de vértices que podem ser selecionados, ou seja
120, casos favoriveis.
Como existem 6 arestas laterais, sao 6 pares de vértices que definem retas paralelas ao eixo Oz, ou
seja 6 casos favoraveis.
Assim, recorrendo a Regra de LaPlace para o calculo da probabilidade, e tornando a fragao irredutivel,

temos que:
6 6 1

20, 66 11

3. No contexto da situagao descrita, P(B|A) é a probabilidade de que a segunda bola extraida da caixa seja
branca, sabendo que a primeira bola extraida é preta.

Como P(B|A) = 2 entao no momento da extragao da segunda bola, o nimero de bolas pretas e brancas,

dentro da caixa ¢é igual.

Como ¢ sabido que a primeira bola extraida é preta, no momento da extracao da segunda bola, ainda
estao as 10 bolas brancas na caixa.

Assim, como no momento da extracao da segunda bola, existem 10 bolas brancas e 0 mesmo numero de
bolas pretas, e ja tinha sido extraida uma bola preta, sem ter sido reposta, o nimero de bolas pretas que
estao inicialmente na caixa é 10+ 1 =11

4.1. Como o triangulo [OPQ)] é isésceles, entdo a abcissa do @ é o dobro da abcissa do ponto P, pelo que
a abcissa do ponto Q é 2x
Como o ponto P pertence ao gréfico de f, entdo a ordenada de P é f(x) = e~
Considerando o lado [OQ)] como a base do tridngulo, temos que a drea do tridangulo [OPQ)] é:

T

2 —x
Az) = % =xe ”
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4.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada:
Al(z) = (xe_””)/ = (x)'e_”—i-x(e_m)/ =1xe "4x(—z)e * =e T+x(-1)e " =e T—xe ¥ = ¥(1-1x)
Calculando os zeros da derivada, temos:
Alz)=0 & e*1-2)=0 & =0 Vi-z=0 & 1=z
N———
Eq Imp, e=%>0

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de h, temos:

x 0 1 +00
A’ n.d. + 0 —
A |nd | —7 | Mix. | T~~~

Assim, podemos concluir que a fungao A:

e é crescente no intervalo ]0,1];
e ¢é decrescente no intervalo [1, 4+ oof;

Como a fungdo A é crescente no intervalo ]0,1] e decrescente no intervalo [1, + co[, podemos concluir
que a funcao s6 tem um extremo, e 1 é o maximizante.
Calculando o valor méaximo que a area do triangulo pode assumir, temos:

11
A)=1xelt=1x==-
(& (&

5. Como a funcdo f é continua, entdo a fungao g(z) = x f(x) também é continua, por se tratar de um produto
de fungoes continuas, pelo que o gréafico de g nao admite qualquer assintota vertical.

Como a reta de equacao y = x é assintota do grafico de f, quer quando x — 400, quer quando z — —o0,
temos que:
lim f(z)=—-oc0e lim f(z)=+o0

T—>—00 r—+o00

E assim vem que:

e lim 9(z) = lim 2/ (@) = lim f(z)=—o00
r——00 I r——0o0 I T—>—00
e tim 29 g O ) - 1o
r—4+oc0 I r——00 x x——+00
. g(@) . og(@) . : o
Como nem lim ,nem lim sdo valores finitos podemos concluir que também nao existe qual-
T——00 I x—+oc0 I

quer assintota nao vertical do grafico de g.

6.1. No instante inicial (¢ = 0) a amplitude do angulo SOP é dada por:
s @ O

T w T 7T T T 3 7w 2 ™ —— ‘
a(O)Zg—ECOS(\/9,8X0>25—6C050=§—€:€—E:F:3 %:}

Assim, considerando o ponto ), como a projecao ortogonal do ponto A sobre
areta OS, temos que a amplitude do angulo QO A é g radianos, e a distancia

|

|

|

|

A

_ & |
do centro da esfera a reta OS é QA. Logo: AN !
|

|

1

|

|

é
QA QA — — 3 O
seng:% & Sengz% & QA:seng & QA:% r
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6/6

7r
6.2. Quando o ponto P passa na reta r temos a = 5 Logo valor de t que corresponde ao instante em

. . 2 = o ~ 71'
que o ponto P passa na reta r, pela primeira vez, é a menor solucao positiva da equagao «a(t) = 5
Resolvendo a equagao vem:

a(t):g = g—%cos(\/ﬁgzg & —%cos(\/ﬁt):() & cos(\/9,78t>:O =

i 5 +km
& \/9,8t=§+lm, keZ & t= 98 , kel
™
Logo, a menor solucao positiva da equacdo corresponde a k = 0, ou seja, t = —=— ~ 0,5

9,8
Ou seja, o ponto P passa na reta r, pela primeira vez, aproximadamente, meio segundo depois do
instante inicial.

7. Representando na calculadora a funcao f, no dominio definido,

visualizamos o grafico reproduzido na figura ao lado. Y

AN
Usando a fungao da calculadora para determinar valores 1.997 f
aproximados do méximo da func¢do num intervalo, obtemos o ’ /‘\0
valor arredondando as milésimas, para o maximo da funcao de 1p--------

1,297.

|

|

| I

| |

1 l

Por observagao do grafico, e como | i

f(1) =cos(1 —1)+1Inl = cos(0) + 0 = 1, podemos afirmar que 3 |
o contradominio de f é, aproximadamente, [1;1,297] 0 1 9 z
Ou seja a amplitude do contradominio é 1,297 — 1 = 0,297

Como se pretende fazer uma transformagao da fungao f, por forma a dar origem a uma fungao de contra-
dominio de amplitude 1 (o intervalo [4,5] tem amplitude 1), o pardmetro a deve ser tal que: a x 0,297 = 1.
Assim podemos calcular o valor de a:

ax0297T=1 & a=

= ~ 3,367
0,297 e

Logo, como f(1) =1, a x f(1) = 3,367 x 1 = 3,367, e como se pretende que o valor minimo da fungéo g
(que é a imagem de 1) seja, 4, podemos calcular o valor de b:

b=4— 3,367 = 0,633

Ou seja, arredondando as centésimas os valores calculados de a e de b, temos que a fungao
g(x) = 0,37f(z) + 0,63 tem contradominio [4,5], aproximadamente.
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