Exame nacional de Matemdtica A (2007, 1.2 fase)

Proposta de resolucido

GRUPO 1
1. Calculando o valor do limite, temos:
lim 1
z—2+ 4 — 2 lim (4—2%) 4-(2t)2 4-4t 0-

z—2+

Resposta: Opgao D

2. Resolvendo a inequacao temos que:
ln(m)—ln<e%> >0 < In(z) >ln(e%) S ar>ed x> e
Como /e ~ 1,4, temos que, de entre as opgoes apresentadas, o tinico valor possivel para z é 2

Resposta: Opgao D

3. Por observagao do grafico, e como o eixo Oz é assintota do gréifico de f, temos que lim f(z) =07
T—>—00
Pelo que:
. _ . _ . + _
Jim_g(@) = lim_In (/) = lim_ I (0) = =0 (1)
Da mesma forma, como a reta de equagdo y = 1 é assintota do grafico de f, e pela observacao do gréfico,
podemos constatar que lirf flz)=1%
rT—+00
E assim:
. _ . _ . + _ +
Jlim_g@) = lim_In(f(@) = lm (1) =0° (2

Podemos ainda observar que f(0) =k, k > 1, pelo que:

9(0) = In(f(0)) = Ink
E como k > 1, entao In(k) > 0 < ¢(0) > 1 (3)

Assim, podemos observar que:

e A funcio representada pelo grafico da opcao (A) nao satisfaz a condigao (1)
e A funcao representada pelo grifico da opcao (B) nao satisfaz a condicao (3)

e A funcao representada pelo grafico da opcao (D) nédo satisfaz a condi¢ao (2) nem a condicao (3)

Resposta: Opgao C



. Como 3 é um zero da funcao f, entdao temos que f(3) =0

Assim, observando que 4 — 1 = 3, vem que:
g =fA4-1)+4=f3)+4=0+4=4
Ou seja, o ponto de coordenadas (4,4) pertence ao grafico da fungédo g

Resposta: Opgao B

. Como um paralelepipedo retangulo tem 8 vértices, existem 8Cy escolhas possiveis para o par de vértices
(considerando a ordenagao dos vértices irrelevante).
Logo, como o paralelepipedo retangulo tem 12 arestas, os casos favoraveis sao 12, pelo que, pela Regra de

Laplace, a probabilidade de que escolher dois vértices que sejam extremos de uma aresta é —

8C,
Resposta: Opgao A

. Como a extragao é feita sem reposicao, no final da terceira extragao restam 2 bolas no saco.
Como sabemos que as primeiras 3 extragoes formaram a sucessao de letras TIM, existem apenas duas
hipéteses para formar a sucessao das 5 letras: TIMOR e TIMRO, uma vez, que depois de extraida a
quarta bola, nao existe nenhuma incerteza relativamente a ultima.
Assim, a probabilidade de que, no final do processo, fique formada a palavra TIMOR, sabendo-se que, ao

1
fim da terceira extracao, estava formada a sucessao de letras TIM é 3

Resposta: Opgao C

. Sabemos que as representacoes geométricas de duas raizes quadradas de um mesmo numero complexo,
sao os extremos de um diametro de uma circunferéncia centrada na origem, ou seja, os argumentos dessas
raizes diferem de 7 radianos.

Nas opgoes A, B e C a diferenca dos argumentos é de § radianos. Na opgao D as representagoes
geométricas dos dois numeros complexos estao sobre a bissetriz dos quadrantes impares, a igual distancia

do centro.

Resposta: Opgao D

GRUPO II

1.1. Como [AOBC] é um paralelogramo temos que C é a imagem [m(z) o
geométrica da soma dos complexos que tém como imagens ~UA
geométricas os pontos A e B, ou seja, w =z +Z S
O
_ . _ . g 4
Como z = msoz—cosoz-—#zsenoz, 0 - < Re(2)
temos que Z = cos « — i sen « Pl
. _ . . -° B
Assim w =2z+Z=cosa+isena+ cosa —isena = 2cos
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1.2.

2.1.

2.2.

3/5

Como z = cis a, pela férmula de Moivre para a potenciagao, 2% = 13 cis (3 x a) = cis (3a)

. . .
Como i = cis 5 fazendo a divisao na f.t. temos:

3 is (3
Z—.:M:cis (3a—z) :cos<3a—i)+z’sen (3a—z)
¢ cis — 2 2 2

2,’3 23 T
E — é um nuimero real se Im | — | = 0, pelo que, sen (3a = 5) =0
7 )

km

sen<3afg):0 o 3afg:0+k7r,k€Z o 3a:g+k7r,k€Z o a:%+?,k€Z

™ T
Como se pretende que « € ]0,5 [, atribuindo o valor zero a k temos a = 5

Temos que A e B sao acontecimentos independentes se se verificar a condigao:
P(A)x P(B)=P(ANB)

Assim, sabemos que existem 9 x 9 x 9 = 93 algarismos diferentes que se podem formar com os nove
algarismos.
Calculando a probabilidade dos acontecimentos A, B e AN B temos:

e Apenas os numeros cujo algarismo das unidades é 5 sdo multiplos de 5, pelo que existem
92 1

9 x 9 x 1 = 92 niimeros diferentes que sdo miltiplos de 5, e assim vem que P(A)

IEEE)
e Existem 9 x 8 X 7 nimeros cujos algarismos sao todos diferentes, pelo que
PB) — 9x8xT7 56
( ) - 93 - 972
e Os ntumeros que sao miultiplos de cinco e cujos algarismos sao todos diferentes sao 8 x 7 x 1 = 56,
56
pelo que P(AN B) = %
Desta forma, como:

1 56 56

podemos afirmar que A e B sdo acontecimentos independentes.

Para que o produto de trés nimeros seja impar, nenhum dos trés pode ser par, visto que o produto
de qualquer ntimero por um numero par, resulta num produto par.
Se, a totalidade de nimeros de 3 algarismos diferentes (formados com os 9 algarismos apresentados),
subtrairmos aqueles que sao formados exclusivamente por ntimeros impares, vamos obter a quanti-
dade de ntimeros que tém pelo menos um algarismos impar na sua composicao.
Existem ? A3 nimeros de 3 algarismos diferentes formados com os 9 algarismos apresentados (consi-
deramos a ordem relevante, porque a troca de posi¢oes para os mesmos algarismos geram nimeros
diferentes).
Aos ? A3 ntimeros vamos subtrair aqueles que sdo formados exclusivamente por niimeros impares, ou
seja, 9As, que corresponde a escolher 3 dos 5 algarismos fmpares (1, 3, 5, 7 e 9), considerando a
ordem relevante porque as trocas de posicao para os mesmos algarismos geram numeros diferentes.
Assim, a quantidade de nimeros de 3 algarismos, cujo produto dos seus algarismos é um numero par
é:

9 A3 _5 Ag

mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2007

3. Como temos que:

(AUB)NC=0 & (ANC)UBNC)=0 < AnC=0ABNC=10

Logo, como AN C = (), entdo P(ANC) = 0, pelo que:

P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC) = 0,21 + 0,47 — 0 = 0,68

4. Como o ponto P tem de coordenadas P(z,lnx), podemos
considerar a medida da base do retangulo, b =5—xz e a
altura a = In z, assim temos:

A=bxa=(B-2z)lnz, z €[1,5]

Representando a funcao que da a area do retangulo
em funcdo de x, na calculadora gréfica, numa janela
compativel com o dominio da fung@o, obtemos o grafico
reproduzido na figura ao lado.
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Depois, usando a funcao da calculadora grafica que permite determinar valores aproximados das coorde-
nadas de pontos de ordenada méaxima, obtemos valores, arredondados as décimas, do ponto M (2,57;2,29)

(também representado na figura).

Assim, quando o ponto P tem abcissa x = 2,57, a drea do retdngulo A = 2,29 é méxima.

5.1. Como a funcao h resulta de operagoes
sucessivas de funcOes continuas em R, é
uma fungao continua, e, por isso, também é
continua em {0,5 .

Como —0,63 < 0 < 1,77, ou seja,

f'(x)

= (ewfl)’ =(z—

g (x) = (senz) = cosz

1)/6171 =1x ea:fl — ea:fl

5.2.

h(0) < 0 < h(z), entdo, podemos

concluir, pelo Teorema de Bolzano, que
. m .
existe a € }0,5[ tal que h(a) = 0, ou seja,

que a funcao h tem, pelo menos, um zero em
T
0,2/
Jo.3

Como ficou provado no item anterior, existe a € ]O,g [ tal que h(a) = 0, logo

h(a) =0 & f'(a) -

g'(a)=0 & f'(a)=g'(a)

. . i . . ~ . . .
Ou seja, existe a € }0,5 [ tal que as derivadas de f e g nos pontos de abcissa a sao iguais, ou seja, os

declives das retas tangentes aos gréaficos das fungoes f e g nos pontos de abcissa a sao iguais, o que

significa que essas retas sao paralelas.
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6.1.

6.2.

Calculando a intensidade da luz solar a superficie da dgua, ou seja a zero metros de profundidade

temos:
I0)=ae =g’ =ax1=a

Como a 20 metros de profundidade, a intensidade da luz solar era metade da sua intensidade a su-

I
perficie da dgua, temos que 1(20) = 9

Resolvendo a equagao, e apresentando o resultado arredondado as centésimas, vem que:

200 _ & ,-20b _

I1(0
I(20) = % & ae >0 = % s e % o &

DN =

Para estudar a monotonia da funcdo comecamos por determinar a expressdo da funcao derivada:
I'(z) = (10e~%9%%)" =10 (e7%%%)" = 10(~0,05z)'e %57 = 10 x (~0,05)e~ 5 = —0,5¢~%-0%

Como e~%% > 0, para qualquer valor de z, entdo —0,05 x e~ %% < 0, ou seja I'(x) < 0, pelo que
podemos concluir que a fungao é estritamente decrescente no seu dominio.

Relativamente a existéncia de assintotas do gréafico de I, como a funcgao esta definida para x > 0 e
é continua (porque resulta de operagoes entre funges continuas no dominio da fungio), s6 podem
existir assintotas quando x — +oo

Averiguando a existéncia de uma assintota horizontal temos que:

lim I(z) = lim (10e7%%7) = 10e7*05*(+20) = 10¢7>° = 10 x 0T =0
r—+o0 r—+00

E assim podemos concluir que a reta de equacao y = 0 é uma assintota horizontal do grafico de I e
nao existem outras assintotas.

Assim, a fungao ser estritamente decrescente, no contexto da situagao descrita, significa que a um
aumento do ntimero de metros abaixo da superficie corresponde sempre uma diminuigcao da intensi-
dade da luz solar, ou seja, a intensidade da luz diminui com um aumento da profundidade.

A reta de equacao y = 0 ser assintota do gréafico de I, significa no contexto da situacgao descrita, que
a intensidade da luz solar tende para zero com um aumento arbitrariamente grande da profundidade.
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