Proposta de resolucido

Exame nacional de Matemdtica A (2008, 2.2 fase) @

GRUPO 1

1. Como a probabilidade do Joao acertar em cada tentativa é 0,8, a probabilidade do Joao acertar nas 4

tentativas é:
0,8x0,8x0,8x0,8= (0,8)4 = 0,4096

Resposta: Opgao D

2. Como na experiéncia aleatéria descrita, foi definido que <Se sair o numero 5, tira-se uma bola da caiza
A>, para calcular a probabilidade de a bola retirada ser verde, consideramos apenas o conteido da caixa
A (duas bolas verdes e uma bola amarela).
Assim temos que existem 2 bolas verdes (nimero de casos favordveis) num total de 3 bolas (nimero de

2
casos possiveis), pelo que a probabilidade é de 3

Resposta: Opgao D

3. A linha do tridngulo de Pascal que tem 15 elementos é constituida por 15 nimeros da forma 4Cy,.
Como MCy =" Ciy =1, M0y =™ Ci5 = 14 ¢ *Cy = C19 = 91 estes sdo os Unicos 6 elementos da linha
menores que 100, porque *C3 ='* C11 = 364 e todos os restantes sdo maiores que 364.

Resposta: Opgao C

4. Como o ponto P(1,3) pertence ao grafico da funcao, substituindo as coordenadas na expressao algébrica
da fungéo, e resolvendo a equagdo, podemos determinar o valor de a:

3=2"!1 1 34+1=2"c4=2° < a=log,4 & a=2

Resposta: Opgao A
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5. Como lim g(z,) = 400, e como, pela observagdo do gréfico temos que lim g(z) = 400 e que
n—-+oo r—r 400
lim g(x) = 400, temos que:
T——2—

lim(z,) = +00 ou entdo lim(z,)= —2"

Assim, calculando os limites das sucessoes de cada uma das hipdteses, temos:

2
e lim (-2-'-) :—2+0+:—2+ A
n

. lim(—2—1> =-2-0t=-2"
n

1

. 1im(1+>:1+0+=1+
n

1

T
elm(l—=|=1-0"=1"
n
Pelo que, de entre os termos gerais de sucessoes apresenta-
dos, o tinico em que lim g(x,) =400 é -2 — —
n—+oo mn
. - . 1
Graficamente, na figura anterior, estdo representados alguns termos da sucessdo z,, = —2 + — como ob-

n
jetos, e alguns termos da sucessdo das imagens g(z,, ), que tendem para 400, quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao B

6. Como y = —1 ¢é a Unica assintota do gréifico da funcao f, e pela observagao da figura, temos que:
lim f(z)=-1
r—r—00

E assim, vem que:
lim 3
lim = == =_3
z——oo f(x) lim f(x) -1
T——00

Resposta: Opcao B

7. Os nimeros complexos z e —z, tém argumentos que diferem de 7 radianos, logo, temos que:

arg (—z) =m+ar (z)—ﬂ'—!—z—G—ﬂ-—Fz—?—ﬂ-
BUHEITEREITTTE T 6 "6 6

Resposta: Opgao D

8. Os pontos representado na regido a sombreado satisfazem Im(z) o Re(z) = 3
cumulativamente duas condicoes:
e Re(z) < 3, ou seja, pertencem ao semiplano a direita 0 T 3 Ré(z)
4

da reta definida por Re (z) = 3

™ . ~ .
* 3 < arg(z) < 0, ou seja, os pontos que sao imagens
geométricas de niimeros complexos cujo argumento esta
. b
compreendido entre 1 el

Resposta: Opgao A
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1.1.

1.2.

2.1.

GRUPO 11

Como 18 = §4X2+2 = (2)4 x 2 = (=1)* x (—1) = —1, temos que:
220 —i® -3 2(1—-4)—(-1)—-3 2-2i+1-3 —2i  —2%(1+2)  —2%-—43
1-20 1—2i N 1-2  1-2 (1-2)(1+2) 12—(2)2

 —2i+4  4-2 4 2
144 5 5 5

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:

e p=lu|=2F(1)2Z=yI+1=12

-1
o tgl = T = —1; como senf <0 e cosf >0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo 6 = —%

Logo 21 = V2 cis (—2)

Como existem 4 raizes quartas de z, cujas imagens geométricas sao os vértices de um quadrado
centrado na origem, temos que as outras 3 raizes quartas de z sao:

2
o 2o =+/2cis <71+E) =+/2cis <7r+7r> =vZcis =

4 2 4 4 4
Lo/moT . T 27 . 3w
® 23 = \/§c1s <Z + 5) = \/iCls <4 + 4> = \/§c1sz
A 7 . (T 27 . b
.Z4:\/§CIS <4+2>:\/§CIS <4+4):\/§CIS4
5
Pelo que a raiz quarta de z cuja imagem geométrica é um ponto do 3.° quadrante é z3 = /2 cis Zﬂ-
Temos que:
P(Z) —P(B) —|—P(AUB) =1 —P(A) —P(B) +P(AUB) Teorema: P(X) = 1—P(Y)
—1- <P(A) +P(B) - P(AU B))
=1-P(ANB) T.. P(XNY)=P(X)+PY)-P(XUY)
=P (A N B) Teorema: P(X)=1-— P (X)
:P(ZUE) Leis de De Morgan: XNY =X UY

Logo, P (AUB) = P (A) — P(B) + P(AUB) q.e.d.
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2.2. Como se pretende calcular a probabilidade de o estudante escolhido nao ser rapaz ou nao ter tido
classificagdo positiva, para utilizar a igualdade P (A U B) =P (A) — P(B) + P(A U B), podemos
definir os acontecimentos

e A: O estudante escolhido ser rapaz
e B: O estudante escolhido ter tido classificagao positiva

E assim, AU B é o acontecimento 7o estudante escolhido nao ser rapaz ou nao ter tido classificacdo
b
positiva”.

Temos que o nimero de casos possiveis é 160 + 120 = 280, correspondendo ao numero total de
estudantes que realizaram o exame (160 raparigas e 120 rapazes).

e O numero de casos favordveis para o acontecimento A é 160, correspondendo ao numero de
160

~ 280
e O numero de casos favordveis para o acontecimento B é 160 x 0,65+ 120 x 0,6 = 176, correspon-

raparigas. E assim temos que P (Z)

dendo a 65% das raparigas e 60% dos rapazes. E assim temos que P (B) = 280

e O nuimero de casos favoraveis para o acontecimento AUB é 120+160x 0,65 = 224, correspondendo

a soma do ntimero de rapazes com 65% das raparigas que teve positiva. E assim temos que

224

Logo, calculando a probabilidade de o estudante escolhido nao ser rapaz ou nao ter tido classificagao
positiva, e apresentando o resultado em forma de dizima, com aproximacao as centésimas, vem

= = = 160 176 = 224 208
P(AuB)=P(A)—-PB)+P(AUB)= — — — + — =—~0,74
( ) ( ) (B) + P( ) 280 280 + 280 280 ’

3. Como as fichas tém os nimeros 1 e 2, s6 existem trés somas possiveis:

e soma 2: se as duas fichas selecionadas tiverem o ntimero 1 (3Cy conjuntos possiveis).
e soma 3: se as duas fichas selecionadas tiverem nimeros diferentes (*Cy; x* Cy conjuntos possiveis).

e soma 4: se as duas fichas selecionadas tiverem o ntimero 2 (*Cy conjuntos possiveis).

Logo, como existem "Cy conjuntos diferentes de fi-
chas, podemos calcular os valores da probabilidade | E assim, a tabela de distribuicao de
associada & ocorréncia de cada soma: probabilidades da varidvel aleatéria X é:
30y 3 1
P =Y =5 =7
30, x4 O 3x4 12 4 T 2134
o« P(X=3) =Xt _2*x2_ "2 _2 g
Cy 21 21 7 11412
' 2 PX =) |z |7z
e PX=t)=2-9_2 AR
Cy, 21 7
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4. Tracando na calculadora grafica os graficos das fungoes f e g numa janela compativel com o intervalo
1
] 5 + o0 [ podemos visualizar o grafico reproduzido na figura seguinte.

Assim, as abcissas dos pontos A e B, também assinalados na
figura ao lado, podem ser determinadas com aproximacgao as Y
décimas, usando a fungao da calculadora que permite determinar T g
valores aproximados para as coordenadas de pontos de intersecao
de dois graficos. 0.3
As coordenadas, aproximadas as décimas, sao A(—0,3;—-2,3) e —03 e

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I

I

B(2,3;0,3).

Pela observagao do gréfico podemos observar que os pontos
do grafico de f tém ordenada maior que os pontos do gréfico
de g, quando as respetivas abcissas estao compreendidos entre
as abcissas dos pontos A e B, pelo que a solucao da inequacao

1
f(z) > g(x), no intervalo }—2, + o0 [, é o conjunto | — 0,3;2,3[;

as solucoes inteiras de inequagao sao:

r1=0, xo=1e x3=2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
. . . . !
logo os nimeros inteiros que pertencem a este intervalo, ou seja A 1 923
b)
|
|
|
|
|

5. Considerando [AB] como a base do tridngulo, como os pontos A e B sdo fixos,
temos que a base do triangulo é constante. — altura —
A altura do tridngulo, relativa & base [AB], 4 a distdncia entre as retas, que
como sao paralelas também é constante.
Assim, temos que a(z), ou seja a drea do tridngulo [ABS] é constante, pelo que
o Grafico 3 nao pode representar a funcao a

Como o ponto S se desloca sobre a reta S, existem localizagoes do ponto
S, para as quais o angulo BAS, ou seja, o angulo x é superior a um angulo reto,
vy

ou seja, a 5 radianos, pelo que o grafico Grafico 1 também nao representa a

funcéo a, visto que neste grafico a funcdo esté definida apenas para valores de x
T

menores que 5 radianos.

Como as retas s e AB sao estritamente paralelas, nao existem localiza¢Ges do ponto S sobre a reta s, tais
que o angulo z tenha amplitude de 7 radianos (ou zero radianos), pelo que o grafico Grafico 4 também
nao representa a fungao a, visto que neste grafico a fungao esta definida para valores de x iguais a zero e
a m radianos.

©
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6.1.

6.2.

7.1.

Determinando a massa inicial da amostra da substancia radioativa, ou seja a massa ao fim de zero
horas (¢t = 0), vem que:

M(0)=15xe Y =15 x e® =15 x 1 =15

Assim, equacionado o problema e resolvendo a equagao vem:

15 15 15 1
M )= — & 15 —0,02t - & —0,02t — PR —0,02t = &
) =3 e g 7 ¢ 2x15 = ° 2
1
1 11’15
& —0,02t=ln- & t= = t~ 34,657
’ o) 0,02 ’

Assim temos que o tempo corresponde a 34,657 horas, aproximadamente. E como cada hora tem 60
minutos, fazendo a conversao de 0,657 horas para minutos, vem

0,657 x 60 = 39,420 ~ 39 min

Pelo que se conclui ao fim de 34 horas e 39 minutos a massa inicial da amostra da substancia radio-
ativa se reduz a metade.

Como a fungao M resulta de operagoes sucessivas de fungoes
continuas em R*, é continua em RT, e também, em [2,5;4], | C.A.
porque [2,5;4] C RT
Observando que 2 horas e 30
minutos corresponde a 2,5 horas,
Como 13,847 < 14 < 14,268, ou seja, como | temos que:

M(4) < 14 < M(2,5), entao, podemos concluir, pelo Teorema
de Bolzano, que existe ty € ]2,5;4[ tal que M(ty) = 14, ou | M(2,5) = 15 x e~ %02%25 ~ 14,268
seja, que houve, pelo menos, um instante, entre as 2 horas e
30 minutos e as 4 horas apés o inicio da observacao, em que
a massa da amostra da substancia radioativa atingiu os 14 | M(4) = 15 x e~%02x4 ~ 13,847
gramas.

Recorrendo a definicao de derivada da fungao no ponto de abcissa 0, vem:

g(z) — g(0) i 2+ sen (4z) — (2 + sen (4 x 0)) i 21 Sen (4z) -2 _

/ g . .
g(O)—gljl_r% xz—0 715% 45 7$1—>0 a5
4 4 4 4
_ i ) _ gy BRI g T g S
=0 T =0 4dXxz =0 4z (1) y=0 y

Limite Notavel

(1) fazendo y = 4z, se z — 0, entdo y — 0
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7.2. Para estudar a monotonia da funcao, comegamos por determinar a expressao da derivada:
g (z) = (2+ sen (43’:))/ = (2)’ + (sen (43:))/ =0+ (4z)" cos(4x) = 4 cos(4x)
Para estudar o sinal da derivada, calculamos os zeros:

k
d(x)=0 & 4dcos(dz) =0 & cos(dz) =0 & 4x:g+k7r,k€Z & x:%—i—zﬂ,keZ

Atribuindo valores a k (k = 0 e kK = 1) encontramos as duas solugbes da equagdo que pertencem ao
ot I]Oﬂ[ . T 7T+7T 7T+27T 3
intervalo |0,—|,ousejaz=—-ez=—-+—-—=—-+ — = —

2 ! 8 84 878 8

L . . . . 7T
Estudando a variacao do sinal de ¢’ para relacionar com a monotonia de g, no intervalo ]0,5 {, vem:

3T

z |0 3

ol

O |oox

q + — 0 +
g — Max — min —

Assim, no intervalo }O,g [, temos que:
fos , ™ s ™
e 0 valor do méximo de g é g(g) =2+ sen (4>< §> =2+ sen (5) =2+1=3

e o valor do minimo de g é g(%) =2+ sen (4><3§7T> =2+ sen (3—7T> =2+(-1)=1

p . ™ , . 3m
e g é crescente no intervalo }0,§} e também no intervalo 53
0 371

e ¢ ¢é decrescente no intervalo [§,§
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