Exame nacional de Matemética A (2009, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

GRUPO 1

1. Como se pretende que a eleicao seja feita de modo a que os eleitos sejam de sexos diferentes, devemos
selecionar 1 dos 8 rapazes e 1 das 12 raparigas e ainda multiplicar por 2 para considerar a hipotese de eles
alternarem nos dois cargos.

Assim, o numero de escolhas diferentes que podem ser feitas é:

8 x 12 x2=192

Resposta: Opgao C

2. Podemos considerar que uma das criancas escreveu uma das letras no papel. Para que as duas criangas
escreverem a mesma letra, a segunda crianca devera escolher a mesma letra que a primeira crianga.
Como existem 5 letras (ntimero de casos possiveis) e apenas uma foi escolhida pela primeira crianga
(ntimero de casos favordveis) recorrendo & Regra de Laplace, a probabilidade da segunda crianga escolher,

a0 acaso, a letra igual & da primeira crianga é 5

Resposta: Opgao C

3. Como a varidvel X segue uma distribuicao normal, com p = 5, temos que:
P(X >5)=0,5, logo, como P(5 < X <6)=0,4, e assim:

PG<X<6)=P(X>5-P(X>6) & 04=05—P(X>6) <

& P(X>6)=05-04 & P(X>6)=0,1

Como a distribui¢do é simétrica relativamente ao valor médio, temos que P(X > 6) = P(X < 4) logo
P(X <4)=0,1, e desta forma:

e Como P(X <4)=0,1 entdo P(X >4)=1-0,1=0,9, pelo que

P(X>2)>P(X>4) & P(X>2)>09

o PU<X <5 =P5<X<6) =04

e PU<X<6)=PU4<X<5)+PB<X<6)=04+04=08

o P(X <4)=P(X >6) logo P(X <4) =0,

Resposta: Opgao B



. Temos que: .
b=a’> < a=vVb < a=b2
a>1

Assim, usando as propriedades dos logaritmos, vem que:

1+logya=1+1 (b%)—1+1—2+1—3
Ogba’_ Ogb - 2_2 2_2

Resposta: Opgao D

. Calculando a derivada da fungao f temos:
f'(z) = (sen (21‘))/ = (2z) cos(2x) = 2 cos(2x)

Calculando o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa % vem:
2
£ (Z) =208 (2 T) = 2008 (T) =26 2 = V3
Resposta: Opgao A

. Como a abcissa do ponto P é positiva, porque este se deslocar sobre o semieixo positivo das abcissas,
entdo podemos considerar a base do tridngulo o lado [OP] e a sua medida é a abcissa do ponto P, pelo
que OP =z

Como relativamente a base [OP], a altura é o lado [PA], e a medida da altura é a ordenada do ponto A,
temos que PA = f(z) = e

Assim, a drea do triangulo [OAP] em funcao de x (abcissa do ponto P) é:

OPxPA zx f(z) wx.e®

2 2 2

Ajoap) =

Resposta: Opgao B

. s o R ) o

. Como i = cis 5’ podemos fazer a multiplicacao na forma trigonométrica:
™ ™

z=1.cis(f) = cis§ X cisf = cis (5 +9)

Assim o conjugado de z é:

Resposta: Opgao A
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8. Como w é um dos vértices do quadrado, o nimero complexo que tem como imagem geométrica o ponto
D, é um nimero complexo z, tal que:

e |z| = |w| = 2, porque o quadrado estd centrado na origem, logo,
todos os vértices estao a igual distancia do centro

e arg(z) = arg(w) — g, porque a imagem geométrica do niimero Im(z) o

T
complexo w é o ponto A, visto que 0 < arg (w) < —, ou seja é

um angulo do primeiro quadrante, e o angulo AOD é reto

Assim, temos que:

z =2cis (% = g) = 2cis (g = 367T> = 2cis <_2gr> = 2cis (—g)

Acrescentando 27 ao argumento calculado temos:

6 5
z = 2cis (—%—I—Qw) = 2cis (—g—i—;—) = 2cis (;)

Resposta: Opgao D

GRUPO 11

1. Temos que %3 = ¢4X10+3 = 3 — 4

Calculando 2% temos: 22 = (3 —2i)2 =32 —2x 3(2i) + (21)2=9—-12i + 42 =9—4—12i =5 — 12}

3
Como 8cis (;) = —8i, calculando z na forma algébrica, temos:

2+ 28 4+2i1 3-2)+(5—12i)+2(—i) 8—-16i 1—2i

. (377) B —8i -8 —i
8cis | —
2
(1—2)xi i—22 i—2(-1) _
= =] =] :2
“ixi i —(-1) T
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2. Escrevendo 1+ v/3i na f.t. temos 1 4+ v/3i = pcis @, onde:

° p:|1+\/§i|:\/12+\/§2=\/ﬁ=\/1:2
V3

o tgl = T = V3 como senf >0 e cosf > 0, # é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = g

Assim 1 4 v/3i = 2cisg
Calculando o quadrado e, depois, o produto na f.t. temos:
(2cis0)? x (1 + V/3i) = 22 ¢is (26) x 2015% = (4% 2)cis (20+ g) = 8cis (20+ g)

Para que a imagem geométrica do nimero complexo (2cis@)? x (1 + v/3i) pertenca & bissetriz do 3.°

quadrante, o seu argumento deve ser igual a Zﬂ- + 2kw , k € Z, pelo que podemos calcular o valor de 6

com a igualdade:

T 57 5t m 157 4w
117 117
s 117
Com00€{0,§],parak::0, temos queﬁzﬂ

3. Temos que:

P(B)+P(A)+P(AUuB)=PB)+P(A)+P(A)+P(B)-P(ANB) | (1)
=2P(A) + P(B)+ P (B) — P(AUB) 2)
=2P(A)+1-P(AUB) (3)
=2P(A)+1- (17P(AUB)) (4)
=2P(A)+1-1+P(AUB)
= 2P (A) + P(AUB)

(1) Teorema: P(X UY) = P(X)+ P(Y) — P(XNY)
(2) Leis de De Morgan: X NY = X U
(3) Teorema: P(X)+ P (X) =1
(4) Teorema: P (X) =1— P(X)

~!

Logo, P(B) 4+ P (A) + P (AUB) = 2P (A) + P(AUB) g.e.d.

4.1. Como se pretende que os numeros sejam pares, para o algarismo das unidades temos apenas 2
hipéteses (0 <6> e 0 <8>).
Como se pretende que das restantes 3 posicdes, duas sejam ocupadas por algarismos <5> temos 3Cy
hipo6teses de escolher 2 das 3 posigcoes para os algarismos <5>.
Para a posicao restante existem ainda 4 hipéteses (todos os elementos do conjunto A, & excecao do
<5>).
Assim, a quantidade de niimeros nimeros que se podem formar, nestas condicoes, é

2x3Cyx4=24
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4.2. Analisando o nimero de divisores de cada elemento do conjunto A, temos:

e Dy = {1}, ou seja, o ntimero de divisores de 1 é 1
e D3 ={1,3}, ou seja, o niimero de divisores de 3 é 2
e D5 ={1,5}, ou seja, o numero de divisores de 5 é 2
e Dg ={1,2,3,6}, ou seja, o ntmero de divisores de 6 é 4
e Ds ={1,2,4,8}, ou seja, o ntimero de divisores de 8 é 4
Assim o ntimero de divisores do elemento escolhido pode ser 1 (que ocorre 1 em cada 5 vezes), 2 (que

ocorre 2 em cada 5 vezes) ou 4 (que ocorre 2 em cada 5 vezes), pelo que a tabela de distribuicao de
probabilidades da variavel aleatéria X é:

1122
P(X = CUi) — —
51515

E o valor médio da varidvel aleatéria X é:

—1><1—+—2><g+4><%—1+é L
H=2x53 5 5 55

5. O tnico gréafico que pode representar a funcao f é o Grafico 4.

e O Grafico 1 nao pode representar a funcao f, porque para x = 1, ou seja quando as coordenadas
do ponto P sdo (1,0), a distdncia ao ponto A(1,1) é 1, pelo que podemos afirmar que f(1) =1
Como na fungao representada por este grafico temos que a imagem do objeto 1 é inferior a 1, entao
este grafico nao pode representar a funcao f

O Grafico 2 nao pode representar a funcao f, porque como o ponto P se afasta arbitrariamente do
ponto A a distancia entre os dois aumenta indefinidamente sem nunca tender para um valor finito.
Como na fungao representada por este grafico existe um valor finito, superior a todas as imagens,
entao este grafico nao pode representar a fungao f

O Grafico 3 nao pode representar a fungao f, porque para z = 0 e para x = 2, ou seja quando
as coordenadas do ponto P sao (0,0) e (2,0), respetivamente a distancia ao ponto A(1,1) é igual ao
comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1, pelo que podemos afirmar que f(0) = f(2)
Como na fungao representada por este grafico temos que a imagem do objeto 0 é maior que a imagem
do objeto 2, entao este grafico nao pode representar a fungao f

(pode consultar a construcao animada do gréfico da funcao no GeoGebral)
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6. Como a fungao g é continua em R, porque resulta de operacoes entre fungoes continuas em R, o grafico
de g nao tem qualquer assintota vertical.

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do gréafico de g, de equacao y = mx + b, quando
T — —00, vem que:

e’ +3
T4+ 3 z 3 1 3e™*
m= tim 2% - m €y S8 gy (e +)= lim <+ < >=
T——00 I T——00 T r——o00 xer rz——o0 \ et rer rz——00 \ T T
1 —3e~ % 1 —x —x
= lim ()+ lim < ¢ ):—3>< lim (e) =0-3x lim <e ):
z——00 \ T z——00 —x —00 z——00 \ —I z——00 \ —X
(fazendo y = —z, temos que se x — —oo, entdo y — +00)
ey
= -3 x lim () = -3 X% (+00) = -0
Yy—+00 Yy

Lim. Notavel

Logo, nao o grafico de g nao tem assintotas nao verticais, quando x — —oo

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do gréafico de g, de equacao y = mx + b, quando
r — +00, vem que:

e’ +3
. T . x . e+ 3 . e* 3
m = hmM: lim —&—— = lim = lim (—+— ) =
z—+o00 T z—+00 5 z—+oo xer z—+oo \ ze¥  xe®

1 3 1 3 3
= lim (— |+ lm (— | = + =04+—=0+0=0
rz—+oo \ T rz—+oo \ re® +00 400 X (—I-OO) 400

b=l (f(a) = me) = lim_ () ~0x5) = lm_(f(a) = tm_ (<)

T—+00 r—r+00 T—r+00 T—r+00

z 3 3 3 3
— lim (e+> — lim <1+> — lim 1+ lim () —1+-—2 —140=1
z—+o0 \ e% e’ T——+00 er T— 400 z—+oo \ e¥ —+00

E assim, vem que o gréafico de g sé tem uma assintota e a sua equacao é y =1
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7.1. Comecamos por determinar a expressao da derivada da fungao:
!/
f'(z) = (e".cosz) = (") cosz + €"(cosz)’ = e” cosz + e (—senx) = e”(cosz — senx)
Determinando os zeros da derivada, vem:

fl(x)=0 & e%(coszr—senz)=0 & =0 Vcosz—senz=0 <& cosxz= senw
——
Eq Imp,e*>0
.. ~ . , ~ -, ™
No dominio da fungao, o intervalo [0,7[, a inica solugao da equagdo é z = —.

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

a5 0 m
I + + n.d
f min — Max — n.d.

Assim, podemos concluir que a funcao f:

=3k
|

N

e ¢ crescente no intervalo [O,ﬂ;

e ¢ decrescente no intervalo [J,7|;
e tem um minimo, cujo minimizante é (x = 0) e um méaximo, cujo é maximizante (x = %)
=e

0

)
Assim o minimo relativo da funcéo é f(0) x cos(0) =1x1=1e o mdximo é

77' Ed = Ed \/é_\/ie%
f(z)—w x cos(§) =e4 ><7_ >

7.2. Comecamos por representar o grafico de f, no dominio definido
(reproduzido na figura ao lado), numa janela compativel com o Y
dominio da funcao.

Calculando a ordenada do ponto A, temos:
ya = f(0)=e’xcos(0)=1x1=1

Assim, tragamos também a reta de equacao y = 1 para deter-
minar a abcissa do ponto B. Usando a func¢ao da calculadora
grafica para determinar valores aproximados das coordenadas
de pontos de interse¢do de dois graficos (o grifico de f e a reta
y = 1), encontramos as coordenadas do ponto B, arredondadas
com duas casas decimais, que sdo: B(1,293;1)

Com a funcao da calculadora grafica para determinar va-
lores aproximados do zero de uma funcgao, obtemos o valor da
abcissa do ponto C, ou seja, do zero da fungao, que arredondado
com duas casas decimais é, zc = 1,57

Assim, calculando a édrea do trapézio, (também reprodu-
zido na figura ao lado) e arredondando o resultado as décimas,
temos:

C+AB — zc+zxp 1,57+ 1,29
5 xOA = 5 XYa = 5

A[OABC] = X1%1,4

©
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8.1. Como M; = 0,67log F1 — 3,25 e My = 0,67 log F» — 3,25, temos que
My — My =1 & 0,67log E; — 3,25 — (0,6Tlog E; —3,25) =1 &

& 0,67log By — 3,25 — 0,671log By +3,25 =1 < 0,67logEy — 0,67logEs = 1 <

1 Ey 1 Eq 1
< 0,67(log By —logFEs) =1 < logE; —logEy = — & log — = — = 10067
,67(log Ey og E>) 0g I 0g [ 0,67 og E, 0,67 E,

. E,
E assim temos que — =~ 31
FE,

E

Assim, no contexto da situacdo descrita, como My — My = 1 e E—l ~ 31 & FE; = 31E,, temos
2

que para quaisquer dois sismos cujas magnitudes tenham a diferenca de uma unidade (na escala de

Richter) a energia libertada (em joules) pela sismo de maior magnitude é aproximadamente 31 vezes
superior a que é libertada pelo sismo de menor magnitude.

8.2. Como o sismo teve magnitude 4,7, na escala de Richter, vem que M = 4,7

E assim, substituindo o valor de M na expressao M = 0,67log F — 3,25, e calculando o valor de
E, vem:

4,7=0,67logE — 3,25 < 4,7+ 3,25 =0,67logE < g’zi logE < E = 1006

Assim, a energia libertada nesse sismo, em notacao cientifica, foi de, aproximadamente 7 x 10! joules
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