Exame nacional de Matemdtica A (2010, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Como A e B sdo acontecimentos incompativeis, temos que AN B = (), ou seja, P(ANB) =0
Como P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANnB) & P(AUB)+ P(ANB)— P(A) = P(B), calculamos o
valor de P(B), substituindo os valores conhecidos:
P(B) =70% + 0% — 30% = 40%
Resposta: Opgao B

2. Considerando que a ordem de sele¢ao dos 3 trabalhadores é irrelevante, por nao existir diferenciagdo dentro
do grupo, existem °C3 grupos diferentes compostos por 3 dos 10 trabalhadores.
Como os 3 amigos estdo presentes simultaneamente apenas em apenas 1 destes grupos (porque a ordem
1

foi considerada irrelevante), a probabilidade de serem escolhidos, exatamente, os trés amigos é ——

100,

Resposta: Opgao C
3. Como a soma das probabilidades é 1, temos que:

1 1 1 1 10 2 5 3 3 1

o i =l da=1--—-- & 3a=————— S do=— S a=- & a=—

pragtaete ¢ 5 27 0 10 107107 3070
Logo, temos que P(X =2) =2 x L_2 1 e assim

8% E YT 0T 0w

P(X=0)=P(X=2)=

Resposta: Opgao B

4. Como h(z) = f(z) + € e a derivada de uma fungéo afim é o valor do declive (o seu gréfico é uma reta),
determinando a expressao da primeira, e depois da segunda derivada, vem:

W) = (f@)+e”) = (f@) + () =m+e”
h'(z) = (m+ ew), =(m) + (") =0+¢€" =¢"

Assim, apenas o gréfico da opgao (A) é compativel com a expressao determinada para a segunda derivada.

Resposta: Opcao A
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5. Como o dominio da fungao f é | — c0,1[,e a reta de equacao x = 1 é assintota do grifico da funcao, entao,
de acordo com o gréfico, temos que

E assim

Resposta: Opgao C

6. Como o ponto B é o ponto de intersec¢ao do grafico da fungao g com Y
o eixo das abcissas, podemos determinar a sua abcissa, calculando o ...
zero da funcao g: 5

g(z)=0 & In(z+2) =0 z+2=€e" o z2=1-2 & z=-1
altura
E assim, considerando o lado [OB] do triangulo como a base, a altura
serd a ordenada do ponto A, (independentemente da sua abcissa), pelo
que a area do triangulo é: -2 B

A 4

. |
OB xya |zplxya 1x5 5 |

|

|

2 2 2 2

Resposta: Opgao A

T
7. z é um imaginario puro, se arg z = 5 + km,k €Z

Assim temos que:

T s T m I 75
——f0=—-+4+kmkeZ 0=————kmkeZ 0=————kmkeZ
3 2 + KT, K € & 3 3 T,k € & 3 3 T,k € &
& 9:—3%—%1@62
Atribuindo valores a k, temos:
e Sek=0,0= _3m
8
37 3 8r 57
Sek=-1,0=—— =4 —=—=—
* e ’ s T8 TR T
Resposta: Opgao D
8. Os ntmeros complexos das opgoes (A) e (C) ndo pertencem Im(z) o
ao semiplano apresentado, porque as respetivas representacgoes
geométricas distam menos de 3 unidades da origem. Como o (D)
nimero complexo da opgdo (D) estd sobre o eixo imaginério, — 1
também nao pertence ao semiplano apresentado.
ComoRe(S\/gcis (Z))_3\/§COSZ_3\/§XL§_3X3_9 (C)
6// 6 2 2 2 4(A)
Temos que Re (3\/5 cis (Z)) >3
6 o 73 Re(z)

Resposta: Opgao B
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GRUPO 11

1.1. Comecamos por determinar (z;)7, recorrendo & férmula de Moivre, e escrever o resultado na f.a.:

(21)" = (cis (%))7 = cis (7 X g) =cism = -1

Como z3 = 2 — ¢, temos que:

3—ix ()" 3—ix(=1) (3+i)2+i) 6+3i+2i+i> 6-1+5i 5+5i

1474

w =

Z 2—i (2—d)(2+i) 22 — 42 441 5
Escrevendo w na f.t. temos w = pcis#, onde:

o p=w=VvI2+12=1V2

e tgf =—=1; comosenfl >0 e cosf >0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %

el B

Logo w = \/icisg

1.2. Como nao podemos calcular somas na f.t., devemos escrever z; na f.a.:

. (TF) 7T+ . w
Z1 — CIS — — COS — 7 8€en —
! 7 7 7

Assim temos que:
21+ 2z :cosz—l—isenz+2+i:2+cosz+i<l+ senz>
e 7 7 7 7

2
2 D 2 2
Logo, |21 + 22|? = (\/(2 + cos g) + (1 + sen g) ) = (2 + cos %) + (1 + sen g) =

2 2
:22+2X2XCOS§+(COS§) +1242x1x seng—l—(seng) =

2 2
:4+4COS§+ (cosg) +1+2sen§+ (seng) =

2 2
:5+4COS§+2SQH§+ <sen§) + (cosg) :5+4cos§+2sen§+1:

=6+ 4 cos (g) + 2sen (g)
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2.1. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em escolher, ao acaso, um dos alunos da escola , e
os acontecimentos:
C:<0 aluno tem computador portatil>
D:<0O aluno sabe o nome do diretors

1 = 1 = 1
Temos que P(C) = B P (D)= 3@ P (C|D) = 3
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
1 1 1 c|c
e P(CID) = P(D) x P(CID) = 3 x 5 = 5 ——
= 1 1 1 D — | — | =
e PCND)=P(C)—P(CID)==—-= == 30 | 15 | 2
5 6 30 1 1
1 1 D &4 L
oP(D):l—P(D):1—§—§ 5 5
1
= 1
5

Assim, calculando a probabilidade de um aluno dessa escola, escolhido ao acaso, nao ter computador
portétil e saber o nome do diretor, e escrevendo o resultado na forma de fracao irredutivel, temos

— 1 1 7
P(CND)=P(D)~P(CND) =3~ 3 =1

2.2. Como a quinta parte dos alunos tem computador portatil e existem 150 alunos, temos que o niimero
de alunos com computador portatil é — x 150 = 30.

Assim, o nimero de conjuntos de 4 alunos formados a partir destes 30, é 3°Cy.
A cada um destes grupos de 4 alunos podem juntar-se 12°Cy pares de alunos sem computador port4til
(existem 150 — 30 = 120 alunos sem computador portatil).
Assim, o nimero de comissoes diferentes que se pode formar com, exatamente, quatro dos alunos
que tém computador portatil é

300y x1%0 Cy = 195671700

3. De acordo com a Regra de Laplace, a probabilidade é calculada pelo quociente do niimero de casos fa-
voraveis pelo nimero de casos possiveis, sendo os casos possiveis equiprovaveis.
Relativamente ao ntimero de casos possiveis, como existem 18 bolas no saco e sao retiradas duas, simul-
taneamente, podem ser formados 18 x 17 pares de bolas, considerando a ordenagao relevante.
Quanto ao nimero de casos favoraveis, considerando a ordenagao relevante, para garantir a coeréncia com
o céalculo do nimero de casos possiveis, temos que o par de bolas da mesma cor pode ser formado por
duas bolas azuis: 12 x 11 pares, ou duas bolas vermelhas: 6 x 5 pares.

Assim temos que o niimero de casos favoraveis é 12 x 11 4+ 6 x 5 e a probabilidade de tirar duas bolas do

. ,12x11+6x5
saco, simultaneamente, ao acaso, e elas formarem um par da mesma cor é BT RvET
X

4.1. Aplicando as regras operatérias dos logaritmos, vem que, para qualquer valor de ¢ € [0,5]:
N(t) = 8log, (3t +1)> — 8log, (3t + 1) = 8 x 3log,(3t + 1) — 8log, (3t + 1) =

= 24log, (3t + 1) — 8log, (3t + 1) = 16log, (3t + 1)
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4.2. Como N(t) é o ntimero de bilhetes vendidos, em centenas, ¢ horas apds o infcio da venda, e 2400

bilhetes sao 24 centenas de bilhetes, o tempo necessario para vender 2400 bilhetes é a solucao da
equagao N (t) = 24:

24 3
N(t) =24 & 16log,(3t+1) =24 < log,(3t+1) = 6 © log,(3t +1) = 5 < t+1=47 o

7
& 3H+1=V1 & 3t+1=v64 & 3t+1=8 < 3t=8—1 @ t=g

1 1
= 24 —, e como — de hora sao 20

Wl

Escrevendo o resultado em horas e minutos, temos que t =

minutos, temos que serao necessarias 2 horas e 20 minutos para que sejam vendidos 2400 bilhetes.

5. Para estudar a monotonia da funcio f, devemos analisar o sinal da funcao f/, pelo que podemos tragar
o gréfico de f’ na calculadora gréfica, numa janela compativel com o dominio da funcdo, para obter o
grafico reproduzido na figura seguinte.

Depois, recorrendo a funcgao da calculadora que permite determinar
valores aproximados para um zero de uma fungdo, num intervalo,
podemos encontrar a solugao da equagao f'(x) = 0, com aproximagcao y

as centésimas: = =~ 0,57. 1

Pela andlise do grafico podemos ainda determinar a variacdo do
sinal da funcao f’, para depois relacionar com a monotonia da funcao

|
|
|
/: |
|
|
75 0 0,57 3 |
|
bl n.d. — 0 + n.d. !
|
f n.d. — min — n.d. N
. ~ 0 0,57 3 T
Assim temos que a funcao f:
e ¢ decrescente no intervalo |0;0,57[
e ¢é crescente no intervalo ]0,57; 3]
e tem um minimo absoluto para = = 0,57
6.
6.1. Como o dominio da fungdo é f é | — oo, 27, o comportamento assintético do grafico é verificado

quando x — —oo, pelo que, pela definicao de assintota, y = ax + b é uma assintota do gréfico de f se

lim (f(x) - (aerb)) =0

T—>—00

Calculando o valor do limite, temos

lim (f(x)—(ax—l—b)): 1iIPoo(am+b+e’”—ax—b)): lim e” =0%

T—>—00 T—r T—>—00

Pelo que podemos concluir que a reta de equagao y = ax + b é uma assintota obliqua do gréfico de f

gmat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2010

6/6

6.2. Para que a funcdo f seja continua em x = 0, tem que se verificar f(0) = lim f(z) = lim+f(x)
z—0~ z—0

e f(0)=a(0)+b+e’=0+b+1=0b+1
. 11%1 flz) = linoa (ax+b+e®)=a(0)+b+e"=0+b+1=0b+1
rz—0— r—0~

_ 2 _
. xlg(r)lJr @) = xlgng (37 Sf;n( ac)) _ 0 genO = g (indeterminacao)
— tim (% sen (2x) ~ tim (1— 2 x sen (2x) 1 lim (oS0 (2z) _
z—0+ \ & T z—0+ 2Xx z—0+ 2x
2
1 2him O o i MY 91— 1-9- 1
z—0t+ 2T (1) y—0+t Yy

Lim. Notéavel
(1) (fazendo y = 2z, se x — 0" entdo y — 01)

Assim, podemos determinar o valor de b:

lim f(z)= lim f(z) & b—1=-1 & b=-2
z—0~ z—0t

7.1. Como o triangulo esta inscrito numa semicircunferéncia é um triangulo retangulo. Sabemos que a
hipotenusa coincide com o didmetro e tem comprimento 2 (OA = 2).

Assim, recorrendo & definicao de seno temos:

Y
AB AB S T
sena = —— & sena=—— & AB=2senca B
OA 2
Analogamente, pela defini¢do de cosseno, vem:
o 1
OB OB S + >
cosa=—— & cosa=—— & OB =2cosa 0] 9 I'a "z
OA 2 ¢

Logo, o perimetro do triangulo é:

Poap) =0A+AB+ OB =2+ 2sena + 2cosa = 2(1 + cosa + sena)
Ou seja, para cada valor de a € }O, g [, o perimetro do tridngulo [OAB] é dado, em fungéo de «, por

f(a) =2(1 4 cosa + sen )

7.2. Determinando a expressao da derivada da funcao, vem:
f'(a) = (21 +cosa+ sena))’ = 2((1) +(cos @)’ +(sena)’) = 2(0— sen a+cosa) = 2(cos @ — sena)

Assim: f'(a) =0 < 2(cosa— sena) =0 < cosa—sena=0 < cosa = sena

T T
Logo, como a € }O, 5 [, sabemos que @ = — é a tnica solu¢do da equacdo f'(a) = 0, pelo que

podemos estudar a variacao do sinal de f’ para relacionar com a monotonia de f:

T 0
/| nd. + n.d.
flnd| —7 | Méx| s |nd

. . . 7 oA re 7 . 7 7T
Logo, o maximizante de f, ou seja, o valor de « para o qual o perimetro do triangulo é maximo, é 1
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