Exame nacional de Matemdtica A (2010, 2.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Como sé existem bolas azuis e roxas, e a probabilidade de extrair uma bola da caixa, e ela ser azul é igual

1 - . . . .
a > entao existem tantas bolas azuis como roxas, ou seja, existem 8 bolas roxas na caixa.

Resposta: Opgao C

2. Como os numeros tém cinco algarismos, e trés deles sao o algarismo «<5> podemos calcular o nimero de
formas diferentes de dispor os 3 algarismos <5> nas 5 posi¢oes do niimero (°Cs, ndo se considera relevante
a ordem, por serem algarismos iguais).
Assim, por cada disposi¢io dos algarismos «<5> existem 4 hipSteses («<6>, <7>, <8> e 0 «9») para ocupar
a primeira posicao livre do algarismo, e ainda outras 4 para a segunda posicao livre do algarismo.
Logo, a quantidade de ntiimeros deste tipo que tem exatamente 3 algarismos <5> é

503 x4 x4 =505 x 42

Resposta: Opgao B

3. Somando quaisquer dois nimeros, dos que estdao reproduzidos no enunciado, o resultado é sempre um
nimero diferente de 105.
Como os restantes nimeros da mesma linha do tridangulo de Pascal sao todos maiores que 105, somando
quaisquer dois deles, ou um deles com um dos elementos reproduzidos, o resultado serd sempre superior
a 105.
Assim, nao existe qualquer par de elementos desta linha do triangulo de Pascal, cuja soma seja 105, ou
seja, a probabilidade da soma de dois elementos desta linha do triangulo de Pascal ser igual a 105, é nula.

Resposta: Opgao D

4. Como lim (h(z) —2z) =0, temos que

T—+00

lim (h(z) —2z)=0< lim h(z)— lim (22) =0< lim h(z) = lim (2z) & lim (h(z)) =400

T—+00 T—r+00 r—+00 r—+00 r—r+00 T—+00
Como a fungéo h é par, temos que, para qualquer x € R, f(—z) = f(z) e assim,

Resposta: Opcao A



1 1
5. Como limu,, = lim <> = — =07, entao:

n +0o0
li = li = lim Inz =In0" = —
P 0n) = 19, 9(0) = i Ine = In07 = oo

Resposta: Opgao D

. Representando a informagao do grafico sob a forma de uma tabela, temos:

I - - - 0 -

Assim, podemos verificar que a fungdo f é crescente em |0, a]

Resposta: Opgao C

. Os vértices do pentdgono sdo a representagdo geométrica de 5 nimeros
complexos, que sao raizes de indice 5 do mesmo nimero complexo. Im(z) o
Sejam z e w os numeros complexos que tém por imagens geométricas
os pontos A e D, respetivamente.

Como o ponto A tem de coordenadas (1,0), temos que z = cisO0. NS
A N
2 6 ?
Como |z] = |w| e arg(w) = 3 X g = g, porque os vértices do 0 1 Re(z)
pentdgono dividem o angulo giro em 5 partes iguais, temos que D < \\\
. b
w = cis —
5

Resposta: Opgao B

. Como a representacao geométrica de w estd sobre a parte negativa do eixo imaginéario, sabemos que
. 3w
w = pcis —.
P
. . . 3m . 187w i
Assim, recorrendo & férmula de Moivre, temos que w® = p° cis (6 X 5 )= pS cis - = 0O cis (97)

6 = pBcis (97) = p®cis (97 — 87) = pScis, logo podemos

Descontando as voltas completas, temos que w
concluir que w® é um niimero real negativo.

Resposta: Opgao A
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GRUPO 11

4

1.1. Comegamos por determinar z*, recorrendo a féormula de Moivre:

A= (ﬁcis (%))4 = (V2)*cis (4 x %) = dcisT=—4+0i = —4

Assim temos que:
z4—?—4i_—4—.i—4i (—4+42’)><i:—4i.—|—4i2:—4—4i:4+4i

i ) X1 12 —1

Escrevendo w na f.t. temos w = pcis#, onde:
o p=|w=VE+42=V2x2=4/2

1
o tgh = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, 6 ¢ um angulo do 1° quadrante, logo § = %

Logo w = 42 cisg

1.2. Comegamos por escrever z; na f.a.:

21 =/2cis (E) = \@(cos%Jrisenz) —\/§<

V2 V2 2 2
1 1 +Z>

) 2 =3 ol 5t = 141

O raio da da circunferéncia é |25 — 21|, ou seja, a distancia entre as representagdes geométricas
dos dois niimeros complexos. Logo temos que :

22 — 21| =13=(1+4)|=13—-1—4i|=1]2—1] = \/22—&-(—1)2:\/4—1—1:\/5

Assim a circunferéncia que tem centro na imagem geométrica de zo e que passa na imagem geométrica
de z; é definida por:

|z — 22| = |22 — 21| & |z—3|=\/5

2.1. Organizando todas as somas possiveis numa tabela, temos:

Dad
DS “Alolololo]|-1]-2
-1 1)1 -1]-1|-2]-3
1 1 1 1 1 0 |-1
1 1{1(1]1]0]-1
1 1|11 1]0]-1
1 1{1(1]1]0]-1
1 1|11 1]0]-1
Logo, pela observagao da tabela, podemos
observar os valores possiveis para a soma
e as respetivas probabilidades:
o P(X = —3) = 1 E assim, a tabela de distribuigao de probabilidades
N - 36 da varidvel aleatoria X é:
1
e P(X =-2)=—
( ) 396 . x; 3| -2]-11 0 |1
cPX="l=g%=1 Pxoay | L|L|L|5 |3
=z) | = | =|=>| = | =
.P(X:O):% 36 | 36 | 436 ]9
4 4
« P(X =1)= ><5: ><5:§
36 4%x9 9
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2.2. No contexto da situagao descrita, P(L|.J) é a probabilidade de que langando os dois dados e usando
os numeros indicados pelos dados como coordenadas do ponto @, este ponto pertenca ao terceiro
quadrante, sabendo que o nimero indicado pelo dado A é negativo.

Como é sabido que a abcissa do ponto @ é negativa, este ponto pertence ao terceiro quadrante se
a ordenada também for negativa, o que ocorre 1 em cada 6 vezes, visto que das 6 faces do dado B,
apenas uma tem um numero negativo inscrito.

Assim, usando a Regra de Laplace, e escrevendo o resultado na forma de fragao, temos

1
P(LI)) =
3. Temos que:
P(AUB) — o P(AUB) P(ANB) _ P(XNY)
7]3(3) — P (A‘B) = P(B) = B(B) Definigao: P(X|Y) = W
_P(AUB)-P(ANB)
- P(B)
:P(A VB - (P(B) — Pin B)) Teorema: P (XNY) =P(X)—P(XNY)
P(B) '
_P(AUB)—-P(B)+ P(ANDB)
- P(B)
:M Teorema: P(X)=P(XUY)+P(XNY)—PY)
P(B)

Logo, se P(B) # 0 entéo PAUB) P (A|B) = P4 g.e.d.

4.1. Como o dominio da fungdo f é |0, +o0[, sé pode existir uma assintota nao obliqua quando z — +o0.
Assim, averiguando a existéncia de uma assintota de equagdo y = ma + b, quando z — 400, vem:

1 1
—x—1Inz -z
| 1 1
m = lim@— 1im57= lim5—— limﬂ: Iim - —-0= -
r—+o00 X r——+00 x r—+oo I r—+o00 I z—+o00H 5
—_———

Lim. Notavel

r—+00 r—+o0 r—+00 r—+o0

b= lim (f(z)-mz)= lim (f(x)—éxm>: lim <;m—lnm—;x>: lim (—lnz)=-00

Logo, (como o b ndo é um nimero real) nao existe qualquer assintota obliqua do grafico de f
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4.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada para x > 2:

!/ /!
(lx — lnx) = <1z> —(nz) = 1.1
5 ) 5

Calculando os zeros da derivada, em ]2, +o00[, temos:

ot =

1
=== &
x

ot =

PV, 2>2

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

x 2 5 +o00
1! n.d. - 0 +
f nd. | ™~ | min| —

Assim, como f é decrescente no intervalo ]0,5] e crescente no intervalo [5, + oo[ podemos concluir que
5 é unico o minimizante da fung¢do no intervalo |2, +oo[, pelo que f(5) é um minimo da funcao neste
intervalo.

4.3. Como as abcissas dos pontos A e B sao solugoes da equacao f(x) = f(15), comegamos por calcular
1
f(15) = £(15) ~In(15) = 3 ~ In(15) ~ 0,29

Podemos depois tragar na calculadora o grafico da funcdo f, no intervalo ]0,2], e a reta y = 0,29,
para determinar os valores aproximados das solugbes da equagao f(x) = f(15), ou seja as abcissas
dos pontos A e B, e obtemos o grafico que se reproduz na figura seguinte.

Recorrendo a funcgdo da calculadora que permite de- y,\

terminar as coordenadas dos pontos de intersecao de
dois graficos, determinamos valores aproximados, as
centésimas, das coordenadas dos pontos A e B:

A(0,50;0,29) e B(1,75;0,29)

Para determinar as coordenadas do ponto C, usamos a
funcao da calculadora que permite determinar o minimo (e
o minimizante) de uma fung¢do, num intervalo, e obtemos 0,29
valores aproximados para as coordenadas do ponto C:

C(1,00; —0,28)
~0,28

Logo podemos considerar como a medida da base do triangulo, a diferenca das abcissas dos pontos
A e B, e como a medida da altura a soma dos valores absolutos das ordenadas dos pontos A e C
(como se pode ver na figura).

Assim, calculando a area do triangulo, e arredondando o resultado as décimas, vem:

(mB — JTA) X (yA + |yC|) (1775 — 0a50)(0729 + 0728)
AjoaB) = 5 ~ 5 ~04
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5.1. Como a fungao f resulta de operacoes sucessi- CA
vas de funcoes continuas em R, é continua em o
R, e também, em [—2,—1], porque [-2,—1] C R F(=2) = —(=2) + =201 _ g 4 2(-8)-1 _

. =2+ 17 22,000
Como 1,000 < 1,5 < 2,000, ou seja,

f(-1) < 15 < f(-2), entdo, podemos

concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe 2(=1)3—1 2(=1)—1

; ) 1) =—(-1)+e =1+e =
¢ €] —2,— 1] tal que f(c) = 1,5, ou seja, que f=1) (=1)
a equagao f(x) = 1,5 tem, pelo menos, uma — 14 e 31050

solucdo em | — 2, — 1]

5.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada:
fl(z) = (_ . +62x3—1)/ =—(z) + (e2x3—1)’ -1+ (2363 _ 1)162953—1 - _1 +6x2€2x3—1
Como o declive (m) da reta tangente ao gréafico de f em 2 =0 é f/(0), temos que:
m=f'(0)=—1+6(0)2@~1 = _14+0=—1

Determinando a ordenada do ponto do grafico da fungao que tem abcissa zero, temos:

FO) = =042 1 =04 0l =l = !
e

Como o ponto de abcissa 0, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste
ponto e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

1 1 1
- =—-1x0+b & —=0+4+b & b=-
e e e
Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0, é:

1
y=—z+ -
€
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6.1. Analisando as figuras podemos dividir o célculo da altura em dois casos:
No primeiro caso, (9 € }O,g} ), h=3-0C

Como OB = 3, recorrendo a definicao de cosseno de um angulo,
temos:

cosf = O—?)C < OC =3cosb

K
@

No segundo caso, (9 € ]g,w[)7 h=3+0C

Como OB = 3, recorrendo a definicao de cosseno de um angulo,
temos:

cos(m —0) = % oC oC

e assim,

h=3+0C =3+ (—3cosf) =3 — 3cosh

Ou seja em ambos os casos, isto é, para qualquer 6 €]0,7[, a altura h pode ser calculada como que
h(0) = 3 — 3cos(0).

6.2. Como h(¢) = 3 — 3cos(f), temos que:

h(#) =3 < 3-3cos(d) =3 < —3cos()=0 & cos(f)=0 <
= S +kmkeZ
Como 0 €]0,7[, § = g é a unica solugdo da equagao.

Calcular 6 tal que h(8) = 3, significa determinar o adngulo associado a uma quantidade de com-
bustivel no depdsito com 3 metros de altura.
Assim a solugao calculada significa que, quando o combustivel no depdsito tiver uma altura de 3

T
metros, o angulo 6 serd um angulo reto (5 rad. )
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