Exame nacional de Matematica A (2011, Prova especial) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Temos que P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), e como A e B sao acontecimentos independentes, vem
que P(ANB) = P(A) x P(B)

Assim,
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) & P(AUB)— P(A)=P(B)— P(A) x P(B) &

& P(AUB) - P(A) = P(B)(1 - P(A)) & P(AUB) - P(A)=P(B)x P(A) &
P(AUB) - P(4)
ray @

Como P(A)=1-P(A) =1-0,9=0,1, temos que:

0,73-0,1 0,63

09 o9 7

P(B) =

Resposta: Opgao D

2. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da turma, e os acon-
tecimentos:
R:<0 aluno ser uma rapariga>
1:<O ter Inglés>
O ntumero de raparigas que tem Inglés é 20 — 4 = 16
Assim, como a turma tem 18 raparigas, o nimero de raparigas que nio tem Inglés é 18 — 16 = 2
Logo a probabilidade de selecionar um aluno que nao tem inglés, de entre o conjunto das raparigas é

2 1
P (I|R) = B9

Resposta: Opgao A
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3. Como a soma dos trés primeiros elementos de uma linha do tridngulo de Pascal é 61 426 e o terceiro
elemento dessa linha é 61 075 e, como sabemos que o primeiro é 1, podemos calcular o segundo ntmero

(b):
61426 =1+b+61075 < 61426—1-61075=5 < b=350

E assim podemos calcular os primeiros nimeros da linha seguinte (350 +1 = 351 e 350+ 61075 = 61 425):

1 350 61075
1 351 61425

Como a soma dos ultimos trés elementos de qualquer linha é igual a soma dos primeiros 3 elementos dessa
linha, temos que a soma pretendida é:

61425+ 351+ 1=61777
Resposta: Opgao C

4. Se limu,, =k, entéo lim f(u,) =3 < lirr}vf(x) =3
r—r
Calculado k = limu, e lirr}C f(x) para cada uma das sucessoes apresentadas, temos:
xr—

n

E assim, lim f(z) = lim (e —1)=¢* —1=¢€2-1
T2~ T2~

1 1
° limunlim<2>2+20+2
00

1 1
° limunzlim<2—|—> :2—|—+—:2—|—0+:2+
n 00

4 4
E assim, zl;n;f(x): lim <x+1> :2—++1:2+1:3

1 1
° limunzlim<3—>:3—:3—0+=3_
n

+00
4 4 4 3 7
E i 1 S 1 _ 1 = — 1 = = - = —
S zlgl*f(m) e <:c * ) - T'T3%373

1 1
. limun:hm<3+> =34+ — =3+0t =3t
n —+00

4 4 4 3 7
E i li = | 241l =31 =Z24+=2==
assim, lim f(z) im (m + ) + - AL 573

z—3+ z—3+
Desta forma, de entre as hipdteses apresentadas, a tnica sucessdo em que lim f(u,) =3 é 2+ —
n

Resposta: Opgao B

5. Podemos descrever a variacao do sinal de I/, pela andlise do gréfico, e relacionar com a monotonia da
fungao h:

T 0
h + 0 —
h — | Mix | T~

Ou seja, a fungdo h é crescente se x < 0 e decrescente se > 0, e apenas o grafico da opcao (D), é
compativel com esta conclusao.

Resposta: Opgao D
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6. Como o declive (m), da reta tangente ao gréfico de g no ponto de abcissa 1 é ¢’(1), comegamos por

determinar a expressao da derivada:

g'(@) = (22— 1) x f(@)) = 2z —1)'f(z) + 2z = )(f(x))" = 2f(x) + (2 - ) f'(x)

Calculando o declive da reta tangente temos:

m=g(1)=2f1)+Qz—1)f/(1)=2x1+(2(1)-1)x1=2+1x1=3

Calculando as coordenadas do ponto de tangéncia, temos: g(1) = (2(1) = 1) x f(1)=(2—-1)x1=1, ou
seja, o ponto P(1,1) é um ponto do grafico de g que também pertence & reta tangente.

Substituindo o valor do declive na equagao da reta, vem y = 3z + b

Substituindo as coordenadas do ponto na equagao da reta, calculamos o valor da ordenada na origem:

1=3x1+b &

1-3=0b &

—2=b

Logo, a equagao reduzida da reta tangente ao grafico da fungao g no ponto de abcissa x =1 é:

y=3z—2

Resposta: Opgao A

7. Usando a férmula de Moivre para a radicia¢ao temos que:

T o+ o%kn

&z = /8cis 6

5 ,k €{0,1,2,3,4,5}, temos que

T + 2km .
e Para cada k € {0,1,2,3,4,5}, arg (w) = 6T =35 +
w4247 257
ssim, se , temos que arg (w) 36 26

Resposta: Opgao A
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8. Como o ponto M é a imagem geométrica do niimero complexo z; que vamos designar por z; = pj cisf,
T .
em que 0 < 6 < 1 porque M é um ponto do primeiro quadrante e Re(z1) > Im(zy).

e Podemos excluir o ponto da opgao (D), o ponto S porque é a imagem geométrica de um ndmero
complexo z da forma z = pscism, e assim, 213 X z = pypscis(m + 0); e como 0 < 6 < % entao a
imagem geométrica de z; X z seria um ponto do 3° quadrante e nao o ponto N

e Podemos excluir o ponto da opgéo (B), o ponto @ porque é a imagem geométrica de um nimero
complexo z da forma z = py cis g, e assim, 21 X z = p1p3cCis (g + 9); ou seja a imagem geométrica
de z; X z seria um ponto sobre a reta perpendicular a a reta OM pelo ponto O e nao o ponto N

e Podemos excluir o ponto da opgao (A), o ponto P porque é a imagem geométrica de um ndmero
complexo z da forma z = ps cis @, e assim, 21 X z = pyp5cis (6 + «); e como a < g, entao a imagem

geométrica de z; X z seria um ponto do quadrante definido pela reta OM e pela perpendicular pelo
ponto O e nao o ponto N

. Im(z) &
Logo o ponto R é o tnico, de entre as opgoes N R Q p M
apresentadas, que pode ser a imagem geométrica do C e - 9 O L
nimero complexo zo

. iU R
Resposta: Opgao C G 0 Re(z)

GRUPO 11

1.1. Resolvendo a equacao, vem:

2(1) 2 2
—-1++/3x (-1) —1++v3x+/—1 ~144v3
z = = =]
2 2 2

1 3 1 3
cs -1y v3, . 1 V3,

2 2 2 2
Como w é a solugao com coeficiente da parte imaginaria positivo, w = —3 + 71

Escrevendo w na f.t. temos w = pcis#, onde:

T R R ORORE

o tgh = = 7= 3; como senf >0 e cosf < 0, § é um angulo do 2° quadrante, logo
2
™ 3 9w 27
g—g_ L 2T _T_ T
3 3 3 3
Assi . 2w 1 1 1cisO 1 . 0 2T . 2
1m = C1S — —_ = — = — Cl — — = Cl -
ssim. 21 = cis e logo — —or = 1°8 3 cis 3
cis =~
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1.2. Sejaz=a+bi,comacRebeR.

2.1.

2.2.

Assim temos que Z = a — bi, pelo que:
(Z4i) x (z—i) = (a—bi+i)(a+bi —i) = a® + abi — ai — abi — b%i? + bi® + ai + bi® — % =
=a? - b*(=1)+b(—1) +b(-1) = (-1) =a®> + > —2b+1

5
E como |z —i|?> = |[a+bi—i]?> = |a+i(b 1)\2:( a2+(b—1)2) =a?+(b-1)2=a%?+b2-2b+1

Temos que (Z +14) X (2 — i) = |z — i|?

Como o Joao escolhe 4 cores de entre um conjunto de 12, e cada cor se destina a pintar uma das faces
numeradas, a ordem da selecio é relevante. Assim, o Jodo pode pintar o tetraedro de 2A, formas
diferentes, sendo este o ntimero de casos possiveis.

Se pretendermos que a cor preferida do Joao esteja entre as cores escolhidas, ainda podemos pintar
qualquer uma das 4 faces com essa cor, pelo que existem 4 casos a considerar.

Por cada um destes 4 casos, devemos selecionar 3 cores de entre as restantes 11, considerando a
ordem relevante. Ou seja, o ntimero de casos favoraveis é 4 x11 A3

Assim, a probabilidade de o tetraedro ter uma das faces pintadas com a cor preferida do Joao
é
4 Xll A3 1

12 A a - 3
Como a experiéncia se repete varias vezes, de forma independente, a distribuigao de probabilidades
segue 0 modelo binomial (P(X = k) = "Cj, p* ¢"7F).
Temos que:
e n =3 (o dado é langado 3 vezes de forma independente).

1 1
e p= 1 (a probabilidade do sucesso, ou seja <Sair a face com o nimero 1> é 7 porque o dado

tem 4 faces, das quais apenas uma tem o ndmero 1)

3 1 3
e g = 7 a probabilidade do insucesso pode ser calculada como g =1 — 1-2

Assim, calculando a probabilidade da face com o nimero 1, ocorrer 0,1,2 ou 3 vezes, temos:

10 3 3 2

« P(X=0)= 300<> (i) :1x1xi—3:6—z
1 32 3x1x3? 27
.P( 3CI(>(>:3X4X42:43:64
1 3 3x1x3 9
X <)(>3X42X4 T o
( 1

1
o P(X =304 )() 1><4—3><1:6—4

Logo a tabela de distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria X é:

27 27 9 1
PX =) 5151l el e
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2.3. No contexto da situacao descrita, P(J|I) é a probabilidade de que ao lancar 4 vezes o tetraedro,
a soma dos numeros registados nos quatro lancamentos seja menor do que 10, sabendo que nos 3
primeiros lancamentos saiu sempre o niimero dois.

Como sabemos que a soma relativa aos 3 primeiros lancamentos é 2 4+ 2 + 2 = 6, para que a soma
dos 4 lancamentos seja inferior a 10, no ultimo langamento podem sair as faces com os nimeros, um
(que resultard na soma 7), dois (soma 8) ou trés (soma 9).

Assim, usando a Regra de Laplace, para a determinacdo da probabilidade, temos 4 casos possiveis,
correspondentes as faces que podem sair no quarto langamento, e 3 casos favoraveis, correspondendo
as faces que correspondem a uma soma inferior a 10, pelo que

P(J|T) = %

3.1. Sabendo que M = 7,1, podemos calcular a energia sismica irradiada, substituindo o valor dado em

2
M = glogw(E) —29:

(7,1+2,9) x 3

5 =log,o(E) < logo(E) =15 & E =10"

2
71= 3 log,o(E) — 2,9 &

Como a relacdio entre o momento sismico e a energia libertada é E = My x 1,6 x 107°, substituindo
o valor de E nesta expressao, vem:

1015
— =My & My =0,625 x 10" x 10° <

10 =Myx16x107° & ——
028 S0 1.6 x 10

& My=6,25x10"1 x 102 < M, = 6,25 x 10'?

2
3.2. Sabemos que My — My = 3

Sejam F, a energia sismica irradiada pelo sismo de magnitude M; e F5 a energia sismica irradiada
pelo sismo de magnitude Ma.

2 2
Assim, temos que M; = 3 logg(E1) — 2,9 e My = 3 logy(E2) — 2,9, pelo que

2 2
M1 — M2 = g loglo(El) — 2,9 — (3 loglO(EQ) — 2,9)
Logo:

=

[SCRN V)

2 2 2 2 2
3 log,g(E1) — 2,9 — <3 log,(E2) — 2,9> =3 & 3 log,o(E1) — 2,9 — 3 log,g(E2) + 2,9 =

2 2 2 2
< gloglo(El)*g logio(E2) = 5 & §<10g10(E1)710g10(E2)> = 5 & logyg(E1) —logig(Er) =1 &

3

E, E, 1
I — | =1 — =10 FEi{ =10 x E
& logy <E2> s & B x o

Assim, a energia sismica irradiada pelo sismo de magnitude M7 é dez vezes superior & energia sismica
irradiada pelo sismo de magnitude M.
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4.1. Sabendo que f é continua em z = 1, temos que li]rn1 f(x) = f(1), e mais especificamente que
z—
lim f(2) = £(1)
Como f(1) =—-1+Inl=—-1+40= —1, vamos calcular lim f(x) para determinar o valor de & :
Tz—1-

1— x—1 z—1 _ x—l_l
lim f(z) = lim (k—i—e) ~ lm k4 lim Sk hm =& D
X

r—1- r—1- -1 r—1— z—1- x—1 r—1- rz—1
z—1 _ 1 Yy _1
—k— lim ———= — k— lim & —k—1
z—=1- x—1 () y—0— Y

Lim. Notédvel

(1) Sey =z — 1, entdo como z — 17, logo y — 0~
Assim, como f é continua em z = 1 temos que f(1) =k — 1, ou seja
—-1=k-1<k=0
4.2. Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais do grafico de f temos que calcular ZEI;IIOO flx)e

lim f(x)

T—r+00

Assim temos que:

1— x—1 1— z—1 1— —oco—1 1—
lim f(z)= lim <3+ e) — lim 34 lm =% _gylme ™ 5 170 5 5y

T——00 T——00 x—1 z——00 x——00 I — 1 —oc0—1 —00
Pelo que podemos afirmar que a reta de equagio y = 3 é assintota do gréfico de f (quando x — —o0)

Temos ainda que:

Inz Inx
lim f(z)= lim (—z+nz)= lm |(z(-1+— ) )= lim 2x lim (-14+— )=
xr—~400 Tr——+00 r——+00 €T r——+00 r——+00 €T
) : . Inz
= lim a:x(hm (-1)+ lim —)=+oox(—1+0):+oo><(—1):—oo
r——+00 r——400 r——4oo I
—_———

Lim. Notével

Pelo que podemos afirmar que o grafico de f nao tem assintotas horizontais quando x — 400, ou
seja, y = 3 € a Unica assintota horizontal do grafico de f
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5. Como se pretende determinar os extremos da funcao, vamos recorrer aos zeros da derivada, e por isso,
comecamos por derivar a fungao:

g (z) = (x —2cosz) = (z) — (2cosx)’ =1 —2(—senz) =1+ 2senzx

Depois determinamos os zeros da derivada, ou seja as abcissas dos pontos C' e D:

1
Jx)=0 & 1+2senx=0 < senz = —g ¢ senz = sen (—%) &

PN I:_%+2kﬂ v m:ﬁ_(_%)+2kn,keZ &

& x:—%+2kz7r \Y, x:%—&—Qkﬂ',kEZ

Atribuindo valores inteiros a k, podemos encontrar os valores de x que pertencem ao dominio da funcéo:

x:fz(k:()) e a:57r( 1,x767r27r>

g | nd. + 0 — 0 +
g | n.d. — Max — min —

B

& e

P

5 5 5 5 5 5 5 3 5
g (—W> =2 _9cos (—W> = _9eos 2l = 2T 9 (—COSE) -2 4 (—{) = \f—i

6 6 6 6 6 6

2 . 2 ™ .
De forma andloga, temos que a abcissa do ponto D é xp = ~5 e a ordenada é

1(-5)=-F-zem(5) =5 remgm 5 o2(F) =5 -8

Ou seja, o ponto D tem coordenadas D (—%, — % — \/5)

6. Considerando a abcissa z do ponto A, como a medida do Y
lado horizontal do retangulo e a medida (correspondente) 1
do lado vertical é f(z), ou seja, a drea Ajp ¢ p) ¢ dada pela
funcéo g definida, pela condicao:

g(@) =2 x fz) =z <2—|—151n <3— ;x>> (g(x) > 0)

Tracando na calculadora grafica o grafico da fungao g,
numa janela compativel com o dominio, obtemos o gréfico
reproduzido na figura ao lado.

Utilizando a funcao da calculadora grafica que per-
mite determinar valores aproximados para o maximizante
(e para o méximo) da fungéo, determinamos as coordena-
das do ponto M(2,47;25,99), o que nos permite concluir
que o retangulo [OACB] tem drea maxima quando o ponto
A (e o ponto C) tem abcissa x =~ 2,5
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