Exame nacional de Matemética A (2012, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

GRUPO 1

1. Como o primeiro e ultimo algarismo sdo iguais, o segundo e o peniltimo também, o mesmo acontecendo
com o terceiro e o antepentultimo, apenas consideramos as escolhas para os 3 primeiros algarismos, sendo
os restantes, a repeticao das escolhas ja feitas, por ordem inversa.

Assim, para o primeiro algarismo existem 9 hipdteses de escolha (excluimos o algarismo zero). Para
o segundo e o terceiro podemos considerar 10 hipdteses para cada um, porque podem ocorrer repeticoes
de algarismos e o zero pode ocorrer em todas as posicoes a excepcao da primeira.

Assim o um ndmero total de capicuas diferentes (com 6 algarismos) é

9 x 10 x 10 =900
Resposta: Opgao B

2. Como
P(X=0vX=1)=081l & P(X=0+P(X=1)=081 & 2a+a=081 & 3¢a=0,81 & a=0,27
Temos que o valor médio da varidvel X, é:
p=-1x(1-3a)+0x2a+1xa=-1+3a+0+a=4a—-1

Substituindo o valor de a, vem:
uw=4x0,27-1=0,08

Resposta: Opgao C

3. Como o zero é o elemento neutro da multiplicacao, o produto dos nimeros saidos é zero, se, pelo menos
um deles for zero.
Como no dado nao existe qualquer face com o nimero zero, a ocorréncia de um produto igual a zero,
depende da bola extraida ter o niimero zero, independentemente da face do dado que sair.

Assim, a probabilidade de o produto dos numeros ser igual a zero é igual a probabilidade de extrair
a bola com o niimero zero do saco, e como existem 5 bolas no saco (nimero de casos possiveis) e apenas 1
tem o niimero zero (nimero de casos possiveis), recorrendo & Regra de Laplace, temos que a probabilidade
de o produto dos ntimeros ser igual a zero é

1
P=3

Resposta: Opgao D



4. Seja a, o unico zero da segunda derivada (h"(a) = 0). Como o zero y
estd associado a uma mudanca de sinal da segunda derivada, é um
ponto de inflexao do grafico de h. B

i
1
Os graficos das opgdes (B) e (C) tém a concavidade voltada i
para cima para todos os valores do dominio. 1 a |
N s
1
!
!

O gréfico da opcao (D) tem um ponto de inflexdo de abcissa nega- 70 </
tiva, por isso, incompativel com a segunda derivada apresentada. i N
O tnico gréfico compativel com a abcissa do ponto de inflexao —— N

detetado é o gréfico da opgao (A). h
1

Resposta: Opgao A

5. Como o dominio de g é |0, + oo[, a reta defina por x = k é assintota do gréfico de g, se

k= lim g(x)

r—+o0

Assim, como a reta de equagao y = 3 é assintota horizontal do gréfico de f, (e o dominio de f é ]0, 4 ool),

temos que zgrfoof(x) = 3.

Logo
, w3 Jm(eF-3) e 3 gr_3 _3
k= lim g(zx)= lim = - = = =—=-1
T—r+00
Pelo que a reta de equagao y = —1 é uma assintota do grafico de e quando x tende para +oo

Resposta: Opgao D

6. Como 0
log, Ve =3 < log,(c)? =3 < ilogac:?y & log,c=6

e log, b = ¢, usando as propriedades dos logaritmos, temos que

1 1 1 6
loga\/bxc:loga(bxc)%:iloga(bxc):i(logab—klogac):5(04—6):c;r :g—I—B
Resposta: Opgao C
7. Se z e w sdo inversos um do outro, temos que — = w
z
1 1—14 1—14 1—4¢ 1 1
MR T T T a—)a—9 12— 2 2 2
Por outro lado. como 11 =4 x 2+ 3, sabemos que i'! =43 = —i e assim
w=(k—1)+2pilt = (k—1)+2p(—i) = (k—1) — (2p)i
Como = = w t L k-1 - )i
omo — = w temos que 5 — 5i = )i
1 1 1 1 3 1
L ~— —1 7:2 — 1: = = - = e
0g02kj /\2p<:>2+ k‘/\4p<:>2k:/\4p
Assim temos que k+p= §~6-1 = §+1 _ T
4 P= 574 = 171 7 1

Resposta: Opgao D
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Im(z)

1 r
. Seja 6 = arg(z1). Como Re(z1) = 5 = cos 0, |z1] =1 e # é um angulo do
21
1° quadrante, temos que 0 = g 75—
2
Logo, temos que:
senf = — =Im(z) ° N
2 0 1 1 Re(z)
Resposta: Opgao B 9
GRUPO 11
1.1. Escrevendo z na f.t. temos z = pcis 6, onde:
e p=z| =1/(8V3)2+ (-8)2 =64 x3+64=164x4=8x2=16
-8 1 V3
[ ) tgaziz—iz—i
8V3 V3 3
i
como senf <0 e cosf >0, 8 é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = ~%
Assim z = 16¢is (—%), e por isso, usando a férmula de Moivre, temos:
R
Vz = V16cis 6# ,k € {0,1,2,3}, ou seja, temos 4 raizes de indice 4:
e k=0 — z =2cis (——4)
T 27 s 127 117
k=1 =2 —— 4+ — ) =2cis | —— 4+ — | =2cis —
* o CIS<24+4> Cls(24 24) 51
T 4 T 247 23
Ok—2—>z3—201s<—24+4)—2(:15(—24 24) 21ﬂ
T 67 m 36w 35T
Ok—3—>z4—201s<—24+4>—201$(—24 24) 21ﬂ
1
s 1
1.2. Temos que metade do inverso de w é ¥— = —
2 2w
1
Logo, como o conjugado de w é igual a metade do inverso de w, vem que: w = % &S wXWw= 3
w

Se w = pcisf, entdo W = pcis (—0) e, por isso, w X W = (p X p)cis (0 + (—=0)) = p?cis0 = p? = |w|?

Assim, temos que:

T e wxm=t o =t o w=nfl o =Y s
f

2
Como |w| é um valor positivo, temos que W = 2— & |w| = =5 & |lw—0| = =h é a condicao
w

que define os nimeros complexos, cujas imagens geométricas, no plano complexo, pertencem & cir-

cunferéncia de centro na origem e de raio -
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2.1. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em escolher, ao acaso, um funciondrio desta em-
presa, e os acontecimentos:
T:<O funcionario aposta no totoloto>
E:<O funcionério aposta no euromilhdes>
Temos que P(E) = 0,8, P(T|E) =025 e P (TN E) =0,05

Organizando os dados numa tabela obtemos:

e P(TNE)=P(E)x P(T|E)=0,8x0,25=0,2 T | T
e P(E)y=1-P(E)=1-08=0,2
— — _ E 0,2 0,8
e P(TNE)=P(E)-P(TNE)=02-0,05=0,15 —
E [015 00502
0,35 1

Assim, a probabilidade de, ao escolher, ao acaso, um funcionédrio dessa empresa, ele apostar no
totoloto é o
P(T)=P(TNE)+P(TNE)=02+0,15=0,35

2.2. Como selecionamos 8 trabalhadores de entre o total de 50, sem considerar a ordem relevante, temos
50 grupos possiveis de serem selecionados.

Como 80% sao apostadores no euromilhoes, temos exatamente 50 x 0,8 = 40 trabalhadores que

apostam no euromilhoes.

Assim, a probabilidade de selecionar 8 trabalhadores que sejam apostadores pode ser calculada como

400
8

500
8 ~ . ~
com os 40 que sao apostadores no euromilhoes.

, sendo o numero de casos possiveis, o nimero de grupos de 8 trabalhadores que se podem fazer

Como existem , 50 — 40 = 10 trabalhadores que ndo jogam no euromilhdes, temos que existem
4007 x 10 grupos de 8 trabalhadores, onde 7 sdao apostadores no euromilhdes e 1 (de entre 10), nao
é. Pelo que a probabilidade de selecionar um grupo de 8, onde 7 sao apostadores no euromilhoes é
4007 x 10

500

Assim, calculando a probabilidade de, pelo menos, sete dos oito funciondrios selecionados serem
apostadores no euromilhGes como a soma das duas probabilidades anteriores, e arredondando o re-
sultado as centésimas, vem

4007 x 10 4008 4007 x 10 + 4003

5004 + 500g 5004 ~ 0,49
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3. Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que:

P(ANB)=P(A) x P(B)
E desta forma, podemos verificar que:
P(AnB)+P (@) x (1- P(B)) =P (AnB) + (1 - P(4)) x (1- P(B)) W
=P (ANB)+1-P(B)— P(A)+ P(A) x P(B)
=P(ANB)+1- P(B)— P(A)+ P(ANB) (2)
=P (ANB)+P(ANB)+1—- P(B) - P(4)
=P(B)+1-P(B) - P(4) (3)
=1— P(A)
—P (A) W

(1) Teorema: P (X) =1— P(X)
(2) Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
(3) Teorema: P(X)=P(XNY)+P(XNY)

Logo P (AN B) + P (A) x (1~ P(B)) = P (A) g.e.d.

4.1.

4.2.

Como a fungao C resulta de operacoes sucessivas de fungoes
continuas em Ry, é continua em R, e também, em [0,15],
porque [0,15] C RZ

Como 0 < 13 < 25,102, ou seja, como C(0) < 13 < C(15),
entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe
to €10,15[ tal que C(to) = 13, ou seja que, durante os primeiros
15 minutos apés a colocacao do produto quimico na agua, houve,
pelo menos, um instante em que a concentracao do produto foi
13 gramas por litro.

C(15) = 0,5(15)2 x e~ 01x15

~ 25,102

Comecgamos por determinar a expressao da derivada:

C'(t) = (0,562 x e™%1) = 0,5((t?)" x e O 412 x (e~ 1)) = 0,5(2te™% + #2(~0,1e7%1)) =
=0,5 x 2te™ %1% — 0,5 x 0,1t%e 701 = te= 01t — 0,05¢%e 01 = te= %1 (1 — 0,05¢)
Calculando os zeros da derivada, vem:
C't)=0 & txe P x(1-0,05t)=0 < t=0 v et =0 Vv1-005t=0 &
Eq.Imp.,t>0 Eq.Imp.,e=%:1t>0
& —005t=-1 & t= & t=20

0,05
Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

t 0 20 +00
o + + 0 —
C min — Max —

Assim, como C' é crescente no intervalo ]0,20] e decrescente no intervalo [20, + co[ podemos concluir
que quando t = 20, a concentragao do produto quimico na dgua é méaxima.
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5.1. A fungdo g é continua em R\ {0} porque resulta de operages sucessivas entre fungdes continuas.
Para que a fungao g seja continua em R, tem que ser continua em x = 0, ou seja, tem que verificar
a condicao lir% f(z) = f(0)
T—

€ T
—T + sen <7) sen (—) . ) .
lim f(z) = lim— 27 lim—§+lim72 — —1—|—limﬂ _ | Sejay = 5
z—0 z—0 a5 =0 T z—0 T y—0 2y
logo © = 2y
1 seny 1 1
= —1 = I = —1 (1) = —=
T2 Yy +2() 2 Sex — 0
Lim. Notavel entao y — 0

Como f(0) = ¥ — 1, para que a funcdo seja continua, tem que se verificar:
1 1 1 1
e’€—1=—5 & = -3 © ek=§ & k:ln<2) & k=Inl-In2 & k=-In2

5.2. Para resolver a equacao, comegamos por determinar a expressao analitica de f’:

o= (o mn(5)) = o (on (3)) =1 () e (3) =1+ o (3)

Logo, vem que:

’ 2 1 T z 2
2f'(z) = (f(x) +2)"—-1 < 2 —1+§cos(§) :(—m+sen(§)+x) -1 &
& —2 4 cos (E) = sen? (E) -1 & —2+cos <E> = — cos® (E) & (férmula
2 2 2 2 fundamental)
& cosg(£)+cos(§)—220 s YP+y-2=0 & T
2 2 Se y = cos (5)
1 +4/12 - 4(1)(-2) o gyl V ye— o
& cos <7) =1 V cos (7) =-2
Como cos (g) = —2 é uma equagao impossivel, temos:

cos(g):1 o gz%w,kez & z=4dkr,keZ

Logo, o conjunto das solugoes da equagao (em | — 27,57[), é {0,4}

6. Das fungoes representadas graficamente, a tinica que satisfaz cumulativamente todas as condigoes definidas
é a opcgao (I).
Podemos rejeitar:

e a opcao (II), porque sabemos que lim (h(z) — 1) = 0, ou seja lim h(x) = 1, e na fungdo
T——00 T——00
representada nesta opcao temos que lim h(x) =-1
T——00

e aopcao (IIT), porque sabemos que h tem um minimo relativo em |a,c[, porque a funcao representada
nesta opcao é crescente neste intervalo, pelo que nao se verifica a existéncia de um minimo.

e a opgao (IV), porque sabemos que h’'(z) > 0 para x > b, ou seja, no intervalo ]b, + oo[, o grafico
tem a concavidade voltada para cima, e no grafico da fungao representada nesta opcao, verifica-se o
oposto - no intervalo |b, + oo[, o grafico tem a concavidade voltada para baixo.
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7/7

7. Para que um ponto esteja a 2 unidades de distancia da origem, deve estar sobre a circunferéncia de centro
na origem e raio 2, ou seja verificar a condicdo 22 +y? =22 & Y2 =4—-2? & y=+£V4— 22

Logo temos que a abcissa do ponto do grafico de f que dista 2 unidades y
da origem é a solugao da equagao f(x) = v4 — 22 ou entdo da equagéo y

f(z)=—V4—2a?

Assim, tracando, na calculadora grafica, os graficos da funcao f,

numa janela compativel com o dominio f, (x > 0) - reproduzidos na
figura ao lado, vemos que a abcissa pretendida é a solugao da equagao

flx) = V4 — 22, pelo que também é necessdrio tragar o grafico de q
g(x) = V4 — 22 (também reproduzido na figura ao lado).

Recorrendo a fungao da calculadora para determinar valores aproxima-
dos das coordenadas dos pontos de intersecao de dois graficos, obtemos
o valor, aproximado as centésimas, de 0,48 para a abcissa do ponto P
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