Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2012 - 2% Fase

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. Para calcular o nimero de cédigos diferentes, de acordo com as restrigoes impostas, podemos comecgar por
escolher a posicao do «2>, e assim existem 7 posigoes possiveis.
Por cada uma das 7 escolhas anteriores, escolhemos outras duas posicoes (de entre as 6 disponiveis para
posicionar os «5>, logo existem 6Cy escolhas diferentes.
Como as restantes posigoes sao todas ocupadas por <a>, a colocagao dos <a> corresponde a uma tnica
hip6tese de posicionamento. Assim temos que o nimero total de hipéteses possiveis é

7x%C, x1=105

Resposta: Opgao A

1 . - , 35
2. Como o valor médio da varidvel aleatéria X é —, temos que:

24
35 3 35 35 7x5 7
g 1 2 % 2 == 4 > = = — =
o O0xb’+1xa+ xa<:>24 O+a+a<:>24 5a©24><5 a<:>24 a
Também sabemos que:
V+a+2a=1 & B +3a=1 & b¥’=1-3a
Substituindo o valor de a, temos:
7 21 24 21 3 1 1 1
b =1-3x — ¥=1-= V= V= v == b= /< b= -
o © 21 51 21 © 21 7 s 7 s 7 "3

Resposta: Opgao C

3. Como o pentltimo elemento da linha do tridangulo de Pascal é 111, sabemos que essa linha tem 112 ele-
mentos, todas da forma 12C,,.

Logo s6 existem 6 elementos desta linha que sdo inferiores a 10°:

11100 = 1110111(: 1), 111C1 = 111C110(: ].].1) e ainda 111C2 = 1110109(: 6105)
Porque

Hlc, = 11 0e = 221 815 e todos os restantes sdo superiores a estes.

Logo, sabemos que existem 112 — 6 = 106 elementos superiores a 10°, num total de 112, ou seja, o

106 53
1 ili f U0 99
valor da probabl idade é 112 = 56

Resposta: Opgao B
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4. Como (z,,) é uma sucessdo com termos em |—1,1[ e lim(z,,) =
1, entao
limx, =17

E assim, de acordo com o gréfico, temos que

limf (z,) = lim f(z) =400

rx—1—

Graficamente, na figura ao lado, estao representados alguns
termos de (z,) como objetos, e alguns termos da sucessao
das imagens f(x,), que tendem para +oo, quando (z,)
tende para 1

Resposta: Opgao A

5. Sabemos que o declive da reta tangente (m) por ser calculado por:

o 0
e a tangente da inclinagao: m = tg 1= 1

e o valor da derivada no ponto de abcissa a
Determinando a expressao da derivada, vem:

x ! z\’ 1
YR N A B ©) R A
3 33 3
Logo, m = f'(a) = !
’ a+6
Desta forma temos que:
! =1 & l=a+6ANa#—-6 & =-5
a+6 —¢ “ “=

Resposta: Opgao D

6. Como lim f(z)= 3 podemos afirmar que a reta horizontal definida pela equagdo y = 3 é uma assintota
Tr—r—00
do gréfico de f

Como lim+ f(z) = +00 podemos afirmar que a reta vertical definida pela equagdo x = 1 é uma assintota
r—1
do grafico de f
Como y = mx + b é uma assintota nao vertical do gréfico de f se hI—P (f(x) — mz) = b, entdo como
T—r+00

liT (f(z)—2x) = 1, temos que a reta definida por y = 2x+1 é uma assintota nao vertical do grafico de f
Tr—r+00

Assim, a tnica opgdo em que sdo indicadas duas das trés assintotas identificadas é a op¢ao (B).

Resposta: Opgao B
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7. Como z3 = 3 + ki temos:

HxF=(240)(B3+ki)=6+2ki+3i+ki2=6—1xk+i(2k+3)=(6—k)+ (2k+3)i

Para que z; X Zz seja um imagindrio puro Re (21 X z3) =0
Logo6—k=0 < 6=%Ek

Resposta: Opgao D

8. Designado por z e w 0s niimeros complexos que tém por imagens geométricas os pontos F' e A, respetiva-
mente. Assim temos que |z| = |w| = 3, porque os pontos A e F estdo a igual distancia da origem.

4 8
Sabemos que o angulo FOA tem amplitude 9 X 21 = ?ﬂ’ porque os vértices do poligono dividem o

angulo giro em 9 partes iguais.

10 Im(z) &
Logo arg (w) = arg (z) + TW
Como o ponto A estd dobre a parte negativa do eixo ima-
3
gindrio temos que arg(w) = ?W, pelo que, substituindo na
igualdade anterior, vem:
37 ()+87T<:>37T 8 () o
— —=a - — — — =234
3 rg (z 9 5 9 rg (z
27w 16w ) 117 2)
— — — =arg(z — =arg(z
18 18 8 18~ M8
Resposta: Opgao B
GRUPO II
1.
1.1. Sabemos que i® =1, 4! =i, i2 = —1 ei® = —i, e que é vilida a igualdade i" = i¥, onde k é o resto

da divisao inteira de n por 4.

Assim, como 4n — 6 = 4n — 8 + 2 = 4(n — 2)+2 temos que "¢ =

i?=—1

i ™
Devemos escrever 2 cis (_6) na f.a. para podermos somar as parcelas do numerador:

2 () =2 o) s (7)) =2 o (3) -sm

Assim temos que:

V3 o1

V3 x 46 4 2 cis (7 5

I) \/gx(_l)+2<2_2i> *\/§+\/§f§i

D)-2(%-3)

2cis (Z) 2 cis (I)
5 5

s (-3) L (2oT)

- 2 cis (Z) 2
5

2 cis (E)
5

Pagina 3 de



http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios

1.2. Como z; = cisae = cosa +isena e
) T T ) T )
29 = CIS (a+§) = cosS (a+§) + 2sen (a+§> = —sen o + 1 Cos &, vem que:
21+ 290 = (cosa+isena) + (—sena + icosa) = (cosa — sena) + i(sen a + cos a)

Assim,
T m
e Re(z1 4+ 22) = cosa — sena e como « € ] 13 [, logo
cosa <sena < cosa— sena < 0, logo temos que Re (21 + 2z2) <0
e Im (21 + 22) = sena + cosa e como « é um angulo do 1° quadrante,

sena > 0Acosa>0 = sena+cosa > 0, logo temos que Im (21 + 22) >0

Ou seja, a representagao geométrica de z; + 2o no plano complexo, pertence ao 2.° quadrante.

2.1. Como a experiéncia <Analisar um pacote de acucar> se repete dez vezes, de forma independente, a
distribuigao de probabilidades da variavel X:«Numero de pacotes em condig¢oes de serem comercia-
lizados>, segue o modelo binomial (P(X =k)="Cy p* q"_k).

Considerando como sucesso o acontecimento <Pacote estar em condi¢des de ser comercializado>,
a respetiva probabilidade, é:

p=P(B7<Y <73)=P6,5—-2%x04<Y <6,54+2x04)=P(p—20<Y <p+20)=0,9545
Logo,q=1—-p=1-P(5(,7<Y <7,3) = 1—0,9545 = 0,0455
Assim temos n = 10, vem p = 0,9545 e ¢ =~ 0,0455, pelo que:

P(X =8) =0y x (0,9545)® x (0,0455)% ~ 0,064

2.2. A resposta (I) (59°C30 — 498Cyg) pode ser interpretada como:
O ntimero total de grupos de 30 funciondrios que se podem escolher sao *°°C3y. Naturalmente em
alguns destes estao presentes as duas irmas.
Se ao numero total destes grupos subtrairmos o nimero de grupos em que as duas irmas estao presen-
tes, ou seja, os grupos de 30 elementos que incluem as duas irmas e mais 28 de entre os restantes 498
funciondrios (*"8Cyg), restam apenas os grupos onde estd apenas uma das irmas ou entdo nenhuma
delas, o que significa que pelo menos uma delas nao integrard o grupo de funciondrios escolhidos.

A resposta (IT) (2 x%98 Oy + 4%8C30) pode ser interpretada como:
Os grupos de 30 funcionarios, que respeitam a condigao defina, podem ser de dois tipos:

e Apenas uma das irmas pertence ao grupo.
Existem 2 x 498 Cy9 grupos deste tipo, pois resultam de incluir 1 das 2 irmas e mais 29 funciondrios,
escolhidos de entre os restantes 498.

e Nenhuma das irmis pertence ao grupo. Existem 4%8C3, grupos deste tipo, pois resultam da
escolha de 30 funcionarios do grupo de 498 funcionarios que nao inclui as irmas.

Assim, 2 x 498 Cy9+498Cy representa o niimero de grupos que incluf apenas uma das irmés, adicionado
ao numero de grupos que nao inclui nenhuma das irmas.
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3. Temos que,

P (AN B|B) + P(A|B)

n B) P(AN B)
P(B)

P(B)
P(ANB)+ P(ANB)

P(B)
P(B)—-P(ANB)+ P(ANB)

Logo, se P(B) # 0 entdao P (AN B|B) 4+ P(A|B) =1 g.e.d.

4.1. Temos que f(0) =1 — eF+!

Calculando lim f(z), vem
z—0t

P(XNY)

Definicdo: P(X|Y) = PO

Leis de De Morgan: XNY =X UY

BNB=0eXUbl=X

Teorema: P (XNY) =P(X) - P(XNY)

Hipétese: P(B) # 0

— 0
xliréhf(x) = xli%lJr . = oF = 0 0 (Indeterminagéo)
1 4x -1 4x 4 dr 1
lim f(z) = lim ¢ — lim (=1+e™) = lim < X (e )> =
z—0+ z—0+t X z—0+ T z—0+ \ 4 T
dr 1 Adr 1
~ gim (—ax © 1) 2 g () % lim ) 4x1=—4
z—0+ 4x z—0+ z—0t 4z
—_———

Lim. Notéavel

Como se pretende que lim f(z) = f(0), vem

z—01

Q=1-e"M o =144 o =5 & k+1=In5 < k=—-1+1n5
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s6 podem existir assintotas verticais quando  — 0~ ou quando = — 0.
Calculando os limites temos:

1 — etz — (et —1 —4 (et — 1
e lim f(z)= lim ° — lim Q = lim Q
z—0t1 z—0t z—01 1 < A z—0t1 4x
4
(fazendo y = 4z, se  — 07T, entdo y — 01)
Yy _
= 4lim &= ax1=-4
y—0t Y

Lim. Notéavel

) . sen x . (senz)(1 4+ v1—23)
e lim f(z)= lim = lim
2—0- 2=50-1 —/1—23 250 (1 —/1—23)(1 ++1—23)

(senz)(1++v1—123) (senz)(1+v1—x3)

= lim

rx—0~

4.2. Como a funcao f é continua em R\ {0}, porque resulta de operagoes sucessivas entre fungoes continuas,

(senz)(1+ V1 —x3)
12 — (V1 —23)2

- (senz)(1+v1—x3)

3

x—0~

li = 1 =

xigl* 1-— (1 — .’IJ3) mi%l* 1-1 + .1'3

I sen I 1++vV1—23 1><1+ﬁ 2 N
= lim im —MM——— = - = _— =400

z—0— x z—0— 332 (O_)Q O+

Lim. Notavel

Assim podemos concluir que = 0 é a tnica assintota vertical do grafico de f (quando z — 07).

por determinar a expressao da segunda derivada:

4.3. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo, comecamos

" , , 641 e4z 4
9'(x) = (9 (93)) = (x) = <x) == 2
e x g — et el (4x — 1)
= — x2 = — :L.Q

Determinando os zeros da segunda derivada, vem:

et (4x — 1)

g”(.]?):O < - 22

1
& —e®=0Vir—-1=0 & z=-
SN——— 4

Eq Imp

=0 & —eMUr—-1)=0A 22#£0 &

——
PV, z2>0

Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico

de g, vem:
z 0 i 400
9" (z) | n.d. + 0 -
g(z) | n.d. N— Pt. L. N
Logo, podemos concluir que o grafico de g:
e tem um tnico ponto de inflexdo (de abcissa z = 1)

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]O,i[

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ] i, + oo[
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5. A bissetriz dos quadrantes pares, é a reta de equagao y = —x, logo as coordenadas dos pontos A e B
podem ser determinadas através da intersecao do grafico da funcao f com a reta y = —z.

Assim, tragando, na calculadora grafica, os graficos da funcao
f e da reta, numa janela compativel como o dominio da
funcdo f, (=7 < x < 0) - reproduzidos na figura ao lado
- e recorrendo a fungao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas dos pontos de in-
tersecao de dois graficos, obtemos valores, aproximado as
centésimas, para as coordenadas dos pontos A(—6,85;6,85) e
B(-0,16;0,16)

Calculando a distancia entre dois pontos pela férmula
d=+/(r5 —24)%+ (ys — ya)?) vem que:

d~ /(—0.16 — (—6.85))2 + (0.16 — 6.85)% ~

~ /6,692 + (—6,69)2 ~ /44,756 + 44,756 ~
~ /89,512 ~ 9,46

6.1. Definindo o ponto P, como o ponto médio do lado [AB], a drea da regido sombreada pode ser cal-
culada como a diferenga entre a drea do quadrado e a soma das dreas de 8 tridngulos retangulos (o
tridngulo [AEP] e os restantes 7 semelhantes a este):

G
AjagBreapr] = Alasep) — 8 X Ajaep) \/
Como P é o ponto médio de [AB], temos que AP = 2, podemos oy p <

determinar E P, recorrendo a definicao de tangente de um angulo:
EP EP —
gr P gz B g
A 2 P
Assim, calculando a drea da regiao sombreada, vem:
——2 AP x EP 2x2tgx
AiagBrcapn) = Aapep) — 8 X Ajapp) = AB —8 X — = 42 — 8 x % =

=16—8x 2tgz =16 — 16tgz = 16(1 — tga)

Logo, para cada valor de z € }O, % {, a drea da regido sombreada é dada por a(z) = 16(1 — tgz)

6.2. Como a funcao a resulta de operagdes sucessivas de

~ ; T, ~ .
funcoes continuas em ]0, 1 [, é uma fungao continua, e,

por isso, também é continua em {112%}
T T

Como 4,38 < 5 < 11,71, ou seja, a (g) <5<a (%)7 a (ﬁ) =16 (1 —tg (E)) ~ 11,71

entao, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano,

que existe a € }%% {, tal que a(a) = 5, ou seja, que a(

existe um angulo o com amplitude compreendida entre

% rad e g rad, que define uma regido sombreada com

area b.
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