Exame nacional de Matemdtica A (2013, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Como a comissao deve ter exatamente 2 mulheres, num total de 3 pessoas, serd constituida por um tnico
homem.
Logo, como existem 6 homens no grupo, existem 6 formas distintas de escolher o homem que integra a
COmissao.
Por cada uma das 6 escolhas anteriores, existem 3Cy formas de escolher 2 de entre as 3 mulheres que
existem no grupo (néo se considera a ordem relevante, porque néao existe referéncia a diferentes estatutos
na comissao).
Assim, existem 6 x 2Cy formas de escolher os elementos da comissdo, de acordo com a restricdo imposta.

Resposta: Opgao B

2. Sabemos que: P(X >1)=P(X =2)+ P(X =3)=b+b= 20,
eque P(X<2)=PX=0+PX=1)=a+2a=3a

Assim P(X >1)=P(X <2) & 20=3a & b:32—a

etambém a+2a+b+b=1 & 3a+2b=1

Logo, podemos calcular os valores de a e b:

3a b:3—a 3a b=§ i b:i b:l

b= = 2 b=3 26 12 1
& & & & &

3a 1 1 1

3 2b=1 3 2x —=1 3 3a=1 = - = ==

a + a + ><2 a+ 3a a 5 a 5 a 5

Assim, calculando o valor médio da varidvel z, vem:
p=0xa+1x2a4+2xb+3xb=0+2a+2b+3b=2a+5b

Substituindo os valores de a e de b, temos:

1,151
120 127 12

Resposta: Opgao D



3. Como P(p—20 < X < p+20) 09545 ¢ P(X < p—20)=P(X > p+ 20), temos que:

1—0,9545
P(X > i+ 20) m ———— = 0,02275 , ,
_ 1—0,9545 ! ' 10,9545
Assim, p+ 20 = 23, e como p = 11, vem: a— N
| |
23 — 11 12 A . N
11420=23 & o= > © o=5 & o==6 pw—20 M p420 “ gz
Resposta: Opgao C
1
. Como lim — = 0", entao lim f(z,) = lim+f(x), e assim, como sen (—x) = —sen x:
n z—0
sen (—x) sen Y
1 n) — 1 = 1 = 1 - = A~
2= ERAS B T
_ g SOMT _ 4
z—0t+ T
—_———

Lim. Notavel

Graficamente, na figura ao lado, estao representados alguns termos
de (x,) como objetos, e alguns termos da sucessdo das imagens
f(x,), que se aproximam progressivamente de -1, quando o valor
de n aumenta.

Resposta: Opgao A

. x 2 . p ‘
. Como sabemos que m = 11111 M, em que m é o declive de uma assintota do grafico de f, vem que
r—+oo I

im 22H@ gy (lnx+f<x)):1<:> lim 224 i 19 o

z—>+00 3z z—+oo \ 3T 3z z——4o00 31 =400 3
1 1 1 1
oL tm 22 i SO g0l D g i (D
Tx—>+o00 I 3a:~>+oo xT rx—+oco z—+00 X

Lim. Notéavel
Logo uma assintota do gréafico de f, se existir, é uma reta de declive 3, pelo que a tnica equacao, de entre
as hipoteses apresentadas, que pode definir uma assintota do grafico da fungao f é y = 3z

Resposta: Opgao D

e Como f(0)=a’=1eg(0) =a"=a’ =1, o ponto P(0,1) pertence aos graficos das duas fungoes,
pelo que a afirmacao (I) é falsa.

e Como a > 1 a fungdo g(x) = a™* é estritamente decrescente, pelo que também a afirmacgao (II) é

falsa.
1 1
e Como f'(z) = (ar)/ =a®lna, logo, f'(-1) =a !lna = - Ing = —
1
e como ¢'(z) = (aii)/ =—a"%Ina, logo ¢'(1) = —a 'lna=——1na = _na
a a

E assim,

Ina Ina Ina Ina 2Ina

R R e
a a a a a

pelo que a afirmacao (III) é verdadeira.

Resposta: Opgao B
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7. Sabemos que i =1, i' =1i,4% = —1 e i® = —i, e que é valida a igualdade i® = i*, onde k é o resto da

divisao inteira de n por 4.

Assim,

e como 8n = 4 x 2n4-0, temos que *7 =i =1
e como 8n — 1 =8n—4+3=4(2n— 1)+3 temos que i®" 1 =% = —j
e como 8n —2=28n—4+2=4(2n — 1)+2 temos que i*" "2 =2 = —1

Temos que %" x 8771 48772 =0 x 3 4+ 2 =1 x (=i) + (=1) = —i — 1
Logo a imagem geométrica de i8" x 87~ 4+ i87=2 pertence ao terceiro quadrante.

Resposta: Opgao C

8. Temos que |z| = 1/(—8)2 + 62 = /64 + 36 = v/100 = 10
e sabemos que: Arg(z) = «, pelo que podemos escrever que z = 10 cis «

Assim, temos que

L L2
—i X
w = 2% (do enunciado)

z

_ —ix (10%cis (2a))
N 10 cis (—a)

(calculado 22 e escrevendo Z na f.t.)

—i x (10cis (2a — (—a)) (fazendo a divisdo na f.t.)

= cis (—g) x (10cis (3ar)) (escrevendo —i na f.t.)

10 cis (—g + 3a) (fazendo o produto na f.t.)
™
- 1 - ( N _)
Ocis (3a 2

Resposta: Opgao A
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GRUPO 11

1.1. Comegamos por simplificar a expressao de z; fazendo a soma na f.a.:

212\/5—1—2(315:1—[—#2(0083[1—%25%) f+2<—\[+\[> V2 —V2+V2i = 2i

Escrevendo os nimeros complexos na f.t. temos
.
21 = \/iClS 5 e

1
z9 = ﬂcis%, porque |zp| = VIZ+12 = /2 e para 0 = arg(z;) temos tgf = <= lefel°
Q

Assim — =

. T
21 \/50185 \/? L o/mm . 2r 0w LT
— = (7_ ):1(315 — — — | = cis—
2 \/ﬁcisz V2 4

21, . . 2 .

Como — é uma raiz quarta de w, aplicando a férmula de Moivre e escrevendo w na f.a., temos
22

que:

4 4
w—<2> :(cis%) = 1%cis (4><Z>:cisn':fl

1.2. Temos que z3 = cosa +isena e que zz = 1 — i, pelo que
z3+Zz =cosa+isena+1—i=cosa+1+i(sena—1)

Como z3 + z3 é um numero real se Im (25 + z3) = 0 temos que:

sena—1=0 & sena=1 & a:ngQkﬁ,kGZ

N
3
w
3

Como o €] — 2w, — [, seja k = —1, e assim o = T _op=

)
o
)
)
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2.1. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em retirar, ao acaso, uma bola da caixa, e os acon-

tecimentos:
B:<A bola retirada é branca>
I:<A bola retirada tem nimero impar>

_ 2 == 20 1 40 2
TemosqueP(B)—g,P(I|B)—ﬁ—geP(I|B)—ﬁ—5
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
- — == 2 1 2
oP(IOB):P(B)XP(HB):gxf—%
= 2 3
.P(B):1_p(3):1_,:,
5 b B
3 2 6 B | B
e PINB)=P(B)x P(I|B) == x = =
5 5 25 ; 6
_ 3 6 9 SE
P(BNIlI)=PB)—PBNIl)=-——=— 2
* P(BOI) =PB)-PBOI) =5 =55 =5 95211
_ - — = 9 2 11 7
_ -2 .2 _ - I — —
S ZE g
5 5

Assim, calculando a probabilidade de, ao retirar, ao acaso, uma bola da caixa, ela ser preta, sa-

bendo que tem um numero par, e escrevendo o resultado na forma de fracao irredutivel, temos:

2

= P(BNI) 35 2

P (B[I) = PO - 0 T
25

2
2.2. Como a caixa tem n bolas e 2 em cada 5 sao pretas, o niimero de bolas pretas é n x 3

a , 3
Logo, o niimero de bolas brancas é n x —

Como a extracdo é feita sem reposicdo, a probabilidade da primeira bola extraida ser branca é

3
nx -
5

n

nx-—1
6 — 9
n—1
Assim, usando a probabilidade conhecida podemos escrever e resolver a equagao:

1 3n 5
§X”Xg— _7 .5 5_3 _ 3-5_3 _3n-5_5x3
5 n—1 20 n—1 60 5(n—1) 60 n—1 5x12 n#1

& 12(3n—5) =35(n—1) < 36n — 60 = 35n — 35 < 36n — 350 = 60 — 35 < n =25
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=5 e a probabilidade da segunda bola ser branca, sabendo que a primeira também é branca
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3. Pelas leis de De Morgan, e usando o teorema do acontecimento contrario temos que

. - 1 1 1
P(AUB) :P(AOB) =1—P(AN B), e assim % =1-P(ANB) & P(ANB) :1—% =16
Assim, organizando este e os restantes dados do enunciado numa tabela obtemos:

— 1 3
« P(B)=1-PB)=1-1=>
=3 — = 3 7 21 -
e P(ANB) = P(B) x P(AIB) = § x 15 = 1= Al =
E assim, vem que: 1
B = -
P(A) = P(ANB)+ P(ANB) = — + 2= =1 10 4
a T 16 48 2 5 |2 8
48 4
! 1
2

Exame — 2013, 1* Fase

4.1. Como a funcgao, em ambos os ramos, resulta de operagoes e composigoes de fungoes continuas em R~
e em RT, a funcdo é continua em R~ e em R, pelo que a tnica reta vertical que pode ser assintota
do grafico de f é aretax =0
Averiguando se x = 0 é assintota do grafico de f, temos:

lim f(z) = lim (zlnz)=0" x In(0") = 0" x (—o00) (indeterminacio)
xz—0t xz—0t

1 1
(fazendo y = —, temos * = ~ e se * — 01, entdo y — +o0)
z Yy

lim f(z) = lim (zlnz)= lim (1 ><1n1> = lim <1 X (lnllny)> =

-0+ =0+ y—=+oo \ Y Y y=+oo \Y
1 1 1
= lim ( X (—lny)) = lim (_ny) =~ lim —Z =0

y—+oo \ Y Yy—r—+o00 Yy y—+oo Yy
—_————
Lim. Notéavel

Temos ainda que

. .ooet—1 -1 0 o

wlirél_f(m) = mli%l_ T = 01 = 0 (indeterminac&o)

e —1 et —1 €T e —1 €T
li = lim — = i —— x -] =1 X =
i ) = lim e zgal(e@_l ) 1351( z e4m_1)

Coet—1 . €T . 1 4% x o1 . 4x
= lim X lim =1x lim (- x = lim - x lm — =
1 4 2=0-4  z—0-efT —1

Lim. Notéavel

1 1 1 i 1 1
=-x lim | —p—— | =-X - = 7 =
z—0— e —1 4 Coe—1 Coe -1
lim 4 x lim
4x z—0— a3 z—0— a3

(fazendo y = 4z, temos que se z — 07, entdo também y — 07)

1 1 1

eV —1 4x1 4

4 x lim
y—0= Y
——

Lim. Notédvel

E assim, como todos os limites calculados existem e tém um valor real (finito), podemos concluir que
a funcao f nao tem qualquer assintota vertical.

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2013

4.2.

4.3.

Comegamos por determinar a expressao da derivada, para x > 0:

g (z) = (f(=z) —x+1n2$)/ = (f(z))

/

— (@) + (In’2)" = (@) me +o(nz) - 1+ (In(z) x Inz)’ =

1 1
1><1nx+x><1+(1nx)’><ln:c+lnsc><(lnx)’lnx+11+2(lnxx> =

a8 a5
21 2
=Inx+ nx:lnx(l—i—)
T T

Calculando os zeros da derivada, no intervalo ]0,e], temos:
, 2 2 0 2
J@)=0 & Inz(l+-)=0 & lhax=0vVl+—=0 & e’ =azVl=— & z=1Ve=-2
T xT €T N——
—2¢]0,e]

Como ¢’ s6 tem um zero no intervalo ]0,e] (:E = 1) , a variacao do sinal da derivada e a relagao com
a monotonia de g é:

x 0 1 e

g n.d — 0 + +
g n.d —— min — Max

Assim, podemos concluir que a fungao g:

e ¢ decrescente no intervalo ]0,1];
e ¢ crescente no intervalo [1,e];

e tem um minimo (cujo minimizante é 1) e um maximo (cujo maximizante é e).

Designado por a a altura do tridngulo e o segmento [AB] como a base do tridngulo (AB =5—2 = 3),

temos que:

3Xa N 2
= a = —
3

Ou seja os pontos P que geram tridngulos de drea 1 tém

Aapp=1 &

ordenada 3 ou —3 pelo que as abcissas desses pontos, yA
2
sao as solugoes da equagdo |g(x)| = 3 g

Representando o grafico da funcao g, no dominio

definido (reproduzido na figura ao lado, numa janela 311 P Py

compativel com o dominio da func¢ao (z > 0)), e as retas

2 2
y = 3 ey = ~3 recorremos a funcao da calculadora

W

grafica para determinar as coordenadas do ponto de
intersegao de dois graficos, para encontrar os valores,
aproximados as centésimas, das abcissas dos quatro
pontos, ou seja das solugoes da equagao.

sk
>
o

Os wvalores aproximados das abcissas dos quatro
pontos sao:
zp, ~ 031, zp, 0,61, zp, ®1,56e zp, = 2,52
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http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2013

8/9

5. e Como —1 é um zero de f, temos que g'(—1) = f(—1) x e=! = 0 x e~! = 0, sabemos que o declive
da reta tangente ao grafico no ponto de abcissa —1 é uma reta de declive zero, ou seja, uma reta
horizontal, o que ndo é compativel com o grifico da opgao (I), pelo que este gréfico nao representa a
funcao g.

e Como e ® > 0,Vx € R, a fungdo derivada (¢') e a fungao f tém o mesmo sinal. Ou seja, a derivada é
positiva apenas no intervalo |2, + col, logo a fungéo g é crescente apenas neste intervalo, ao contrario
do que acontece com o grafico da opcao (II), pelo que este grafico também nao é o que representa a
fungao g.

e Como lh}rl [g(x) — 2] =0, a reta de equacdo y = 2 é uma assintota do gréfico de g. Da observagao

r—r+00

do gréfico da opgao (III), verifica-se que assintota deste grifico é a reta y = —2 e ndo a reta y = 2,
pelo que também nao é este o grafico da fungao g.

Desta forma, o grafico da opcao (IV) é o unico que pode representar a funcao g, uma vez que é compativel
com as condigoes enunciadas.

6. Como sabemos que a reta tangente no ponto de abcissa a é paralela a reta y = 5 + 1, sabemos que o

1
declive, e logo também o valor derivada é m = ¢'(a) = 5
1
Logo o valor de a é a solucao da equagao ¢'(z) = 70 1 @ € ]—g,O[

Assim, comecamos por determinar a expressao de g':
g'(z) = (sen (2z) — cosz)" = (sen (2x))" — (cosz)" = (2z)’ cos(2z) — (—senx) = 2 cos(2x) + senzx

Como cos(2x) = cos® x — sen’z e cos> x = 1 — sen? z,vem:

¢'(z) = 2cos(2z) + senz = 2 (cos’ z — sen®z) + senz = 2 (1 — sen®z — sen’z) + senz =

= 2(1 7286112.%) + senz =2 —4sen’x + senz = —4sen’z + senzx + 2

1
Logo, resolvendo a equagao ¢'(a) = 5 temos:

1
—4sen®a + sena+2:§ & —8sen’a+2sena+4=1 & —8sen?a+2sena+3=0

Considerando y = sen a, e resolvendo a equagao de grau 2, temos que:

—24 /22 — 4(-8)(3 3 1
—8sen’a+2sena+3=0 & —-8°+2Y+3=0 < y= (=8)@) &S y==-Vy=—=
2(—8) 4 2
- 3
Escrevendo em funcao de a, vem: sena = 1 V osena = —3
T _ 3. ,
Como z € ]77,0 [, —1 < senz < 0, logo a equagao sena = 1 é impossivel.
1
senag = —— < sena = sen (—z) & a= —z+2k7r V a=m— (—E> +2km k€l &
2 6 6 6
7
& a:—%+2k7r v a:w+%+2lm,kez & a:—%+2k7r v a:§+2lm,kez
Concretizando valores de k podemos verificamos que a = —% é a unica solucao da equagao que pertence
ao dominio da fungao - ]—g,o [, pelo que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a = —%

tem declive 3
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7. Como f(z) = f(x+a) & f(x)— f(x+a) =0, mostrar que f(z) = f(z+a) tem, pelo menos, uma solugao
em |—a, 0] é equivalente a mostrar que uma fungao g, de dominio |—a, 0[, definida por g(z) = f(x)— f(z+a)

tem pelo menos um zero, visto que

f@)=fz+a) & f(z) - flr+a) =0 & g(z) =0

Como a funcao f é continua em [—a,a] (e também
em [—a,0]), também é em [—a,0], e f(z + a) é
continua em [—a,0], pelo que podemos garantir
que a funcao g é continua em [—a,0], por resultar
da diferenca de duas fungbes continuas neste
intervalo.

Como ¢g(0) < 0 < g(—a), entdo, podemos
concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe
¢ €] — a,0] tal que g(c) = 0, ou seja, que a
equacao g(z) = 0 tem, pelo menos, uma solugao
em | — a,0[, o que é equivalente a provar que a
condigao f(z) = f(z + a) tem, pelo menos, uma
solugdo em | — a, 0]

@mat.absolutamente.net

9(=a) = f(=a) = f(-a+a) = f(a)=f(0)

f(=a)=f(a)
Como f(a) > f(0), entdo g(—a) >0

9(0) = f(0) = f(0+a) = f(0) — f(a)

Como f(a) > f(0), entdo g(0) <0
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