Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2013 - 2% Fase

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. A escolha pode ser feita selecionando, 9 dos 16 quadrados para colocar os discos brancos (néo considerando
a ordem relevante porque os discos sdo iguais). Ou seja, 6Cy sdo as diferentes formas de dispor os discos
brancos no tabuleiro.

Depois, selecionamos 3 quadrados, de entre os 7 que permanecem sem qualquer disco. Ou seja "Cs
sao as diferentes formas de dispor os discos pretos no tabuleiro, depois de termos colocado os 9 discos
brancos.

Assim, o numero de formas diferentes de colocar os 12 discos no tabuleiro, de acordo com as condi¢oes
definidas é
1609 X 703

Resposta: Opgao B

2. O segundo e o penultimo nimeros de qualquer linha do triangulo de Pascal sao iguais.
Assim, se o produto do segundo elemento pelo peniltimo elemento de um linha é 484, podemos calcular
o valor de ambos:
axa=484 & a’>=484 & a=V484 & a=22

Assim, temos que a linha em causa tem 23 elementos da forma 22C,,.
Logo s6 existem 6 elementos desta linha que sao inferiores a 1000:

2200 =22 022(2 1); 2201 =22 021(2 22) e ainda 2202 =22 CQQ(: 231)
Porque

2205 =22 019 = 1540 e todos os restantes sdo superiores a estes.

Logo, sabemos que existem 23 — 6 = 17 elementos superiores a 1000 num total de 23, ou seja, o va-

1
lor da probabilidade é 2—;

Resposta: Opgao C

3. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que

log,, (a5 X \3/5) +a*%* =log, (a°) + log, Vb+b =5+ log, (bé) +b=

1 1
:5+§10gab+b:5+§><3+b:5+1+b:6+b

Resposta: Opgao A
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4. Como, a funcdo f é continua em [—e, 1], e como 1 < 3 < e, ou seja, f(—e) < 3 < f(1), entdo, podemos

e
concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ €] —e, 1] tal que f(c) =

. _ e
= 7 Ouseja, que a equagao flz)=<

2
tem, pelo menos, uma solucdo em | — e, 1]

Resposta: Opgao D

5. Sabemos que a é um zero da primeira derivada (porque lim M =0 & f'(a) =0) e que tem
T—a T —a

uma mudanca de sinal associada, (porque f”(x) < 0, ou seja, f’ é decrescente):

Logo podemos concluir que a é um maximizante, e por isso f(a) é um méximo relativo da fungao f.

Resposta: Opgao B

T

a

(f'(x))

f'(x) T
f'(x) +] 0 -
f(x) — | Mix | ™—~—

Nao existem dados suficientes para rejeitar ou validar a afirmacdo da opgao (A).
A afirmacao (C) é falsa, porque se a fosse um minimizante, entdo f”(a) > 0.

A afirmagao (D) é falsa, porque se P fosse um ponto de inflexao, entao f”(a) =0

6. Podemos descrever a monotonia da funcao g pela andlise do grafico, e relacionar com a variacao do sinal

da derivada:

T —00 a b 400
g() — | Méx| ™~ |min| —
J'(x) + 0 — 0 +

Pela observagao do grifico de g podemos ainda afirmar que —2 <a <0e 0 <b< 2.

Como f(x) = g(xz — 3), o grafico de f resulta de uma translagao horizontal do grafico de g, de 3 unidades

para a direita.

Assim, temos que os extremos da fungdo f tém abcissas a + 3 e b+ 3, e a variagado do sinal é dado por:

Como —2 < a < 0, temos que 1 < a+3 < 3; e como 0 < b < 2, sabemos que 3 < b+ 3 < 5, pelo que o

T —00 a+3 b+3 +o00
flx) — Méx —s min —
f'(z) + 0 - 0 +

grafico da opcao (A) é o unico compativel com as condigoes.

Resposta: Opgao A
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7. Sez=2+bi,entao z =2 — bi

Assim temos Re(Z) > 0 e como b < 0, Im (Z) > 0, pelo que sabemos que | representagao geométrica
de Z pertence ao primeiro quadrante, logo Arg (Z) nao pode ser —«

3
Por outro lado |z| = v/22 + b2, como b? > 0, temos que |zZ| > 2, logo |Z| ndo pode ser 3

Resposta: Opgao C

8. Podemos reescrever a condicao dada na forma:

)

™

3
S<z-3+i <3 A ggarg(2—3+i)§? P

2
2 Im(z) o
3

Assim, sendo o ponto P a representacao geométrica do

numero complexo 3 — 4, a condi¢do define o conjunto de
pontos do plano complexo que:

3
& < [z-(3D <3 A g < arg(z-(3-i)) <

e estao a uma distancia do ponto P compreendida entre

3
—-ed
2
e definem com a semirreta paralela ao eixo real com

origem no ponto P e que se prolonga no sentido po-

s . ~ . ™
sitivo do eixo, um angulo compreendido entre 3 rad

2
e gmd

Resposta: Opgao A
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GRUPO II

22 — §4X5+2 — 2 — _1 temos que:

Lo VB2
22 2 2 2 2

1.1. Como i
1+V3i | .y 1430
s

2 1-2+V3i —1+V3i 1+\/§i
5 =

zZ1 =

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:
5 2
1 V3 1 3 4
*p=lal= (_2> + (2) —\/(4)+<4) —\/;—*/T—1

=" = —V/3;comosenf >0 e cosf <0, § éum angulo do 2° quadrante, logo

. . 2w
Assim z; = cis 5

. . . T
E como —2 =2cism e i = cis 3 temos que:

-2 2cism 2cism 2cism 2cisw 9 i 7T
Z22 = T = = = = =2cis (m—— | =
’ 21 cis T X cis 2m is (I + 2 is (37 + Am cis i 6
= - cis | =+ — cis | — + — —
2 3 2 3 6 6 6
2 cis (7ﬁ>
6
. . ™ n . 7T
Assim temos que (z2)" = (2 cis (76)> =2"cis (n X (76))
E para que (z2)™ seja um nimero real negativo, arg (z2)" = 7 + 2km, k € Z; ou seja:
2k 6 12k
n X (—%) =n+2km, kel < n:7r+77r777 kel < n:u, kel <
6
S n=-6-—12k, ke Z
n+6 -—n—6
=—6—12k =k =k
Como , n 6 = & B .
logo, para que k € Z, o menor valor natural que n pode tomar é 6, ficando — =k & k=-1
1.2. Fazendo a simplificacao temos:
) 7r
cos(m — a) + i cos (5 - a) cos(m — ) +isena ™
- = - Porque cos (f — a) = sena
cosa +1sen o cos o + 1sen o 2
= cos(m —a) + L5en (r = ) Porque sen o = sen (7 — «)
cos o + 1sen o
_ cis(m —a)
N cisa
=cis(mr —a—a) Fazendo a divisao na forma trigonométrica
= cis (7 — 2a) Como queriamos mostrar
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2. Pelas leis de De Morgan, e pelo teorema do acontecimento contrario, temos que:
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)

Assim, vem que:

P(ZUE)—P(AHB):g<:>1—P(AmB)—P(AmB):g@1—2P(AOB):g<:>
) 4 2
P(BNA) P(BNA) 2 2
P(B|A) = ————~ P(A)=——%; P(BNA)=—-¢ P(B|A) = -
Como P(BJA) P(A) & P(A) PBIA) (BN A) 5 ¢ (BJA) 7,temosque
2
P(BNA) g 7
PA = 0 = —= = —
W=~ 2 79
7
_ 7T 2
Logo, temosqueP(A):1—P(A):1—§=§
EqueP(ZUE):1—P(AﬂB):1—%:g

Se repararmos que AN B = (), ou seja que A e B sao acontecimentos incompativeis (porque nao existem
numeros pares iguais ou maiores que 3), temos que:

P(AUB) =P (A)+ P (B) & P(AUB) - P(A) = P (B)
E assim a probabilidade de sair o niimero 3, ou seja ocorrer o acontecimento B, é,

_ 7 2 5
P(B)=5-5=%

3 3 3
3.1. Como P(X =1) = 5 sabemos que — dos jornalistas sdo do sexo feminino, ou seja, 3 x 20 =12

jornalistas so sexo feminino num total de 20, e por isso, 8 jornalistas do sexo masculino.

Escolhendo, ao acaso, 2 jornalistas, de entre os 20, podemos selecionar grupos, com 0, 1 ou 2 jorna-
listas do sexo feminino, e as probabilidades sao:

120, x8C, 1x28 14
* PV =0)=—%5" =190 ~ 95

120, x 8¢,  12x8 96 48
* PV =1)=—%"="T0 ~100 05

12C2 X SCO 66 x 1 33
PV =2)=—%5— =90 ~ o5

Logo a tabela de distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria Y é:

Yi 0 1 2
14 | 48 | 33

PY =y) | —= | 22|22
V=) | 55| 55 | 95

©
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3.2. A Resposta (I) (29Cy¢ x 16! x 8A4) pode ser interpretada como:

Selecionando, de entre os 20 jornalistas 16 para ocupar as duas filas da frente, temos 2°C14 grupos
diferentes de 16 jornalistas.

Como em cada um destes grupos, existem 16! maneiras diferentes de os sentar, correspondentes a
todas as trocas de lugar entre eles que podem ser feitas, multiplicamos os dois nimeros.

E, por cada uma das situacoes diferentes antes consideradas, existem ainda 8 A4 hipéteses a considerar,
decorrentes de selecionar 4 cadeiras, ou posigoes, de entre as 8 existentes na terceira fila (considerando
a ordem relevante) para fazer a atribuicao de cada uma delas a um dos 4 jornalistas que se senta
nesta fila. Como consideramos a ordem relevante, ficam j& consideradas as trocas possiveis entre eles.

A Resposta (IT) (2°Ag x 12A4g x 8A4) pode ser interpretada como:

Existem 20 Ag formas de ocupar a primeira fila, selecionam-se 8 de entre os 20 jornalistas (considera-se
a ordem relevante para considerar as trocas possiveis entre cada grupo de 8 selecionados).

Por cada uma das hipéteses anteriores, existem 12 Ag formas de ocupar a segunda fila, corresponden-
tes a selecionar 8 de entre os 12 jornalistas que néo ocuparam a primeira fila, podendo estes 8 fazer
todas as trocas entre si.

Finalmente, por cada uma das 2°Ag x 12 Ag formas de ocupar as duas primeira filas, existem ainda
8 A, hipdteses a considerar, decorrentes de selecionar 4 cadeiras, ou posicoes, de entre as 8 existentes
na terceira fila (considerando a ordem relevante) para fazer a atribuicao de cada uma delas a um dos
4 jornalistas que se senta nesta fila. Como consideramos a ordem relevante, ficam jé consideradas as
trocas possiveis entre eles.

4.1. Para averiguar se a funcéo f é continua em x = 1, temos que verificar se f(1) = lim f(z) = lim+f(:r)
r—1— z—1

o f(I)=1xe*tt+2x1=¢"+2
e lim f(z)= lim (2e3** +2z) =1xe3'+2x1=¢"+2
r—1-

T—1-
1—r+ sen(m—l)) _1-VIt4+sen(1t—1) 0 +sen(07) 0
B 1—1+ B 0- 0

o lim f(z) = lim (

rz—1t rz—1t

(ind.)

1—=x

— lim (1—ﬁ+sen(x—1)): lim (1—\/gf>+gﬂl_g]{1+ (Sen(af—l)):

1—z -z -z
(R (2

-t (nEoem) i () -

(fazendo y = = — 1, temos que se z — 11, entdo y — 0T)

dim (T ) g (SRY) 2 i LI NP
a1t \ (1 =) (1 + /) y—0t+t \ Y a1t \ 1+ B
—_——

Lim. Notéavel

|
3

! Ll
14 \/F 2 2

Como lim f(x)# lim f(x), ndo existe lim f(z); logo a funcdo f néo é continua em x = 1
r—1— z—1+ rz—1

Q
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4.2. Para mostrar que o grafico da funcao f admite uma assintota obliqua de equagao y = mx+b, quando
x tende para —oo, temos:

r——00 I r——00 €T T——00

= lim (63” + 2) =

T T T——00

3+x 2 3+x 2
m = lim @* lim u— lim (ze er)

= lim &3 4+ lim 2=¢€3t("®) 49— 190t +2=2

r—r—00 r—r—00
b= lim (f(z)—ma) lim (ze®™ +2z2—22) = lim (2e**") = —oc0 x e t(=o0) —
xr—r—00 Tr—r—00 r—r—00
= —00 X e ™ +2=—00 x 0" ( indeterminacao)
(fazendo y = —z, temos © = —y e se * — —00, entdo y — +00)
: 34z . 3— . 3— : e’ . 3. Y
b= lim (J:e ) = lim (—ye y) =— lim (ye y) =—lim (yx —]=— lim (e X ) =
T——00 Yy—r+00 Yy—r+00 y—+00 ey Yy—+00 ey
Y 1 lir+n 1
. : . : . —+00
=— lim e x lim = =—¢e®>x lim 7 :763Xy7y—763><7:763><0:0
Yy—+00 y——+oo eY y—+oco € . e
— lim —
Y y—too y

Lim. Notavel

Assim temos que a reta de equagao y = 2x é uma assintota do gréafico de f quando x tende para —oo
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5. Comegando por determinar g” temos:

g (z) = (g’(x))/ _ (e 4+ 6e™" +4x) _ (e*) + (6e~%) + (4x)’ _ e 4+ 6(—x) e +4 e —6e " +4

eT + 6e % +4x eT + 6e~% + 4z €T+ 6e~T +4r €T+ 6e T + 4

Para determinar o sentido das concavidades, vamos estudar o sinal de ¢” :
e’ —6e™* +4

")=0 & —————
9"(x) eT + 6e~* + 4x

=0 & -6 " +4=0ANe"+06eT+4r#£0 <
(como €* 4+ 6e~% + 4z > 0 em RT)

1 6
& b THA=0 & 6 1+4=0 & - +4=0 & (e*)?—6+4e” =0 <

(fazendo a substituigao de varidvel y = e”)

—4 4 /42 Z4(1)(=6)

& yYP-6+4y=0 & P+ -6=0 & y= 201) &
—4 £ /40 -4+ /4 x10 —4 £ 210
-4+ 4

o y=—2 Y L VTV =24 VI (-2-VIDERY)

2
& y=-2+V10 & =-2+V10 & x=In(-2++10)

Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico

de g, vem:
x 0 In(—2 + +/10) 400
g"(z) | n.d. — 0 +
g(xz) | nd. | 7\ Pt. L. N—

Logo, podemos concluir que o grafico de g:

e tem um unico ponto de inflexdo (de abcissa x = In(—2 + 1/10) )
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ]0,1n(—2 + +/10)[

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo | In(—2 4 v/10), 4+ oo

6. Representado o gréfico de f, no dominio definido (reproduzido na
figura ao lado, numa janela compativel com o dominio da funcao
(-1 < z < 2)), podemos observar que o triangulo [OAP] terd area
minima quando a ordenada do ponto P corresponder ao méaximo da
fungao.

Usando a funcao da calculadora grafica para determinar o maximo
de uma funcao num intervalo, determindmos valores aproximados as
centésimas para as coordenadas de P(—0.15, — 2.92).

Designado a ordenada do ponto P por yp, temos que o valor
da érea do triangulo [OAP] (arredondado as centésimas) é:

OA x |yp|  2x|—292|
2 B 2

=292

Ajaop
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7.1. Comegamos por definir o ponto P(—3,0) e o dngulo AOP, cuja amplitude é 7 — a.

Assim, como sabemos que que OP = 3, podemos usar a defini¢ao de
cosseno podemos calcular O A:

Y
OP 3 — 3 1+
cs(m—a)==— & cos(m—a)== & OA=—— r
0OA 0OA cos(m — «) A
Como cos(m — a) = — cos «, temos que:
OA=— 5 & OA=—>_ & OA=-_"
cos(m — a) —cosa cos
TONY
Depois, calculamos AP recorrendo & definicdo de tangente: P 0O =z
AP AP —
g(r—a) =75 g(m—a)=— g(r—a)
Como tg (m — o) = —tg a, temos que: B
AP =3tg(mr—a) & AP=-3tga

Como AB =2 x AP e OB = OA, calculado a expressao do perimetro vem:

= A7 AB - —_— 3 6
Poap)=AB+0OA+0B=2x AP +2x0A=2x (-3tga) +2x (— ) = —6tga —
oS o oS o

T
Logo, para cada = € } 57 [, o perfmetro do tridngulo é P(z) = —6tgx —
cos T

7.2. Como o declive da reta tangente num ponto é dado pela valor da derivada nesse ponto, vamos calcular
a derivada da fungao P:

P'(z) = (—Gtgm _ miz)/ _ (—6tga) — (

) = —6(tgz) — (6)'(cosx) — 6(cosx)’) _

cosx (cosx)?
_ ¢ 1 0—6(—senz))  —6 6senz  —6—6senw
B (cosx)? (cosx)? ~cos?z  cos?z  coslz

- L0
Assim, o declive da reta tangente ao grafico da funcao P no ponto de abcissa —, é

1

(o :_6_6sen (5(:):—6—6%“(2):_6_6(2):—6—3: -9
AT R e EOE

2
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