Proposta de resolucido

Exame nacional de Matemdtica A (2013, 2.2 fase) @

GRUPO 1

1. A escolha pode ser feita selecionando, 9 dos 16 quadrados para colocar os discos brancos (ndo considerando
a ordem relevante porque os discos sdo iguais). Ou seja, 16Cy sdo as diferentes formas de dispor os discos
brancos no tabuleiro.

Depois, selecionamos 3 quadrados, de entre os 7 que permanecem sem qualquer disco. Ou seja 'Cs
sao as diferentes formas de dispor os discos pretos no tabuleiro, depois de termos colocado os 9 discos
brancos.

Assim, o nimero de formas diferentes de colocar os 12 discos no tabuleiro, de acordo com as condigoes
definidas é

1609 % 703
Resposta: Opgao B

2. O segundo e o penultimo nimeros de qualquer linha do triangulo de Pascal sao iguais.
Assim, se o produto do segundo elemento pelo peniltimo elemento de um linha é 484, podemos calcular
o valor de ambos:
axa=484 & a*=484 & a=V484 & a=22

Assim, temos que a linha em causa tem 23 elementos da forma 22C,,.
Logo s6 existem 6 elementos desta linha que sdo inferiores a 1000:

2200 =22 022(= 1); 2201 =22 C21 (= 22) e ainda 2202 =22 Cgo(= 231)
Porque

2203 =22 C19 = 1540 e todos os restantes sdo superiores a estes.

Logo, sabemos que existem 23 — 6 = 17 elementos superiores a 1000 num total de 23, ou seja, o va-

1
lor da probabilidade é 2—;

Resposta: Opgao C

3. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que

log,, <a5 X \3/5) +a'°%® = log, (a°) +log, Vb+b=5+log, <b%> +b=

1 1
:5+§logab+b:5+§><3+b:5+1+b:6+b
Resposta: Opcao A
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4. Como, a fungdo f é continua em [—e, 1], e como 1 < g < e, ou seja, f(—e) < g < f(1), entao, podemos

concluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ €] —e, 1] tal que f(c) = g, ou seja, que a equagao f(z) = g
tem, pelo menos, uma solugdo em | — e, 1]
Resposta: Opgao D

f(z) — f(a)

5. Sabemos que a é um zero da primeira derivada (porque lim =0 & f'(a) =0) e que tem
T—a T —a

uma mudancga de sinal associada, (porque f”(x) < 0, ou seja, f' é decrescente):

x a

1 _

f! s

f + 0 -

f — | Mix | ™~

Logo podemos concluir que a é um maximizante, e por isso f(a) é um méximo relativo da funcao f.
Resposta: Opcao B
Nao existem dados suficientes para rejeitar ou validar a afirmacao da opcao (A).

A afirmacao (C) é falsa, porque se a fosse um minimizante, entao f”(a) > 0.
A afirmacao (D) é falsa, porque se P fosse um ponto de inflexao, entao f”(a) =0

6. Podemos descrever a monotonia da fungao g pela anélise do gréfico, e relacionar com a variagao do sinal
da derivada:

T —00 a b 400
g — Max — min —
g 4 0 - 0 4+

Pela observacao do grafico de g podemos ainda afirmar que —2 < a <0e 0 <b < 2.

Como f(z) = g(x — 3), o grifico de f resulta de uma translagao horizontal do grafico de g, de 3 unidades
para a direita.

Assim, temos que os extremos da fungao f tém abcissas a + 3 e b+ 3, e a variagao do sinal é dado por:

—00 a+3 b+3 +00
/' Max \ min /'
1 + 0 — 0 +

Como —2 < a < 0, temos que 1 < a+3 < 3; e como 0 < b < 2, sabemos que 3 < b+ 3 < 5, pelo que o
grafico da opcao (A) é o tnico compativel com as condigoes.

Resposta: Opgao A
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7. Se z=2+4bi,entao z =2 — bi

Assim temos Re(Z) > 0 e como b < 0, Im (Z) > 0, pelo que sabemos que | representacdo geométrica
de Z pertence ao primeiro quadrante, logo Arg (Z) ndo pode ser —«

3
Por outro lado |z| = v/22 + b2, como b* > 0, temos que |Z| > 2, logo |Z| ndo pode ser 5

Resposta: Opgao C

8. Podemos reescrever a condigdo dada na forma:

3 2
S <p-3+i|<3A L <arg(z—3+i) <L o
2 3 3
3 2 Im(z) o
& 5 <=3 <3 ggmg(z-(&i))g?7r m(z)

Assim, sendo o ponto P a representagao geométrica do
nimero complexo 3 — i, a condi¢ao define o conjunto de
pontos do plano complexo que:

e estao a uma distancia do ponto P compreendida entre
3
—e3
2

e definem com a semirreta paralela ao eixo real com

origem no ponto P e que se prolonga no sentido )

s . A . i
positivo do eixo, um angulo compreendido entre —

2
rad e ?ﬂ- rad

Resposta: Opgao A
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GRUPO 11

1.1. Como 322 = §**5+2 =2 = _1, temos que:
1+V3i o, 1+/3i 1+/3i
2 T T 1=

1-24+3i  —1+v3i 1
2 B 2 22

zZ1 =

2_
- =

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:

o=+ (2) - - e

o tgh = =7=" 3; como senf >0 e cosf < 0, § é um angulo do 2° quadrante, logo
27
0=—
3
2
Assim z; = cis %

q g . T
E como —2 = 2cis7 e ¢ = cis 57 temos que:

—2 2cism 2cism 2cism 2cism 9 i 7T
Z = — = = = = = C1S _—— =
’ i21 cis T X cis —27T i . 727T i 7377 747T cis —77T " 6
B) 3 Cls 5 + 3 CIS 6 + 6 6

2cis (—%)

Assim temos que (22)" = (2 cis (—%))n = 2" cis (n X (—%))

E para que (z2)" seja um ndmero real negativo, arg (z2)" = m + 2k7, k € Z; ou seja:

2 12
nx(—%>:7r+2k7r,keZ & nziﬂdl—ﬂkﬁ,kéz < TLZLTt kw,kez Aad
6

& n=-6-12k keZ
n+6 —-n—06
Como,n=-6—-12k < =D =k & 5 =k .

logo, para que k € Z, o menor valor natural que n pode tomar é 6, ficando

12

1.2. Fazendo a simplificacao temos:

, s
cos(m — a) + i cos (5 - a>

cos(m — ) + isen ™
= Porque cos (5 — oz) = sena

cos o + isen o cos o + isen o

cos(m — a) + ise —
= (r = a) L5en (r = a) Porque sen o = sen (7 — «)
cosa + 1sen o

cis (m — «)
cisa
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cis(m — a — «)

cis (m — 2a)

Fazendo a divisao na f. t.

Como queriamos mostrar
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2. Pelas leis de De Morgan, e pelo teorema do acontecimento contrario, temos que:
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)

Assim, vem que:

PAUB) - P(ANB)=_ & 1-PANB) - P(ANB) = & 1-2P(ANB)=> &
5 4 2
@1—§=2P(AHB)@gzzP(AﬁB)<:>§:P(AmB)
P(BNA) P(BN A) 2
P(B|A) = —————= P(A)=——>; P(BNA)=—-¢ P(B|A) ==
Como P(B|A) P(A) < P(A) PBIA) (BNA) 5 ° (BJA) , temos que
2
P(BNA) g9 7T
PA S Y = = =
W=2Em ~ 2 "9
7
— 7T 2
Logo, temosqueP(A):1—P(A):1—§:§
Eque P(AUB) =1-P(ANB)=1-Z=1

Se repararmos que AN B = (), ou seja que A e B sao acontecimentos incompativeis (porque nao existem
nimeros pares iguais ou maiores que 3), temos que:

P(AUB)=P(A) +P(B) & P(AUB) - P (A) = P (D)

E assim a probabilidade de sair o nimero 3, ou seja ocorrer o acontecimento B, é,

3 3 3
3.1. Como P(X =1) = 5 sabemos que — dos jornalistas sao do sexo feminino, ou seja, 5 x 20 =12

jornalistas so sexo feminino num total de 20, e por isso, 8 jornalistas do sexo masculino.

Escolhendo, ao acaso, 2 jornalistas, de entre os 20, podemos selecionar grupos, com 0, 1 ou 2 jorna-
listas do sexo feminino, e as probabilidades sao:

120y x 8C, 1 x 28 14
[ ] P(Y = O) = 2002 = 190 = %
20, x8C;  12x8 96 48
« PY=1) 200, 190 190 95
1202 X 800 66 x 1 33
*PY=2="%55" "0 "%
Logo a tabela de distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria Y é:
Yi 0 1 2
14 | 48 | 33
PY=y)| —=| = | =
W= |5 ||

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2013

3.2. A Resposta (I) (2°Cy¢ x 16! x 8A4,) pode ser interpretada como:

Selecionando, de entre os 20 jornalistas 16 para ocupar as duas filas da frente, temos 2°Cg grupos
diferentes de 16 jornalistas.

Como em cada um destes grupos, existem 16! maneiras diferentes de os sentar, correspondentes a
todas as trocas de lugar entre eles que podem ser feitas, multiplicamos os dois niimeros.

E, por cada uma das situacdes diferentes antes consideradas, existem ainda 8 A4 hipéteses a considerar,
decorrentes de selecionar 4 cadeiras, ou posigoes, de entre as 8 existentes na terceira fila (considerando
a ordem relevante) para fazer a atribuicdo de cada uma delas a um dos 4 jornalistas que se senta
nesta fila. Como consideramos a ordem relevante, ficam jd consideradas as trocas possiveis entre eles.

A Resposta (IT) (20Ag x 1245 x 8A44) pode ser interpretada como:

Existem 2° Ag formas de ocupar a primeira fila, selecionam-se 8 de entre os 20 jornalistas (considera-se
a ordem relevante para considerar as trocas possiveis entre cada grupo de 8 selecionados).

Por cada uma das hipéteses anteriores, existem '2Ag formas de ocupar a segunda fila, corresponden-
tes a selecionar 8 de entre os 12 jornalistas que nao ocuparam a primeira fila, podendo estes 8 fazer
todas as trocas entre si.

Finalmente, por cada uma das 2°Ag x 2 Ag formas de ocupar as duas primeira filas, existem ainda
8 A4 hipdteses a considerar, decorrentes de selecionar 4 cadeiras, ou posicdes, de entre as 8 existentes
na terceira fila (considerando a ordem relevante) para fazer a atribuigdo de cada uma delas a um dos
4 jornalistas que se senta nesta fila. Como consideramos a ordem relevante, ficam ji consideradas as
trocas possiveis entre eles.

4.1. Para averiguar se a fungdo f é continua em = = 1, temos que verificar se f(1) = lim f(z) = lim+f(x)
T—1- z—1

o f()=1xe*tl +2x1=¢*+2
e lim f(z)= lim (ze3™® +2z) =1xe3 ! +2x1=¢*+2
r—1—

r—1—
1—+T+ sen(x—l)) _1-VIt4+sen(1T—1) 0" +sen(0") 0

.1mf@y:hm(

zo1+ zo1+ 11—z 1-1F 0- 0
(ind.)
1-— 5 -1 1-— S -1

= lim \/E_i_ben(x ) = lim Ve + lim M =

z—1t \ 1 —2 1—x z—1t \ 1 —2 z—1+ 1—x

il= 1 =1l

o (0RO L (sen(@ 1)

z—1+ \ (1 —z)(1+ ) a1+ \ —(z —1)

2 2 _

— lim 1% — (V) i (M (x—1) _

rz—1t (1 = I)(l + \/5) r—1+ r—1

(fazendo y = = — 1, temos que se  — 11, entdo y — 01)
= lim B S A B = b =il=
a1+ \ (1 —2)(1 + /7) g0+ \ Yy ) aoi+t \1+/7 N

—_———
Lim. Notédvel
1 1

S JE S P

1+ V1t 2 2

Como lim f(z) # lim f(z), ndo existe lim f(x); logo a fungdo f ndo é continua em = =1
z—1- z—1t z—1
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4.2. Para mostrar que o grafico da funcao f admite uma assintota obliqua de equagao y = mx +b, quando
z tende para —oo, temos:

r—+—00 I r——00 xT T——00

3+x 2 3+x 2
m = lim M: lim u— lim (me +_x> = lim (63+I+2):

T T T——00

= lim ™ 4+ lim 2=¢€3t("®) y 9 e ® 49 _0t4+2=2

r—r—00 r—>—00
b= lim (f(z) —mz)= lm (ze’** +22—2z) = lim (ze’"*) = —o0 x e3H(=e) —
Tr—r—00 r—— 00 rT——00
=—00 X e ™ +2=—co x 0" ( indeterminagao)
(fazendo y = —z, temos © = —y e se x — —o0, entdo y — +00)
. 34z . 3_ . 3_ . e q 3 Y
b= lim (:z:e ) = lim (—ye y) =— lim (ye y) =—lim (yx —]=— lim (e X —) =
T——00 y——+00 y——+00 y——+00 ey y——+00 e
. 1 lhf 1
9 9 o —
=— lim e x lim = =—¢3x lim 7 :—e3><y—°°y:—e3><—:—e3><0:0
y——+00 y——+ooe¥ y——+oo € lim e “+00
Y y—+oo y

Lim. Notavel

Assim temos que a reta de equagao y = 2x é uma assintota do grafico de f quando x tende para —oo
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5. Comegando por determinar g” temos:

(e* + 6~ + 4z’ _

(e*) + (66’1)/ + (4z)

e’ +6(—x)e " +4 e —6e " +4

g"(2) = (¢'(2)) =

e + 6e~" + 4x

e + 6% +4x  e* +6e T + 4

Para determinar o sentido das concavidades, vamos estudar o sinal de ¢” :

e + 6e~% + 4x
e —6e " +4
"z)=0 & ————r
g'(z) e + 6e~* + 4x

=0 & "—6e"+4=0ANe"+6e T +4x#0 &
(como e® + 6e~* + 4z > 0 em RT)

1 6
& F—6T+4=0 & £—6——44=0 & *——+4=0 & ()’—6+4e"=0 &
er e’

&S Y —64+4y=0 & ¥’+4y—-6=0 &

~4%VIX10
y=—— ©

—4 4 /40
~ = <
2
—4 4+ /40
S ys—7a— ©

2

~4+2V10
y=—7— ©

(fazendo a substituigio de varidvel y = e*)

—4 4 /22 Z4(1)(=6)

Y= =

2(1)

> y=-2+/10 &

y=-2+VI0Vy=-2+/10 (-2-VI0¢R") &

& y=-2+V10 & &=-2+/10 & z=In(-2++10)

Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico

de g, vem:
x 0 In(—2 + /10) 400
g n.d. — 0 +
g n.d. VR Pt. L N—

Logo, podemos concluir que o grafico de g:

e tem um tnico ponto de inflexdo (de abcissa © = In(—2 + +/10) )

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ]0,In(—2 + +/10)[

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo | In(—2 4+ 1/10), 4+ oo|

6. Representado o gréfico de f, no dominio definido (reproduzido na
figura ao lado, numa janela compativel com o dominio da fungao
(=1 < z < 2)), podemos observar que o triangulo [OAP] terd area
minima quando a ordenada do ponto P corresponder ao maximo da

funcao.

Usando a funcao da calculadora grafica para determinar o méximo
de uma fungdo num intervalo, determinamos valores aproximados

as centésimas para as coordenadas de P(—0.15, — 2.92).

Designado a ordenada do ponto P por yp, temos que o valor

da drea do tridangulo [OAP] (arredondado as centésimas) é:

Alaop) = 5

gmat.absolutamente.net
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7.1. Comegamos por definir o ponto P(—3,0) e o dngulo AOP, cuja amplitude é m — .

Assim, como sabemos que que OP = 3, podemos usar a definicio de
cosseno podemos calcular OA:

Y
OoP 3 — 3 1T
cos(m—a)==— & cos(r—a)==— & OA=——— r
0OA 0OA cos(m — a) A
Como cos(m — a)) = — cos a, temos que:
. 3 — 3 — 3
OA=— & OA= OA=—
cos(m — «) —cos cos
ToONY
Depois, calculamos AP recorrendo & definicio de tangente: P o '«
AP AP —
t —a)="—"— & t —a)=— & AP =3t —
gr-a)= & tg-a)=1 5(m—a)
Como tg (m — @) = —tga, temos que: .
AP =3tg(mr—a) & AP=-3tga
Como AB =2 x AP e OB = OA, calculado a expressao do perimetro vem:
Poap = AB+ OA+0B =2 x AP+ 2 x OA = 2 x (~3tga) + 2 x <_ ) _ _Gtga—
cos « cos
Logo, para cada x € } g, w[, o perimetro do tridngulo é P(z) = —6tgx — g

7.2. Como o declive da reta tangente num ponto é dado pela valor da derivada nesse ponto, vamos calcular
a derivada da funcgao P:
6\ g 6\ , (6)(cosz) — 6(cosx)’)
Pl(z)=-6tges — —— | = (-6t — =—6(t — =
(z) ( 8¢ cosx) (~6tg2) (cosx) (tgz) (cosx)?
——6( 1 ~ 0—6(—senz)) —6 6senzr —6—6senx
- (

cos x)? (cosx)? " cos2z  coslz  coslw

. . , - . Y
Assim, o declive da reta tangente ao grafico da fungdo P no ponto de abcissa 5 é

A R R NE) E A

2

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2013

