Proposta de resolu¢ido

Exame final nacional de Matemética A (2014, Epoca especial) @

GRUPO 1

1. Para que os numeros de cinco algarismos sejam impares e tenham 4 algarismo pares, todos os nimeros
devem ser pares a excec¢ao do ultimo. Assim, existem 4 hipdteses para selecionar o primeiro algarismo,
das dezenas de milhar (nomeadamente 2, 4, 6, e 8, ficando garantido que o ntimero é superior a 20 000), 5
hipdteses para a escolha do segundo algarismo (os anteriores e o zero), tal como para os terceiro e quarto
algarismos; e também 5 hipdteses para o quinto algarismo, o das unidades (nomeadamente 1, 3, 5, 7 e 9,
ficando garantido que o ndmero é {mpar).

Assim a quantidade de ntimeros impares com cinco algarismos que tém quatro algarismos pares e sao
superiores a 20000 é:
4x5x5x5x5=4x5

Resposta: Opgao D

2. A linha do tridngulo de Pascal em que a soma dos dois primeiros elementos com os dois ultimos elementos
é igual a 20, como o primeiro e o ultimo nimeros sao 1, a soma do segundo com o pentltimo é 18, sendo

estes iguais entre si, e por isso iguais a 5= 9.

Na linha do tridngulo de Pascal em que o segundo elemento é 9, os elementos sao da forma °Cy, pelo que,
recorrendo a calculadora, podemos verificar a composi¢ao da linha:

1936 84 126 126 84 36 9 1

6 3
Assim, escolhendo, ao acaso, um elemento desta linha, a probabilidade de ele ser par é — = —

10 5
Resposta: Opgao C
1 Y
3. Como lim z,, = lim (_E) =07, entao: 1
. . 0-1 -1 -1
o) = B @)= = oS5 S gm =V (| ()
et

Graficamente, na figura ao lado, estao representados alguns o i
termos de (z,) como objetos, e alguns termos da sucessdo das —o-ouh
imagens f(x,), que tendem para 400, quando o valor de n aumenta. — 0 x

Resposta: Opgao D
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4. O triangulo [OBC] é retangulo em B, OB = 1, e [BC] é o cateto oposto ao angulo a, temos que:

BC BC —
tga==— & tga=— & tga=BC Y
£ OB s 1 & s
Logo, vem que: ,
OB x BC 1xtga tga c
Appoy=——7—=—"7% = a

0 2

A drea do setor circular de centro O, raio 1 e amplitude «
(delimitado pelo arco AB) é:

A:oz><12:g
2 2

Como a drea da zona sombreada (Ag) pode ser calculada como a diferenca entre as reas do triangulo
[OBC] e o setor circular de centro O e delimitado pelo arco AB, temos que:

tga  « tga —«a
AszA[om_A:i2 _gzL 5

Resposta: Opgao B

5. Para que o grafico de uma fungao tenha exatamente dois pontos de inflexdo, a segunda derivada deve ter
exatamente dois zeros, associados a uma mudanga de sinal.
Nas opgoes (B) e (C) existem 4 e 3 zeros associados a uma mudanga de sinal, respetivamente, ou seja,
se cada um destes for o grafico da segunda derivada, o grafico da fungao associada tera, respetivamente
quatro e trés pontos de inflexao.
Na opgao (D) existem 2 zeros, mas s6 um deles estd associado a uma mudanga de sinal, ou seja, se este
for o gréafico da segunda derivada, o grafico da funcao associada terda um tunico ponto de inflexao.
Na opgao (A) existem 2 zeros, ambos associados a uma mudanga de sinal, pelo que podemos concluir que
este é o gréafico da segunda derivada, em que o grafico da fungao associada terd exatamente dois pontos
de inflexao.

Resposta: Opgao A

6. Como a reta de equacdo y = 2z — 5 ¢ assintota do gréfico de f e Dy = RT, sabemos que:

lim M:2

rx——+oco I

Assim, vem que:

_ 1
6x —1 im 6x —1 lim i L
im 61‘—1_ lim T _ z—+o0 T _w—>+<>o az T _6—0_3
z—+oo f(x) e f(z) - i flx) o 2 o2
x r—+00 T

Resposta: Opgao C
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7. Como a reta r é perpendicular ao plano «, o vetor diretor da reta e o vetor normal do plano sao colineares.
Assim, qualquer vetor diretor da reta r tem que ser colinear com o vetor @ = (1, — 1, — 2)
Analisando as condigoes que definem cada uma das retas, nomeadamente os vetores diretores, temos:

x727z+1

e A reta definida pela condi¢ao da opgao (A), que pode ser escrita como Ay =0, com o

objetivo de evidenciar as coordenadas do vetor diretor, que é wA = (1,0,1) e que nao é colinear com
o vetor normal do plano «

r—5 y+3 2+3
-1 1 2
0 objetivo de evidenciar as coordenadas do vetor diretor, que é up = (—1,1,2) e que é colinear com

o vetor normal do plano «, porque ug = —i

e A reta definida pela condicao da opcao (B), que pode ser escrita como , com

e A reta definida pela condi¢do da opgao (C), que evidencia as coordenadas do vetor diretor, que é
ud = (2,3,0) e ndo é colinear com o vetor normal do plano «

x—2 y+0 =z-3
1 -1 1

o objetivo de evidenciar as coordenadas do vetor diretor, que é up = (1, — 1,1) e que nao é colinear

com o vetor normal do plano «

e A reta definida pela condigdo da opgao (D), que pode ser escrita como , com

Assim, a reta definida pela condi¢ao (B) é a tinica perpendicular ao plano « e contém o ponto A(2,0,3), e
se substituirmos as coordenadas do ponto na condicao obtemos uma proposicao verdadeira:

72+5:0+3:¥ & 3=3=3

Resposta: Opcao B

8. A operacao "multiplicar por i’corresponde a ”fazer uma Im(z) o
rotagao de centro em O e amplitude § radianos”, pelo - ~_
que a imagem geométrica de iw estd no primeiro quadrante e N

a igual distancia da origem do que a imagem geométrica de w % = 2w

A operacao "multiplicar por 27corresponde a fazer du- ; 29 iw
plicar a distancia a origem, mantendo o argumento do |
numer mplexo” 1 2iw = P ?

tumero complexo”, pelo que 2iw = 2; i o[ Re(2)

Finalmente, a imagem geométrica de um numero com- \ A
plexo, e do seu simétrico correspondem a rotagoes de centro o
em O e amplitude 7 radianos, pelo que —2iw = z4 .

Resposta: Opgao D
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GRUPO 11

1.1. Simplificando a expressao de z; vem:

11— ., 1—4 1 1-i 2 1-i-2 —1-di (=1—4%)i
AT o TV T o T T T2 T2 2 2 ()i
—i—i2 —i—(=1) —i+1 i-1 -1+ 1+1,
= = = = = = —— -1
242 2(-1) —2 2 2 22
Escrevendo z; na f.t., temos que z; = pcisf, onde:
2 2
11, 1 1 11 2 V2
’/’—"ﬁzl —\/<‘2) +(2) —\/4+4—\/;—2
_1
otng%:—l; como senf >0 e cosf < 0, 6§ é um angulo do 2° quadrante,
2
m™ 3mr w 37
1 9: _—_—= — = = = —
A R E R
2 .3
Logo zlz—cis—ﬂ

E assim, pela férmula de Moivre para a potenciagao

AN AN 3w V2)* 4 1
(z1)4=<201s4> :<2> cis (4x4):(24) 018(37r):1—601s(37r):101s77

Como 7z = cis (7%) = cis (f (72)) = cis %, fazendo o produto na f.t., vem:

()t x 7= (Goior) x (esT) = (§x1) as (4 3)

Como arg ((z1)* x z3) é da forma g + km, k € Z, a imagem geométrica de (z1)*

X Zg pertence a

bissetriz dos quadrantes impares.

1.2. Como sen (2a) = 2sen « cos o, sen o = cos (g = a) e cosa = sen (g = a) vem que

w = sen (2ar) + 2i cos? o = 2sen o cos o + 2i cos? o = 2cosa(sena+icosa) =

= 5 —al o | — ) =B (g )
— 4COS | COS 5 « 7 8en 5 « = ZCOs« | CIS 5 «

7 s
Como cosa > 0, porque « € }0,5 {, a f.t. do nimero complexo w é w = 2cos« (cis (5 — oz)), em

que |w| =2cosa
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2.1.

2.2.

Considerando a experiéncia aleatoria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno nesta turma, e os
acontecimentos:

R:<0O aluno ser rapariga>

D:<O aluno estd inscrito no desporto escolar>

Temos que P (R) =0,6; P(D)=08¢e P (E\E) =0,2

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
e P(R)=1-P(R)=1-0,6=04

e P(D)=1-P(D)=1-0,8=0,2 —

e P(DNR)=P(R) x P(DIR) =0,6 x0,2=0,12 R R

e« P(RND)=P(D)-P(DNR) =0,2—-0,12 =0,08 D 032 0.8

e P(RND)=P(R)—P(RND)=0,4-0,08=0,32 D 0,08 | 0,12 | 0,2
04 | 06 | 1

Assim, calculando a probabilidade de um aluno dessa turma, escolhido ao acaso, ser rapariga, sa-
bendo que esta inscrito no desporto escolar e, escrevendo o resultado na forma de fragao irredutivel,
temos:
P(RND) 032 2

P(D) 08 5

P(R|D) =

Recorrendo a Regra de LaPlace para determinar a probabilidade, o nimero de casos possiveis é o
nimero de grupos que podemos formar com 3 alunos escolhidos de entre os 25, como a ordem é
irrelevante, corresponde a 2°Cj

Como a turma tem 25 alunos, e 80% estao inscritos no desporto escolar, o nimero de inscritos é
de 25 x 0,8 =20
Para determinar o nimero de casos favoraveis, ou seja, o numero de grupos em que, pelo menos, 2
alunos (dos 3) estao inscritos no desporto escolar, calculamos a soma do nimero de grupos relativos
a duas situagoes distintas
e todos (os 3) estdo inscritos no desporto escolar, o que corresponde a selecionar 3 de entre os 20
inscritos (sem considerar relevante a ordenacao), ou seja 2°Cs
e exatamente 2 (dos 3) estao inscritos no desporto escolar e o outro aluno nao, que corresponde a
selecionar 2 alunos do conjunto dos 20 inscritos e 1 dos 5 ndo inscritos, ou seja 2°Cy x 5

Assim, calculando a probabilidade de serem escolhidos, pelo menos, dois alunos que estao inscritos
no desporto escolar, e arredondando o resultado as centésimas, temos

2003 + 2002 X 5

B, ~ 0,91
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3. Como A e A sio acontecimentos equiprovéveis, temos que P(A) = P (A)
Como P(A) =1— P (A) vem que

P(A)=1—P(A) © P(A)+P(A) =1 © 2P(A) =1 < P(A) :%

Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que:
P(ANB)=P(A) x P(B)
Assim, vem que:
2P(AUB)= 2(P(A)+ P(B) — (AﬂB)) Teorema: P(X UY)=P(X)+P(Y)—-P(XNY)
= 2P(A)+2P(B)—-2P(ANB)
= 2P(A)+2P(B)—2x P(A) x P(B) | Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
= 2X %+2P(B)—2 X % x P(B) Hipétese: P(A):%
= 1+42P(B)—-1x P(B)
= 1+ P(B)

Logo, se P(A) = P (A) e P(AN B) = P(A) x P(B), entdo 2P(AU B) = 1+ P(B) q.e.d.
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4. Recorrendo as equagoes da reta AD podemos determinar as coordenadas dos pontos A e D, substituindo,

para cada um dos pontos, as coordenadas nulas:
Assim, calculando as coordenadas do ponto D, como z = 0, vem:

0-3 % z

—=— & —1l=— & 5=z

3 5 5
Ou seja, temos que D(0,0,5)
Procedendo da mesma forma com o ponto A, como z = 0, vem:
x—3 0 z—3

3 :—g@ 3 =0 zz-3=0<2=3

Ou seja, temos que A(3,0,0)
Assim, podemos como o ponto B e o ponto A tém a mesma abcissa, vem que B(3, — 3,0)
Para calcular a ordenada do ponto C' vamos usar o Teorema de Pitagoras:

L I R o R L e i e I e ]

Logo temos que C(0, —4,0)

Como conhecemos as coordenadas dos pontos B, C' e D, vamos determinar as coordenadas de dois vetores,
nao colineares, do plano BC'D:

CD =D —C=(0,0,5) — (0, — 4,0) = (0,4,5)

CB=B—-C=(3—-30) — (0, 4,0) = (3,1,0)

Podemos agora determinar as coordenadas de um vetor perpendicular aos dois vetores do plano (@ = (a,b,c)),
que é um vetor normal do plano BC'D:

4b

(a,b,c).(0,4,5) =0 4b+5¢=0 c= _g
=4 =4

(a,b,c).(3,1,0) = 0 3a4+b=0 0 _g

Assim temos que qualquer vetor normal ao plano que contém a face [BC'D] é da forma
b 4b
u=|—=,b,——],beR\{0
i=(-30-3) beR\O)

1 4
Ou seja, concretizando um valor para b, por exemplo, b = 1, vem © = <—3,1, — 5)
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5.1. Para que a funcao seja continua em z = 2, temos que garantir que f(2) = lim f(z)

r—2
Temos que
o f(2)=222=2L=2x1=2
o lim f(z)= lim (ze® %) =2¢ 2=2" =2x1=2
T—>2— T—2~
) ) sen (2 — x) . sen (2 — x) . . sen (2 — x)
1 = 1 — 4 k] =1 —_ lim k = 1 —_-
o i) = i (PG k) = i () + m= i ()
lim k=
r—2+1
sen (2 —27) 0 . . ~ (fazendo y =z — 2, temos c =y +2e —y =2 — x;
= (2_)24——2_—6+k: 6+k (indeterminagao) e se x — 2T, entdo y — 0©)
) sen (—y) i sen (—y) i sen (—y)
yirfﬁ ((y+2)2+y+2—6>+ in3+ <y2+4y+4+y—4 + yirf# y? + by +
- 1 -1
= lim (—— L )4 k= lim (2 x — ) +k= lim 2 x lim —— + k=
y—0+ \ y(y +5) y—0t \ Y y+5 y—=0+ Yy  y—0ty+5
—_———
1 1 Lim. Notavel
=1 ; kzif k
“0F 15 " 5

Como se pretende que a fungao seja continua em x = 2, e verificdmos que f(2) = lim f(x), podemos
T—2~

determinar o valor de k garantindo que f(2) = 1iI§1+ f(z)
z—

1 1 10 1 11
2)= 1l & 2=——+4+k & 24+-=k & —+-=k & —=k
12) = lim, f(z) 5 T3 5 5 5
5.2. Como Dy =] — 00,e|, se existir uma assintota horizontal, lim f(x) é constante.
T——00
Assim, calculando o limite temos:
lim f(z) = lim (2e*72) = —oco X ze~*°72 = —00 x 0 (indeterminacio)
Tr— — 00 Tr—r — 00

(Seja y = —z, temos que se x — —00, entdo y — +00)

1
lim f(z) = lim (—ye ¥ %)= lim (—yxe¥xe?2)= lim (—y X — X e_2> =

T——00 Yy—+00 Yy—+00 Yy—+00 e
. . . . . 1
= lim (72>x lim e2 = — lim Exe72 =—¢72 lim Y =—¢72 lim 7 =
y—+oo ey y—+oo y—r+ooe¥ y—+ooe¥ y—+00 (S
1 1 Y
=—e2x 5 —e2x —=—-e2x0=0
. € +00
lim —
y—+oo Yy
Lim. Notavel
Logo, como lim f(z) = 0 e Dy =| — 00,e[, podemos concluir que a unica assintota horizontal
r—r—00

do grafico de f é a reta de equacao y =0
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6.1. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao g:

/

) (%) — (1 +Inx) x 22

T
, 1+Inz\ (1+4mhz)(2?) -1+ nz)(z?) <O+x
g(x)z( 22 ) = (22)2 = o4
l><:z:2—2x(1+1n$) x—2—2x—2xlnz)
oz Tz _ r—2zx—2rlnz

x4 x4 2#£0 T4

_ —z—2zlnz z(-1-2lnhz) -1-2Inz
B o B x(z3) 240 TR

Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungao (RT), vem:
—1—-2nz

x3
PV,z>0

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

T 0 e~z +00
g n.d. + 0 =
g n.d. — Max ——

1

=0&e -1-2Inz=0A23#0 2Inzr=1 & Inzx=—
——

W=

. . . _1 . 1
Assim, como g é crescente no intervalo ]O,e 2} e decrescente no intervalo [e 2,4+ oo[ podemos con-

. . ~ . . _1 p
cluir que o unico valor de z, para o qual a funcao g tem um extremo relativo, é x = e~ 2 que é um

maximizante da fungao.

6.2. Visualizando na calculadora gréfica o grafico da funcao g,
numa janela coerente com o dominio da fungao, (reprodu-
zido na figura ao lado) e usando a fungdo da calculadora
para determinar valores aproximados dos zeros de uma
funcdo, obtemos um valor aproximado (as centésimas)
da abcissa do ponto A, 4 =~ 0,37, que é também o
comprimento do segmento [OA] que podemos tomar como
a base do tridngulo [OAB]

Como sabemos que o ponto B estd sobre uma reta
que passa na origem e tem declive negativo, é um ponto do
4° quadrante, com abcissa menor que a abcissa do ponto
A, e cuja distancia ao eixo das abcissas, ou seja, a abcissa
do ponto B é um valor de x tal que |g(z)| é a medida da
altura relativa & base [OA], do tridngulo [OAB]

Desta forma, como a area do triangulo é 1, procura-
mos um valor de x tal que

—5,41

A 4

Assim, como o ponto B tem ordenada negativa, tragamos também a reta y = —5,41, também repro-
duzida na figura anterior, e recorremos & funcao da calculadora para determinar valores aproximados
(as centésimas) das coordenadas do ponto de intersegdo dos graficos de duas fungoes para determinar

a abcissa do ponto B, ou seja xg =~ 0,26

Assim, para que a drea do tridngulo [OAB] seja 1, as abcissas dos pontos A e B, com arredondamento
as centésimas, sao, respetivamente x4 ~ 0,37 e zp ~ 0,26

©
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7. A afirmagao (I) é falsa. Como a reta de equacao z = 0 é uma assintota vertical do grafico de f, a fungao
nao é continua para x = 0, logo ndo é continua no intervalo [—3,5], pelo que ndo estdo verificadas as
condigoes de aplicacao do Teorema de Bolzano.

A afirmacéo (II) é falsa. Como lim (f(x) — 2z) = 0 podemos afirmar que a reta de equagao y = 2z + 0
T—>—00

é uma assintota do gréafico da funcdo f, quando z — —oo. Assim, quando x — —oo o grafico de f tem
uma assintota que nao é horizontal.

A afirmacao (III) é verdadeira. O limw
h—0 h

é positiva em R\ {0}, podemos afirmar que f é crescente em | —00,0] e também em [0, 4+ 00|, 0 que permite
confirmar a veracidade desta afirmagao.

é a derivada de f. Como a derivada existe e
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