Exame final nacional de Matematica A (2014, 2.? fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Usando as leis de DeMorgan, e a probabilidade do acontecimento contrério, temos que:
P(ANB)=P(AUB) =1— P(AUB) entao

P(ANB) =048 & 1—-P(AUB) =048 & 1-048=P(AUB) & 0,52 = P(AU B)
Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que P(AN B) = P(A) x P(B), logo
P(ANnB)=P(A)+P(B)—P(AUB) & P(A)x P(B)=P(A) + P(B)— P(AUB)
Substituindo os valores das probabilidade, vem

0,4 x P(B) =04+ P(B)— 0,52 < 0,52—04=P(B)—04 x P(B) &

12
& 0,12 = P(B) x (1 - o,4> & 0,12 = P(B) x 0,6 & %—6 = P(B) & 02=P(B)

Resposta: Opgao C

2. Um plano paralelo ao plano de equagao z = 5, definido
com 3 vértice do octaedro s6 pode ser o plano de equagao
z = 0, ou seja definido por 3 dos 4 pontos B, C, D ou E.

Assim, como para a definicado do plano, é irrelevante
a ordem dos pontos, existem °Cj planos distintos que
podem ser definidos com 3 pontos quaisquer do octaedro;
e *C3 = 4 planos definidos com 3 dos 4 vértices B, C, D
ou E.

Assim, a probabilidade de escolher, ao acaso, trés
vértices do octaedro e esses trés vértices definirem um
plano paralelo ao plano de equagao z =5 é

10 4
6C, - 6Cy

Resposta: Opcao B
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10
3. Pela férmula do binémio de Newton, sabemos que todos os termos do desenvolvimento de ( + ac) sa0
Z

da forma ok
2 - 210710(1.)19
IOCk <x> (I)k :10 Ckw 5 k € {0,1,,10}
) N . ) 1Ok (z)* 10—k, (@)* 10—k
Ou seja, o termo que nao depende da varidvel = é o termo em que — o = 2 X =5 =2 x1,
x x

ou seja, em que, k=10 —k
Assim, temos que, k=10—k < 2k=10 & k=5

Logo, no termo em causa k = 5, ou seja, é o termo

2 10-5 ) 5 25 5
05 (5> (z)° = 1°C; (5> (2)° = 1°C; ;f = 1005 x 25 = 8064

Resposta: Opgcao B

1 n
4. Como lim z,, = lim ((1 + > > = e, entao
n

limg (v,) = lim g(x) =In(e —e~) = In(0") = —c0 yA
r—e—
- g
Graficamente, na figura ao lado, estao representados alguns termos de —_— o
(z,,) como objetos, e alguns termos da sucessdo das imagens g(zy,), 0 \ T

que tendem para —oo, quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao D

5. Como a funcao é continua no intervalo fechado, temos que f <g> = lim f (z)

=%

Temos que f (g) =k-3

E calculando lim f(x), vem

57
S — I ta — E
' oS ey—x—2,enaom—y+2
lim f(x)= 1 = =
T3 =TT — — T— _
2 =5 =y—0
T
COS (y—l—f)
Y+ 3 sen y
y—0~ )
oy —seny lim seny:_1
y—0— y y—0— Y

Lim. Notéavel

Assim, temos que
k—3=-1 & k=-14+3 & k=2

Resposta: Opgao C
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6. Por observacgao do gréfico de g”,podemos estudar o sinal da segunda
derivada e relacionar com o sentido das concavidades do gréfico de

g (designa-se por a, o zero de ¢’ maior que zero). Y
\ 7 '
x 0 a i g Ig
\ 1
g" + 0 - 0 + “‘ "
L (4
g N | Pt.L| /N |PtL| voONS AL/ T
\ ~s
\ 4
O dtnico grafico compativel com o sentido das concavidades do \__,'l
gréfico identificadas é o grafico da opgao (A).

Resposta: Opgao A

7. Os planos definidos pelas equagoes das opgoes (C) e (D) nao contém o ponto A, porque substituindo as
coordenadas do ponto nas equagoes, obtemos proposicoes falsas:

(C)2(1) =3(0)+(3)=0 < 2-0+3=0 < 5=0¢ (D)3(1)+2(0)=0 < 3+0=0 < 3=0

O plano definido pela equacao da opgao (A) néo é perpendicular ao plano «, porque os respetivos vetores
normais g = (3,2,0) e 4 = (3,2,0) sao colineares, ou seja, os planos sdo paralelos e ndo perpendiculares.

O plano definido pela equagdo da opgao (B) é perpendicular ao plano «, porque os respetivos vetores
normais v, = (3,2,0) e B = (2,—3,—1) tém um produto escalar nulo, ou seja sdo perpendiculares, assim,
como os planos:

.08 = (3,2,0).(2,-3,—-1) =3x24+2(-3)+0(-1)=6—-6+0=0

e este plano contém o ponto A, porque com a substituigdo das coordenadas deste ponto, obtemos uma
proposicao verdadeira:

2(1)=3(0)—-34+1=0<2-0-3+1=0«<0=0
Resposta: Opgao B

8. Os pontos da zona sombreada pertencem ao exterior da circunferéncia de centro na imagem geométrica

a ) . 2v3 . . s I . . 2v3
do nimero complexo 2i e raio 3 ou seja, a distancia & imagem geométrica de 2i é superior a ——, ou

2V/3

seja, os nimeros complexos z verificam a condigéo |z — 2i| > 5

Como os pontos da regiao sombreada representam nimeros complexos cujo argumento estd compren-

24/3 2v3
dido entre arg <\3[ + 2i> e arg <—\3[ + 2i> vamos determinar estes argumentos.

3 3v3
A3 oV

2 2
Seja 0; = arg <\3/§ + 2i> , assim temos que tg (61) = —= =

23

w

m
Como #; é um angulo do 1° quadrante, temos que 6, = 3

2v/3 27

Analogamente temos que 0y = arg ——3 +2i ] = 3

E assim, os niimeros complexos z verificam a condigao condigao anterior, e cumulativamente, a condigao
m 2w
—<arg(z) < —
g g(2) <3

Resposta: Opgao C
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GRUPO 11

1.1. Escrevendo z na f.a. temos:

™ ™ ™ \/§ 1 2
z CIS 6 0056+zsen6 5 —i—z><2 \/§+zx2 \/§+z

Assim temos que

E:\/§+Z:\/§—Z Im(z)/s
E, simplificando a expressao que define w, substituindo z, vem: V3 R
[9) ! Re
(=i _ (Atizd'__ (/3 32 I
= = = = = |
1+2i 14+ (V3+44)i 1++v3i+i 1+v3i—1 i A
9 9 ; ;
_ 9 _ x\/gxz: 9v/3i _ 33
V3i (V3)%2 3x(-1)
Assim, podemos fazer a representagao do tridngulo [AOB], como na
figura ao lado.
Por observagao da figura, temos que a drea do triangulo [AOB] é
Re(z) x [Im (w)] v3x3v3 3x3 9 —3/3i
[40B] 2 2 2 2
1.2. Considerando a equacio na forma az? + bz +c¢ =0, coma =1, b = —2cosa e ¢ = 1, temos uma
equagao do segundo grau na variavel z.
Assim,

—(—2cosa) £ y/(—2cosa)? — 4(1)(1) L 2cosa+v4cos?a—4 -

2
-2 1=0 & z= &

z Ccos az+ z 2% 1 5

2cosa+ /4(cos?a — 1) 2cosa + /—4(1 — cos? a) 2cosa = /—4(sen?cv)
= = = = = =

2 2 2

2cosa £ (\/—4 X sen2a) 2cosa+ (\/—1 X \/Zsena) 2cos o + 21 sena

= = 9 = = D) = = f

& z=cosafisena < z=cosa-+isena V z =cCosa —isena <
& z=cosa+isena V z=cos(—a)+isen(—a) <& z=cisa V z= cis(—a)

Resposta: A equagao tem duas solugdes, que sao, na f.t. em funcdo de a: cisa e cis(—a)
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2.1. Como existem 6 posicdes de colocacgao, temos °Cy colocagoes possiveis para as 2 bolas azuis (como
as bolas da mesma cor sdo indistinguiveis, ndo se considera relevante a ordem).
Como se pretende que as 2 bolas azuis fiquem em ao lado uma da outra, apenas 5, das colocagoes
anteriores sao favordveis, no sentido que verificam esta restri¢ao (as posigoes 1-2,2-3,3-4,4-5 e 5-6).
Assim, a probabilidade de as duas bolas azuis ficarem uma ao lado da outra, é

) 1

5Cy 3
2.2. Como X é o nimero de bolas azuais retiradas da caixa, a varidvel X pode tomar os seguintes valores,
com as respetivas probabilidades:

e X =0, se todas as bolas forem pretas (como se retiram 3 bolas e existem 4 pretas, podem ser
todas pretas)

105 1
P(X=0)=—2==Z
( ) 50, 5
e X =1, se retirarmos 1 bola azul (de entre as 2 que existem) e 2 bolas pretas (de entre as 4 que
existem)
20 X 402 3
P(X=1)= L2 =2 _°
e X = 2, se retirarmos as 2 bolas azuis e 1 das 4 pretas que existem
P(X*Q)*QCQXAlCl o 1
- 6C3 NG
Logo a tabela de distribuigao de probabilidades da variavel aleatéria X é:
ZT; 0 1 2
1 3 1
P(X =z, - - -
A=a) | 5| 515
. Como a soma dos angulos externos de um poligono é 27, o angulo externo D

2
em A tem de amplitude g e assim, podemos calcular a amplitude do angulo

BAE:
BAE —p_ 2% _5T _2m 3t E ¢
A S
Como E{lD = EDA (porque se opoem a lados iguais),
EAD+ EDA+AED = (porque sao os angulos internos de um tridngulo) A B
e AED = BAE, temos que
A A 3 . 3 A 27 A 27 A T
EAD+EAD+€:7T & 2EAD:7rf? & 2EAD:? & EAD = 5% E & EAD:g

Como BAE = BAD + EAD < BAD = BAE — EAD vem que

Bip—3T_T_?21
5 5 5

Assim, vem que,

o B B L R e )
|47] |47]

Como cos(2a) = cos? a — sen? a e sen? (o) + cos?>a =1 & cos

?? ™ o (T 9 (T 2 (T 2 (T 28
M:COS (25)2608 (g)—sen <g):1—sen <g>—sen (g)zl—2sen (g)
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4.1. Como a funcdo f resulta de operagoes entre fungoes continuas, é continua no seu dominio, e como o
seu dominio é ] — 00,0[, entdo a tnica reta que pode ser assintota vertical do gréfico de f é a reta de
equacao z =0
Para averiguar se a reta de equagdo x = 0 é assintota do grifico de f, vamos calcular lim f(z):

rz—0~
In(— In(—
lim f(z) = lim (ac—l—i—n(:U)> = lim z — lim 1+ lim In(==) =
rz—0~ r—0~ T x—0— z—0— x—0— T
In(—0~ In(0" —
_o_14 BT WO m® et
0- 0~ 0~

Assim, como lim f(z) = 400, concluimos que a reta de equagéo z = 0 é assintota vertical do gréfico

rz—0—
de f (e que néo existe qualquer outra assintota vertical).
Relativamente & existéncia de assintotas ndo verticais, como o dominio de f é | — 00,0[, s6 po-
derdo existir quando r — —oo. Assim, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equacao
y=mx+b:

In(—x)
z—1+ 1 In(—
m = lim 7f(:c) = lim —— = = o <x+ 2 237)) N
r——00 I T——00 x r——00 \ T X X
In(— In(—
=140+ lim n( 2(E) =14+ lim al 2%) =1-0+ E (Indeterminacéo)
T——00 T——00 I 400
(fazendo y = —z, temos = = —y e se x — —o0, entdo y — +00)
In(— In(—(— 1 1 1
m=1+ lim Qx) _1+ lim 2ECY) 3)) =1+ lim H(Qy) =1+ lim < x n(y)> =
rT——00 I Yy—>—+00 —y) y—+oo Y y—+oo \ Y Y

1 1
— 1+ lim Lx lm 2@
y—+ooy y—+oo Y

1
=1+—x0=14+0x0=1
+00

Lim. Notével

In(— In(—
b= lim (f(z)-mz)= lim (f(z)—1xz)= lim <x 1+ n(=2) :z:> = lim (1 + n(=2)
T——00 T——00 T——00 x T—r—00 €T

(fazendo y = —x, temos © = —y e se x — —o0, entdo y — +00)
In(— In(—(— 1
b -1+ Gim 2CD gy gy BEEW g g, RO o
T——00 x Yy—r—+00 -y y—+oo Yy

Lim. Notavel

Assim temos que a reta de equagio y =  — 1 é uma assintota do grifico de f (e ndo existem outras
assintotas nao verticais).

4.2. CA
Como a funcao f resulta de operagoes
sucessivas de fungbes continuas em F(=e)
] — 00,0[, é uma funcao continua, e, por —e
isso, também é continua em [—e, —1].

Como —4,09 < —e < —2, ou seja,
f(—e) < —e < f(—1), entéo, podemos
concluir, pelo Teorema de Bolzano, que
existe ¢ €] — e, —1[ tal que f(c) = —e,
ou seja, que a equacdo f(x) = —e tem,
pelo menos, uma solugéo em | — e, —1]
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4.3. Comecamos por determinar a expressao da derivada da fungao g, para x < 0:

g (z) = (—m+f(x)>l = <—x+x— 1+ @)l = (_1+ @)l — (1) + <ln(—x)>/ _

Calculando os zeros da derivada da fungao g, para x < 0:

1—1In(—
#:0 & 1-In(-2)=0A 22#0 < l=In(-2) & —r=c' & z=—¢
x N——
P.V, pq <0

g'(x)=0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

4 —00 —e 0
1—1In(—x) - 0 + n.d.
z? + + -+ n.d.
g - 0 + n.d.
g ~— |min| — |nd

Assim, podemos concluir que a fungao g:

e ¢ decrescente no intervalo | — oo, — €J;
e ¢ crescente no intervalo [—e,0];

e tem um minimo para x = —e

@mat.absolutamente.net
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5. Como o lado [PR] do tridngulo [PQR] é um didmetro da circunferéncia e o vértice @) pertence & mesma
circunferéncia, podemos garantir que o tridngulo [PQR] é retangulo, sendo [PR] a hipotenusa.
Como a circunferéncia tem raio 2, vem que PR = 2 x 2 = 4, e assim, recorrendo & definicdo de seno e
cosseno temos:

R R —
sena:Qj & senazL < QR =4sena
PR 4
PQ PQ —
cosa:jQ & cosaziQ < PQ =4cosa
PR 4

Como os lados [QR] e [PQ)] sdo perpendiculares, temos que:

QR x PQ 4sena x 4cos
Aipgr) = 5 = 5 = 8sena cos

Como o tridngulo [PSR] é congruente com o tridngulo [PQR] (ambos tém 1 angulo reto e dois lados
iguais), vem que:

A(a) = Apgrs) = Aipor) + Aipsr) = 2 X Ajpgr) = 2 X 8senacosa = 16sen a cos o

1
Como tgh =2v2etg?0+1= —, temos que:
cos? 0

2 1 1 1 o1
W2l 1= —— Ax241=— _ _1
( \f) o cos2 6 @ Axad cos2 6 <9 cos2 6 < costf 9 <

1 1 1
& cosf=44/- & cos=+- <&  cosl=-
’ S oc]o. 2 ’
2
E, pela férmula fundamental da trigonometria, vem:

1 1 8 8 2v2
sen29+§:1 = sen29=1—§ = Sen29:§ = Sen9=:|:\/; = sen9:ii & senf =

[\
w%
\V)

Finalmente, recorrendo a férmula de A(«), deduzida antes, temos que:

2v/2 1 322
A = 1 _— -_= ——
(0) =16 x 5 X5 3

6. Como o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, tem abcissa x = 0; como também pertence ao grafico
de f, tem ordenada f(0). Assim, calculando a ordenada do ponto A, temos:

Y
FO) =€ +02+8=—-e"+0+8=-1+8=7 I
A reta AB tem declive —2 e passa no ponto A, logo
é a reta de equacao y = —2x + 7, e assim, o ponto B f
é a intersecao da reta AB com o gréafico da fungao f,
pelo que a abcissa do ponto B é a solucao da equagao
0 i

fz)=-224+7 & —e? +2%24+8=-22+7

Visualizando na calculadora grafica o grafico da
fungao f, numa janela coerente com o dominio da
funcao, e a reta AB (reproduzidos na figura ao lado),
e usando a funcao da calculadora para determinar va-
lores aproximados das coordenadas dos pontos de in-
tersecao de dois gréficos, obtemos um valor aproxi-
mado (as centésimas) da abcissa do ponto B, zp =~
9,35
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7. Relativamente & afirmagao (I), podemos estudar a variagao do sinal da fungao h', derivada de h (recorrendo
a observagao do grifico de f), e relacionar com a monotonia de h:

—00 ? 3 400
f + 0 T 0 =
e + + + + +
n + 0 + 0 =
h — 0 — Méx. —

Assim, podemos concluir que a fungéo h é crescente no intervalo | —00,3] e decrescente no intervalo [3,4 00|,
pelo que tem um tunico extremo (para x = 3), ou seja a afirmacao (I) é falsa.

Relativamente & afirmacao (II), temos que

(621")2 (e27) (e22) - (e27) (e2%) - o2z

Como —2 é um zero de f, temos que f(—2) = 0, e como f tem um extremo relativo em x = —2, entdo
f'(=2) =0, e assim, vem que:

v (@Y @ - i) P@)e— fa)eayer (@ - @) x2)  pa)—afe)
h'(z) = =

621’

Wiy~ LD =2ED) _0-2x0_ 0 g

2x(-2) e—4 e—4

Logo, podemos concluir que a afirmacao (II) é verdadeira.

Relativamente & afirmacao (III), como liril h(z) = 3, podemos concluir que quando z tende para
Tr—r+00

400, a reta de equacao y = 3 é uma assintota do grafico de h.
Assim, quando z tende para +oo, a reta de equacdo y +3 =0 < y = —3 nao pode ser assintota do
grafico de h, pelo que podemos afirmar que a afirmagao (III) é falsa.
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