Exame final nacional de Matemética A (2015, Epoca especial) @

Proposta de resolu¢ido

GRUPO 1

1. Como P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), substituindo os valores conhecidos, podemos calcular P(A):
0,7=P(A)+04—02 < 0,7—0,4+02=P(A) & 0,5 = P(A)

P(ANB)

Como P(B|A) = PlA)

, vem que

Resposta: Opgao D

2. Calculando o niimero de grupos ordenados de trés rapazes, temos 3 A3 = P; = 3! hipSteses para dispor os
trés rapazes juntos.
E por cada grupo de rapazes, existem ? A; = P; = 7! ordenacdes possiveis dos nove jovens, correspondendo
a disposicao das 6 raparigas e do grupo de rapazes, considerando a ordenagao relevante.
Assim, o niimero de maneiras de dispor os nove jovens, com os trés rapazes juntos é

3! x 7' =30240

Resposta: Opcao B

3. Como o ponto P pertence ao grafico de f, substituindo as suas coordenadas na expressao algébrica da
funcao, temos que

g = ealn? @82(6“‘2)(1 & 8=2" & a=log,8 & a=3

Resposta: Opgao C



4. Por observacao do grafico de f, podemos observar o sentido das conca- y

vidades e relacionar com o sinal da segunda derivada, f” (admitindo 94
que o ponto de inflexdo tem abcissa zero). f
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O tnico grafico compativel com o sentido das concavidades do grafico S
identificadas é o gréfico da opgao (C). L7
4
4
4

Resposta: Opgao C

— f(2
5. Temos que, pela definigdo de derivada num ponto f'(2) = lim2 Lg() =6
z— xr —
Assim, vem que
— f(2 — f(2 1 — f(2 1 — f(2 1
i JE =I@) _ p J@ 27D, (1 @ 2T _ 1 gy (@ ZF@) 1 g
=2 2 —2x =2 x(x — 2) T2 \ X 7% = % z=2x x—2 T —2 2
Resposta: Opgao A
6. Analisando cada uma das afirmagoes temos
e (A) |z3 — 21| = |24 — 22| é uma afirmagdo verdadeira porque |z3 — 21| é a distancia entre os vértices

correspondentes ao complexos z3 e z1, (ou seja a medida da diagonal do quadrado), tal como |z4 — 23|
representa a medida da outra diagonal do quadrado.
Como as medidas das diagonais do quadrado sao iguais, a afirmagao é verdadeira.

z1 + z4 = 2Re(z1) é uma afirmagdo verdadeira porque como o centro do quadrado estd centrado
na origem e os lados sao paralelos aos eixos, os vértices do quadrado estao sobre as bissetrizes dos
quadrantes, ou seja, z; = a+ai e 24 = a — ai, com a € RT
Assim, vem que 21 + z4 = a + ai + a — ai = 2a = 2Re (21)

24 2 = Z4 . . .
(C) = = 2z; é uma afirmacgao falsa porque " =21 & z4=2 Xiezgr=a+aiez =a—ai, com
ac Rt
Como 21 xi=(a+ai)xi=ai+ai’=ai+a(-1)=ai—a=—a+ai=z

. - . . ~ ™ . .
Ou seja, multiplicar por i corresponde geometricamente a fazer uma rotagao de 5 radianos, no sentido
positivo. Assim, fazendo a uma rotagao deste tipo da imagem geométrica de z1, obtemos a imagem
geométrica de 2o e nao a imagem geométrica de z4
(D) —z1 = 23 é uma afirmagao verdadeira porque 213 = a + ai € 23 = —a + ai, com a € RT
Logo —z1 = —(a+ai) =—(a—ai)=—a+ai= 2z

Resposta: Opgao C

©
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7. Como os segmentos de reta [AB] e [BC] sao lados consecutivos de um hexagono regular de perimetro 12,
temos que:

— 12

|54] - }5¢] - 5 -
Como os hexdgonos regulares podem ser decompostos em seis triangulos
equilateros, cada angulo interno do hexagono regular tem o dobro da am-
plitude dos angulos internos de um tridngulo equilatero, ou seja:

Eﬁﬁ=2xg=%

Assim, vem que
BT&.B?zCOS(ﬁB?) X Hﬁ” X HB?HCOS<2;T> ><2><2:fcos<§> x4:71x4:7%:72

Resposta: Opcao B

8. Como (ay) é progressdo geométrica (ay,), designado por r a razdo, temos que o termo de ordem n é
n—1

an =a1 X7

Assim, temos que

& -1l 21 !
® a3 = — ay Xr = - a; X re=— a; =
T4 ! 4 ! 4 YT A2
6—1 5 2
e ag =2 & a1 X1 =2 &S a1 Xr :2<:>a1:—5
r
Desta forma, podemos calcular o valor da razao:
1 2 rd ;
—— = & Ss=2x4er=8cr=V8sr=2
4xr r T
E o valor do primeiro termo:
2 & 2<:> < L
ag = a; = — a1 = — a1 = —
6 1=5 5,0~ 55 1= 51

Assim, calculado o valor do vigésimo termo, vem

Oflzix219:g

> T =277 =12 = 32768

agp = a1 X 7’2

Resposta: Opgao C
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GRUPO 11

1. Escrevendo 1+ ¢ na f.t. temos 1 + ¢ = pcisf, onde:

o p=|1+i|=vVI2+12=/1+1=+2

1
o tg = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo

p="

>~

T
E assim 1 +i = v/2cis 1 pelo que, recorrendo a férmula de Moivre, temos

z1=(1+4)°= (\/icis £>6 = (\/§>6 cis (% X 6) = ((\/5)2>3 cis%r = 23cis3§ = 8015377r

. .
Como 8i = 8cis 57 calculando o quociente de complexos na f.t., temos:

. T
81 8cis 9 8 cis T o 8 cis T n o6m
=] = = — Cl. — — —_— = 1 — — —
Z2,<67T) ,(67r)1 2 5 275
C1S —_——— C1S ———

5 5
= 8cis <57r + 127T> = 8(;isﬁ

Como um poligono regular de n lados, pode ser dividido em n

triangulos isésceles, em que a soma dos dngulos adjacentes, junto
~ A . u
da origem é 27, entao cada um destes angulo tem amplitude —
n >
. o L Re(2)
Como as imagens geométricas de 2z; e zp sdo vértices de
um destes tridngulos entao os respetivos argumentos diferem de .
2 \
—, ou seja AN
" 2
s
arg (z2) —arg (z1) = b
Assim, temos que
(2) (1) 27 o 177 37 2« - 177 1bm 27 - 2r 2w - 21 x 10 o 10
arg (z9) —arg (z1) = — —_— = — —— e —=— n= n=
ST T 0 T2 T T 10 10 n 10 7 o

2.1. Como a reta OP é perpendicular ao plano (3, qualquer vetor com a dire¢do da reta (e em particular
o O?) e o vetor normal do plano « sdo colineares.

Temos que @ = (2, — 1,1) e OP = P — O = (—2,1,3a) — (0,0,0) = (—2,1,3a)

Como os vetores sdo colineares, temos que Oﬁ =M, A€ER

A
(-2130) =A2,-11) & —2=2A1=-1AA3a=)X & —IAA-1=XAa=7

Logo, temos que:
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2.2. Como o ponto B pertence ao eixo Oz, tem ordenada e cota nulas, pelo que, podemos determinar a
sua abcissa, recorrendo a equagao do plano f3:

20 —y+2—4=0ANy=0A2=0=>2x—04+0—4=0& 2z =4 & =2

E assim temos as coordenadas do ponto B, B(2,0,0) e podemos calcular as coordenadas do vetor

Ag, € a sua norma:

AB=B—A=(200) —(1,2,3) = (1, - 2, — 3)
|48]| = viZ+ =27+ (=312 = viFaH9 = Vil

Como o ponto C' é o simétrico do ponto B relativamente ao plano yOz, tem as mesmas ordenada e
cota, e abcissa simétrica, ou seja, as coordenadas do ponto C sdo C(—2,0,0) e podemos calcular as

coordenadas do vetor Ai%, € a sua norma:;

AC=C— A= (-2,00) — (1,2,3) = (-3, — 2, — 3)

HBH = V(324 (<221 (3)2=+0+4+9=v22

Recorrendo a férmula do produto escalar vem:

] AB . AC (1,-2,—3).(=3,-2,-3) —3+4+9 10
BN B R

Logo, a amplitude do angulo BAC, em graus, arredondado as unidades, é

A 10
BAC =cos™' [ —— ] = 55°
(\/308)
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2.3. A reta OP é perpendicular ao plano 3 e contém o centro da superficie esférica, pelo que a intersecao
da reta OP com o plano 8 é o ponto de tangéncia.
Usando os elementos do item anterior para determinar equagoes cartesianas da reta O P, considerando

1
o ponto da reta O = (0,0,0) e o vetor diretor O? = (—2,1,3 X (—3)) = (—-2,1, — 1), temos as

equagoes:

Determinado as coordenadas do ponto de intersecao da reta OP com o plano 3, vem:

2 —gyrz—a=0 2(=2y) —y+(~y) —4=0 —dy—y—y—4=0
x
_Ezy &S Q=2 & {r=-2y <~
Yy=—z —Yy==z —Yy==z
2
_ 2
4 Yy=—3 =

—y=2z P 2 2
Yy z N — = —
(5)- L=

22
Assim, o ponto de tangéncia da superficie esférica com o plano 8 é o ponto @ (

3~ 3,3) e a medida

2 2 2
0= (5-o) + (-0 + (-0) =5 +3+3-5

E assim, a equacao da superficie esférica é

2
[24 24
(x0)2+(y0)2+(20)2< 9) @x2+y2+22:§

do raio é
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3.1.

3.2.

Determinando a probabilidade com recurso a Regra de LaPlace, calculamos o quociente do ntimero
de casos favoraveis pelo nimero de casos possiveis, sendo os casos possiveis equiprovaveis.

Para calcular o nimero de casos possiveis, calculamos o nimero de arranjos completos (porque
pode haver repeticao) de 9 elementos (bolas) para 3 posigoes (extragoes), ou seja, Y A5 = 9% = 729
casos possiveis.

O nimero de casos favordveis pode ser calculado observando que a tnica combinagdo de nimeros
que gera um produto igual a dois é a extragao de uma tinica bola com o niimero 2 e as restantes duas
extragoes da bola com o nimero 1.

Como no célculo do niimero de casos possiveis consideramos a ordem relevante, neste caso também
deve ser considerado, pelo que temos que escolher a posicao da extragao da bola com o ntmero 2:
3Cy = 3 casos favoraveis.

(Poderfamos escrever 3Cy x 1 x 1 x 1 para enfatizar que depois de escolher a posiciao de ocorréncia da
extracao da bola com o niimero 2, existe apenas 1 bola que gera um caso favordvel, em cada extragio).

Assim, calculando a probabilidade com recurso a Regra de Laplace, e apresentando o resultado
na forma o resultado na forma de fracao irredutivel, temos

30y 1

P="9s " 213

Como a variavel X segue distribuicao binomial, na repeticao independente de 10 provas da mesma
experiéncia, temos que, a probabilidade do sucesso é a probabilidade de ocorréncia do acontecimento
definido, ou seja, a probabilidade de que a soma das duas bolas retiradas seja 7, em cada uma das
repeticoes da experiéncia aleatoria.

Como existem 9 bolas no saco, existem °Csy pares de bolas, que se podem retirar simultaneamente,
ou seja, o numero de casos possiveis em cada realizagao da experiéncia. O ntimero de casos favoraveis
é 3 (correspondentes as somas 146, 2+5 e 3+4), pelo que a probabilidade é

_ 3 _1
P=56, " 12

11
A ocorréncia de n sucessos, implica a ocorréncia de 10 — n insucessos, pelo que 12’ é a probabilidade

do insucesso, ou seja, a probabilidade de que nao ocorra a soma 7, em cada uma das realizacoes da
experiéncia aleatéria.

A expressdo °C,, permite considerar que os n sucessos esperados ocorram em qualquer conjunto de

n experiéncias, no universo das 10 realizagoes, ou seja, o nimero de posicoes diferentes na sequéncia
de 10 realizagoes, em que podem ocorrer 0s n SUCESSOS.
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4.1. Calculando as imagens dos objetos 20 e 10, temos

200 200
N(20) = = ~ 14
(20) = T 50e-0mm ~ T3 ppes ~ L4960
2
N(10) = 200 00 . 3918

T 1+50e-025x10 1 4 50e—25

E assim, calculando a taxa média de variagdo da funcdo N no intervalo [10,20] e apresentando o

resultado arredondado as unidades, temos

N(20) — N(10) _ 149,60 — 39,18 _ 110,42
20-10 10 To10

TVM[10720] = ~ 11,042 ~ 11

No contexto da situagao descrita, o valor da taxa média de variacao significa que entre os anos de
1900 e 2000 o numero de habitantes, da regiao do globo em causa, cresceu em média aproximada-
mente 11 milhdes em cada década.

4.2. Resolvendo em ordem a t, temos:

200 N
N N

200

200
N=—"___ =
1+ 50e—0.25

200

& 14 50e” %" = & 50e 0P = = 1 & 50e” 0% =

L (200N

o (120 — 4

200N o _200-N 200-N\ ., _ 50N
N T 50N

1 200 — N 1 200 — N
S t= In S t=— In

& 50”025 =

& —0,25t =1In

N ) 7 ~0,25
oMy (AT,
0,25 50N 25 50N % 50N
100

o e g (20NN L (200-NNTE (50N
- Usow B ~ 20—~

5.1. Como o dominio da fungao é R(J{ , a eventual existéncia de uma assintota horizontal sera quando
T — +00:

el z2 x?
lim f(z)= lim (2%'™") = lim <a:2 X > = lim <ex > = lim ex lim — =

T—+00 T—+00 T—+00 e’ T—+00 e’ T——00 z—+oo ¥
lim 1
0 1 T—>+00 1
=e x lim — =€ — =eX — =ex0=0
r—+oo € . (& o0

- lim )
xT T—+00 T

——

Lim. Notével
Logo, como hr_{l f(z) = 0, podemos concluir que a reta de equacao y = 0 é assintota horizontal do
T—r+00

grafico de f
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5.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:
f(z)= (xZel_””)/ = ((EQ), x el 7" 4+ x? x (el_””)/ =2 T+ x (1—2) xel ™% =
=2ze! 7% + 22 x (—1) x ! 7% = 2zl 7% — z2e!7®
Calculando os zeros da derivada, no dominio da funcio (R7), vem:
22e! ™ — 127" =0 o e TT2-12)=0 S 2T =0V2-2=0 &

Sr=0VeT=0V2=2 o 2=0V =2
———
Impossivel

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

48 0 2 +00
i 0 + 0 -
f min — Max —

Assim, podemos concluir que a fungao f:

e ¢ crescente no intervalo [0,2];
e ¢ decrescente no intervalo [2, 4+ col;
e tem um minimo para x = 0

e tem um maximo para x = 2

5.3. Visualizando na calculadora grafica o grafico da fungao
f, e a reta horizontal de equacao y = 1,2, numa janela
compativel com o intervalo definido (x € [0,5]), (repro- f
duzido na figura ao lado), e usando a fungéo da calcula-
dora para determinar valores aproximados das coorde- 1,2
nadas dos pontos de intersecao de dois graficos, obtemos
valores aproximados (as milésimas) para as coordenadas
dos pontos A e B: A(1,227;1,2) e B(3,044;1,2)

Assim, podemos também assumir o valor aproximado
de 3,044 para a abcissa do ponto C' e representar o qua-
drildtero [OABC], constatando que é um trapézio.

|
|
1,227 3,044 5

Desta forma temos as medidas aproximadas da base maior (OC = zo —xo ~ 3,044 -0~ 3,044), da
base menor (AB = xp — x4 ~ 3,044 — 1,227 ~ 1,817) e da altura (BC =yp —yc ~ 1,2 -0~ 1,2),
pelo que a &rea do trapézio [0 ABC], arredondada as centésimas, é

OC+AB —_ 44 + 1,81
oC + xBCg&o + 1,817

x 1,2 ~ 2,92
2 2 ) )

AjoaBc) =
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27
6. Como a reta r é tangente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa —, o declive da reta r é o valor da

2 2
funcao derivada no ponto de abcissa ?ﬂ- : (mr = i (%))

Assim, temos , ,
f'(z) = (asenz) = (a)'(senz) + a(senx) =0+ acosz = acosw

my = (%) — (%) —a(eos (5)) =a (_;) =&

Como o declive de uma reta é a tangente da inclinacao, temos também que

V3

T
my = tg— = —

6 3

pelo que

E assim, igualando as duas expressoes para o declive da reta r, podemos calcular o valor de a:

o« VB _ 23

_—— = — a =

2 3 3
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