Exame final nacional de Matemitica A (2016, 2.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Como P(ANB) =P(AUB) =1- P(AUB), temos que:
P(ANB)=06 < 1 —P(AUB) =06 < P(AUB)=1-0,6 < P(AUB) =04
Como P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) & P(ANB)=P(A)+ P(B) — P(AU B), temos que:
P(ANB)=02+03-04=0,1
E assim, vem que:
P(ANB) 01

1
PR ="pm 0373

Resposta: Opgao A

2. Como a experiéncia se repete varias vezes, de forma independente, a distribuicdo de probabilidades segue
o modelo binomial (P(X = k) =" Cj p* ¢"7%).
Temos que:

e n =5 (o Carlos vai executar uma série de cinco lances livres).
e p=0,4 (em cada lance livre, a probabilidade de o Carlos encestar é 0,4)
e ¢ = 0,6 (a probabilidade do insucesso pode ser calculada como ¢ =1—0,4 = 0,6

Assim, calculando a probabilidade de o Carlos encestar exatamente quatro vezes, temos:
P(X =4) =°C; x0,4* x 0,6°~* = 0,0768
Resposta: Opgao C

3. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:
log,, (ab3) = log, a + log, (b3) =1+3log,b

E assim, vem que:

5—-1 4
log,, (ab3) =5 14+3log,b=5 & logab=T & logab=§

Logo, vem que:

Resposta: Opgao B



n 1 lim 1 1
4. Como limu, = lim — = lim —— = — = =07, entdo:
e . € +00
— lim —
n n
~——

Lim. Notéavel

limf (u,) = lim f(z) = lim (Inz) =In(0") = —o00

z—0*t z—0t

Graficamente, na figura ao lado, estao representados
alguns termos de (u,) como objetos, e alguns termos
da sucessao das imagens f(u,), que tendem para —oo,
quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao A

5. Observando que os dngulos AOP e RQO tém a mesma amplitude (porque sdo dngulos de lados paralelos),
relativamente ao tridngulo [PQR], vem que:

e QR = cosa
e OR =sena

e a altura do tridngulo, relativa ao lado [QR] é

h=2xOR=2sena

Desta forma, a area do triangulo é:

2 2 - 2 o 2

QRxh cosax2sena 2senacosa  sen (2a)
Aipor = =

Resposta: Opgao D

6. O poligono cujos vértices sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 de um qualquer niimero com-
plexo, é um hexagono regular.

Como qualquer hexdgono regular pode ser decomposto em 6
triangulos equildteros, temos que, o comprimento do lado do
hexdgono é igual ao raio da circunferéncia em que o hexdgono esta
inscrito.

Assim, podemos determinar o raio da circunferéncia como a
distancia a origem do ponto que é a representacao geométrica do
ntimero complexo z, ou seja |z|

Desta forma vem que o perimetro do hexagono regular é:

Py=6x]2l=6x324+42=6xv25=6x5=30

Resposta: Opgao C
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7. Representando o quadrado definido pela condicao dada, podemos verificar
que o centro da circunferéncia é o ponto médio de uma das diagonais, ou Yy
seja o ponto :

C(2,3)
Da mesma forma, o raio da circunferéncia é metade do comprimento do
lado: A
r==-=2
2

E assim, temos que a equacgao da circunferéncia inscrita no quadrado é:

(x-22+@w-32=22 o (z-2%+(@y-3)*=4

Resposta: Opgao C

8. Como (u,) é progressao geométrica (uy ), designado por r a razdo, temos que o termo de ordem n é
Up = up X 71

Assim, temos que

32
o114232<:>u1><7"4_1:32<:>u1><7"3:32(:>ul=—3
7
8—1 7 8192
o ug =8192 & uy X r =8192 & uy xr' =8192 & uy; = -
p

Desta forma, e como a progressdo é monétona crescente, temos que a razdo é positiva (r > 0), pelo que
podemos calcular o valor da razao:

32 8192 r7 8192 4 a
3 7 < 3 3 &or 56 & r 56 T=>>0 T
Logo, obtemos o quinto termo, multiplicando o quarto termo pela razao:

us =ug X =32x4 =128

Resposta: Opgao B

GRUPO II

1.1. No contexto da situacao descrita P(B|A) é a probabilidade de que, retirando uma ficha da caixa U
e uma ficha da caixa V, o produto dos nimeros das fichas retiradas seja impar, sabendo que a soma
dos niimeros das fichas retiradas é igual a 10.

Como se retira uma bola de cada caixa, o numero de casos possiveis é 4 e correspondem a pares
de bolas (em que cada uma é retirada de uma caixa) cuja soma é 10, ou seja:

(1,9); (2,8); (3,7) e (4,6)

De entre estes pares os que correspondem a produtos {mpares sao (1,9), porque x9 = 9 e (3,7), porque
3 x 7 = 21; (os restantes pares de nimeros, por serem constituidos por nimeros pares resultam num
produto par).
Assim, existem 2 casos favordveis, e, recorrendo a Regra de Laplace para o célculo da probabilidade,
e escrevendo o resultado na forma de fracao irredutivel, vem:

2 1

P(BlA)=%=%

©

mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2016

4/9

1.2. Considerando uma tnica fica horizontal, existem 4 posi¢oes que devem ser ocupadas por 4 elemen-
tos (fichas com numero par) diferentes e por isso cuja ordem de colocagao é relevante, ou seja, sao
444 = P, = 4! as formas de colocar os ntimeros pares numa tnica fila horizontal.

Como existem 4 filas horizontais, o nimero de formas que existem para dispor as fichas com ntimeros
pares no tabuleiro, ocupando uma tnica fila horizontal é 4 x 4!

Apés a colocagao das fichas com um nimero par, restam 16 —4 = 12 posigoes disponiveis no tabuleiro
que podem ser ocupadas por uma fichas com um ndimero {fmpar (que séo diferentes e por isso é rele-

vante a ordem de colocacio), ou seja, existem 2 A5 formas de dispor as fichas com os niimeros fmpares.

Assim o numero de maneiras diferentes é possivel dispor as nove fichas, de tal forma que as que
tém numero par ocupem uma unica fila horizontal é:

4 x4 x 245 = 9123840

. Escrevendo —1 4 i na f.t. temos —1 + ¢ = ~ycis «, onde:

o y=|=1+il= (-1 + 12 = VIFI =2
-1

o tga = 0 = —1; comosena >0 e cosa < 0, @ é um angulo do 2° quadrante, logo
™ 47 9w 3w
YTTTET T 1T
Assim temos que —1 + 7 = v/2cis 3—7T, pelo que podemos simplificar a expressao do niimero complexo z:

4

I—?H

(pcish)? - p2cis(20)  p?

. 3w . 3w
\/iClSZ \/iClSZ \/? s (37(' )

3
Escrevendo w na f.t. temos w = —v/2i = /2 cis g

Como z = w, entao temos que:

V2 V2

o zl=lw & Z=V2 & S=pP e l=p=p=1
=l » 2=y o V-, Y

3 3 3m 3w
OArgz:Argw—l—ka,keZ(:)Z—?@z;—i—ﬂm,kéZ@29:Z—7—2k7r,k62<:>

& 20:—%—2kw,ke%@ 0:—3%—k7r,k:ez

Como 6 €]0,7[, determinamos o valor de 6, atribuindo valores a k:

~ 3m
— Se k=0, entdo 0 = -y (0 ¢]0,7r[>

~ 3T 3m  8m  om
— Se k= —1, entdo 6 = —3 (—m) = -y + 5= §(9 6]0,77[)
- 3m 3m 16w 137
— Se k= —2, entao 0 = —3 (=2m) = -y + 5 = ?(9 gé]O,ﬂ'[)
om

Assim, se z =w, p > 0e § €]0,7], temos que p=1e 0 = 5
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3.1. Como um vetor normal de um plano define uma dire¢do perpendicular
ao plano, um destes vetores é também um vetor diretor de qualquer reta

perpendicular ao plano. C
Assim, como v = (3,2,4) é um vetor normal do plano «, também
é um vetor diretor da reta perpendicular ao plano « e que contém o v

ponto C(2,1,4)

Assim, uma equacao vetorial da reta, é: « |

(x,y,2) = (2,1,4) + X\(3,2/4), A e R

3.2. Como a reta OD contém a origem e o ponto D, um vetor diretor da reta OD, é:
OD =D —0=(422) — (0,0,0) = (4,2,2)

E assim, como a reta contém o ponto O(0,0,0), umas equacoes cartesianas desta reta, sao:

SCiin

4 2 2
Desta forma, as coordenadas do ponto de interseccao da reta OD com o plano «, verificam simul-
taneamente a equacao do plano e as equagoes da reta, ou seja, podem ser calculadas resolvendo o
sistema seguinte:

3r+2y+42-12=0 3c+2y+42—12=0 3(2y) +2y +4(y) —12=0
Ty
Yy z
g _Z =1 =z
2 2 Y !

6y + 2y + 4y = 12 12y = 12 y=1

S =2y S qT=2y S qr=2
y=z y=2z2 z=1

Logo o plano « e a reta OD intersectam-se no ponto de coordenadas (2,1,1)
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3.3. Como o ponto A pertence ao semieixo positivo Oz, tem ordenada e cota nulas, ou seja as suas coor-

4.1.

denadas sao: A(z4,0,0), x4 € RT

Analogamente, como o ponto B pertence ao semieixo positivo Oy, que tem abcissa e cota nulas e as
coordenadas sao B(0,yp,0),yp € RT

Da mesma forma, como o ponto P pertence ao eixo Oz, e tem abcissa e ordenadas nulas e ainda cota
nao nula, as coordenadas sao P(0,0,zp), zp € R\ {0}

Como um angulo é agudo se o produto escalar dos vetores que formam esse angulo for positivo,

entao o angulo APB é agudo se
PA.PE>0

Determinando as coordenadas dos vetores P—1)4 e ﬁ, temos:
—
e PA=A—P=(24,0,0) — (0,0,2p) = (24,0, — zp)
e« PB=B—P=(0yz0) - (00,2p) = (0,yz, — zp)

Logo, o produto escalar dos dois vetores, expressos nas suas coordenadas, é:

—

PA.ﬁ: (£4,0,—2zp) . (O,yg, —2p) =24 X0+ 0 X yp + (—2zp) X (—2p) =04+0+2p2=zp?
Como zp é um ntimero real, entdo zp 2 > 0

Como zp 2% = P—1>4 . ﬁ, entao P—1>4 . ﬁ > 0, logo o angulo APB é agudo.

7
Como o dominio da fungdo é ] 3 + o0 [, s poderd existir uma assintota obliqua quando x — +o0.

Assim, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equacdo y = mx + b:

r—+o0o T T——+00 x z——+oo \ & X T—>+00 T
. . Inx
= lim 1— lim —=1-0=1
r—+o00 x—>+oc0 I

Lim. Notédvel

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—1x2z)= lm (z—lhz-—2z)=

r—+o0 r——+o0 r—+o0

= wll)rfoo( —Inz) = —wETm(lnm) = —(400) = -0

Assim, como HIE ( f(z) —mx) nao é um valor finito, ndo existe qualquer assintota obliqua do grafico
r—r+00
de f.
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4.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada da fungao f, para x € } —g,O [:

() = 2+ senz)’ _ (2+ senz) cosx — (2 + senz)(cosx) _
cos T (cosx)?

(0+cosz)cosx — (2+ senx)(—senx) cos’z + 2senx + sen?z

cos? x cos? x

sen?z + cos?z + 2senzx 1+2senx

cos? x cos? x

T
Calculando os zeros da derivada, para = € } —5,0 [, vem:

1+2senx

1
=0 1+2senz=0 A cos?z#0 < 2senz = —1 & senz=—— &
cos? x ——— 2

1)

& senx = sen(—%) & xz—%—l—?lmr Vzr=m-— (—%)—I—ka,keZ
T T s . . -
Para k =0, vem =z = ~% Vr=m+ 5 e como x € ]—5,0[ podemos verificar que a tnica solugao
da equagao é x = —%

(1) Como cosz > 0,Vz E]—%,O[, entdo cos? z # 0,V 6]—%,0[

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fun¢ao, vem:

x =4 == 0
1+ 2senz = +
cos® x + + +
I n.d. — 0 + n.d.
f nd. | ™~ |min| — |nd

Assim, podemos concluir que a funcao f:

e ¢ decrescente no intervalo ]—%, = %];

e ¢ crescente no intervalo [—%,0(;

e tem um minimo relativo para r = —

ol
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1
4.3. Para calcular o declive da reta tangente, no ponto de abcissa 3 comecamos por determinar a expressao

da derivada da fungao, para x > 0:

fl@)=(z—-Inz) = (=) — (lnz) =1- =1-=
x x
. . .1
Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa 3 é:
1 1
— / — — —_— ——— J— e —
m_f<2)_1 —=1-2=-1
2
Logo a equacao da reta tangente é da forma y = —z + b
1 1 1 1 1 1
Como f (2> =3~ 1115 =3~ (In1 —1In2) = 5 (0—-1n2) = 3 + In2, sabemos que o ponto
11
P 33 +1In2 | pertence ao gréafico da funcao e também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equagdo da reta, podemos calcular o
valor de b: 0

1 1 1

Pelo que a equagao da reta tangente é: y = —x + 1+ 1n2

Como as abcissas dos pontos A e B pertencem ao
intervalo }fg,o [, representando na calculadora gréfica o
grafico da funcao f e a reta tangente ao gréafico em x = %,
numa janela coerente com o intervalo }—g,O{, (reprodu-

zido na figura ao lado) e determinando a intersegdo das
duas, obtemos os valores aproximados (as centésimas) das
coordenadas dos pontos A e B:

W

za~—-1,19exp~—0,17

5.1. Temos que x = 0,003 e como o empréstimo serd pago em prestagoes mensais de 24 euros entao p = 24

Substituindo estes valores na expressao conhecida, e resolvendo a equagao, vem:

600(0,003) —0.003n —0.003n —0003n —22,2
24 = 1= o—nx0.003 % 24 — 24e =18 & —24e =18-24 & e = o1
In 0,925
—0,003n )
& ' =092 & — =1l 25 & n=
e 0,925 0,003n = 1n 0,925 n 0.003

(1) Como n € N,n # 0, entdo 1 — e~ 00037 £ 0

, 10925
—0,003

Com

~ 26, concluimos que o José ird demorar 26 meses a pagar o empréstimo.
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5.2. Calculando o valor do limite, em funcao de n, vem que:

o600z 6000) 0 0 0 o
wlg%)l T T 1m0 " 1-e0 1-1_0 (Indeterminagao)

. 600x . -n 600x . 600 —nx
lim — = lim ( X ) = lim ( X _> =

z2—0] — e M@ z—0 \ —n 1 —e = x—0 \ — 1—e =
(fazendo y = —nz, temos que se x — 0, entdo y — 0)
= lim @x £l = lim @XL = lim @x cl =
y—=0\ —n 1—e¥ y=0 \ —n  —(e¥ — 1) y=>0\ n ev —1
600 600 . 1 600 g}%l 600 1 600
=lim—x=—Xxlm—F——=—X ————F— = — X - = —
y—0 n n  y—0 e¥—1 n .oe¥—1 n 1
lim
Yy y=0 Y

Lim. Notével

Desta forma, se x — 0, o que corresponde a uma taxa de juro arbitrariamente préxima de zero, entao
. , o - 600
a prestagao mensal serd arbitrariamente proxima de — o que corresponde a pagar o montante do
n

empréstimo (600 euros) em n parcelas iguais, durante n meses.

. Comegamos por notar que: g(z) =z+1 < glx)—z—1=0

Assim, considerando f(z) = g(z) — x — 1, temos que:
- provar que a equagio g(z) = x + 1 é possivel no intervalo |a,g(a)[, é equivalente a,
- provar que a equagao f(x) = 0 é possivel no intervalo |a,g(a)|

Como, a fungao g é continua em R, entao a fungao f também é continua R, porque resulta de operagoes
sucessivas de fungoes continuas, e, em particular é continua no intervalo [a,g(a)].

Célculos auxiliares:

o fla)=g(a)—a—1=g(a)— (a+1)
Como g(a) > a + 1, entao:

gla) >a+1 < gla)—(a+1)>a+1—(a+1) & gla)—(a+1)>0 < f(a) >0 < 0< f(a)
e Como (gog)(z) = z,Vz € R, entio, (g0 g)(a) = a, e assim:
f9(a)) =g(9(a)) —g(a) —1=(gog)(a) —gla) —1=a—g(a) =1 = —g(a) +a—1
Como g(a) > a + 1, entéo:
gla)>a+1 < —gla) < —(a+1) & —gla)+(a+1)<0 & —gla)+a+1-2< -2 &
& —gla)+a—-1<-2 & f(g9(a)) < -2 = f(g(a)) <0
Como —1 < 0 < f(a), ou seja, f(g(a)) <0 < f(a), entdo, podemos concluir, pelo Teorema de Bolzano,

que existe ¢ €]a,g(a)[ tal que f(c) = 0, ou seja, que a equagao f(x) = 0 tem, pelo menos, uma solu¢ao em
Ja,g(a)[, ou, de forma equivalente, que a equacao g(z) = = + 1 é possivel no intervalo |a,g(a)[
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