Exame final nacional de Matemdtica A (2017, 2.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Temos que os algarismos pares, ficando juntos podem ocupar 4 grupos de duas posicoes adjacentes e
trocando entre si, podem figurar no nimero de 2 x 4 formas distintas.
Os algarismos impares devem ocupar as 3 posi¢oes restantes, podendo trocar entre si, o que corresponde
a 3A3 = P3 = 3! disposicoes diferentes.
Assim, considerando todas as disposicoes diferentes dos algarismos, temos que o total de niimeros naturais
nas condig¢oes do enunciado é: 2 x 4 x 31 =8 x 6 =48

Resposta: Opgao B

2. Temos que:

1 1
P(X>1NX<3) P2<X<3) PX=2+PX=3) 717§ 5
(X >1X <3) P(X <3) 1-P(X > 3) 1-P(X =4) L1709
4
Resposta: Opgao D
— f(2
3. Temos que, pela defini¢ao de derivada num ponto, f/'(2) = lim2 %
z— —
Assim, vem que:
x2 — 2z 1 lile 1
lim———— =4 s lim———————— =4 & — 2 e — — _  ___—4&
=2 f(z) — f(2) e=2 f(z) — f(2) . f(x) - f(2) . f(x) - F(2)
e lim ——4——~ lim —————~
x? — 2z a2 22 — 2z a2 x(x — 2)
1 1 1
- =4 & =4 & — =4 &
= = 1
lim (1 NEAC g (C) f(Q)) lim < x lim L&) =/@) > x f'(2)
z—=2 \ T x—2 T2 T2 xr—2 2

= f'(2)

N =

o 1:4x%><f’(2) o 1:§><f’(2) e 1=2/(2) o

Resposta: Opgao C



4. Temos que (go f)(z) =0 < g(f(z)) =0

Como o tunico zero da fungao g é 2, ou seja, g(a) =0 < a = 2, entdo vem que:

Resposta: Opgcao B

9(f(@) =0 & f(z) =2

E, por observagao do grafico de f podemos verificar que, os objetos cuja imagem é 2, pela fungao f,sao 1leb

5. Relacionando o sinal da segunda derivada de f com o sentido das concavidades do grafico, temos:

T | —00 —10 0 10 400
" _ 0 + 0 = 0 +
f 7N\ | Pt L N—" | Pt. L 7N | Pt L —

Como o grafico de f(x —5) é uma translagao horizontal do grafico de f associada ao vetor de coordenadas
(5,0), e o gréfico de —f(x — 5) é simétrico relativamente ao eixo das abcissas do grafico de f(z — 5),

podemos relacionar o sinal de f”(z — 5) com o sinal da segunda derivada de —f"(z — 5):

x —00 -5 5 15 +00
f(z —5) 0 + 0 = 0 +
—f"(x —5) + 0 - 0 + 0 -

g N— |Pt.L| /N |Pt.I N—" | Pt.L| 7\

Logo, podemos concluir que o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo no intervalo |—5,5[ e

também no intervalo |15, + oo|

Resposta: Opgao C

6. Temos que:

e 0s argumentos dos complexos z e 5z sao iguais
7r
Arg (5z) = Arg(z) = 3

e os argumentos de complexos simétricos, —5z e 5z, diferem de 7

47

Arg (—5z) = Arg(bz) — 7 = 3

w_
5

T . T
e a multiplicacao por ¢ de um complexo corresponde a somar 5 ao seu argumento

s
10

5t 3w

0 10

It

. ™
Arg (—biz) = Arg (—5z) + 5 5 t3

Resposta: Opgao A
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7. Observando que (x +1)2+ (y +1)2 <1 & (z—(=1))?+ (y — (-1))? < 12,

temos que esta condigdo representa o circulo de centro no ponto (—1, — 1) Y
eraio 1

Observando que z +y +2 > 0 < y > —x — 2, temos que esta
condicao representa o semiplano superior limitado pela reta de declive —1
e ordenada na origem —2

Representando a sombreado a intersecao dos dois conjuntos de pon-
tos, como na figura ao lado, podemos observar que corresponde a um
semi-circulo de raio 1

Assim, o perimetro da regiao definida pela condicao é a soma do semi-perimetro do circulo com o diametro

do circulo (2r):
P = 2% +2r = 2m x 1

+2x1=7+2

Resposta: Opgao C

. Temos que:

1 1-n 1 1 1 -n 1 on
Uy = | = = (= x [ = = x2"=="_—9n"1l 1 xon-1
2 2 2 2 2

Unpy 201 oy DL
= = = — X —
u,  2n1 T 2nx -1 gn T ool

Assim, como =1x2=2, (u,) é uma progressao geométrica de

razao 2

Resposta: Opgao B

GRUPO II

. 4—3i
. Como z1 X Z3 =4 —3i & Zz = ——, calculando o valor de Z3, temos:

21
__4-38i _(4-30)(2-i) 8-4i—6i+3i 8-10i—3 5-10i _, .
T2t @+9R-) 0 2-@# T 4-(-) T 5

E assim, temos que: 23 =1—-21 & 20 =142

. 7T 7’ .
Escrevendo v/2 cis — na forma algébrica, temos:
4 b

2 2 2 2
\@cis%zﬁ(cosz+isenﬁ> \@(erfz) :7+§i:1+i

4 4 2 2 2
Assim, o nimero complexo anterior verifica a condigdo |z — z1| = |z — 23|, porque:
o [(1+4)—(24d)|=14+i—2—i|=]1-2+0i|=|-1=1
o |14 —(14+2)|=1+i—-1-2{|=1-1—-4i|]=|—4¢=1
Como o niimero complexo /2 cis T verifica a condigdo |z — 21| = |z — 22|, entao a representagao geométrica

deste numero complexo estd a igual distancia das representacoes geométricas dos complexos z1 e 2z
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2.1. Sabemos que:
e ponto A pertence ao plano 2Oy, pelo que tem cota nula (z4 = 0)
e a aresta [DA] pertence ao plano 2Oy e é perpendicular ao eixo Oy, pelo que a ordenada do ponto
A é igual & ordenada do ponto D (ya = yp = 4)
Assim, substituindo os valores da ordenada e da cota do ponto A na equagao do plano ACG, podemos
calcular o valor da abcissa (z4):

TA+Ya—24—6=0 240+44+0-6=0 24—-2=0& x4=2

2.2. As coordenadas do ponto de interseccao da reta r com o plano ACG, verificam simultaneamente a
equagao do plano e as equagoes da reta, ou seja, podem ser calculadas resolvendo o sistema seguinte:

r+y—z—6=0 r+y—z—6=0 r—z+2—(x—-1)—-6=0
r—1=1—y S Qy=—x+2 S Qy=—x+2 &
r—1==z r—1==z r—1==z
2—-2z4+1-6=0 24+1-6=x 3=z 3=z
S y=—x+2 S qy=—x+2 S y=—(-3)+2 & Jy=5
r—1=z r—1=z -3—-1=z —4 =z

Logo a reta r e o plano AC'G intersectam-se no ponto de coordenadas (—3,5, — 4)
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2.3. Como a base do cubo é um quadrado de lado 2 (AD = 2), temos >

que a area da base é:

o, P
Como o volume da piramide é 4, entao calculando a altura h da /3
piramide, temos: ! H

1 A V4

Viapopercup) = 7 X Alpram X h & !
3 1D C
@) sesodeg—
sda=txaxne 2 _non=3 : !
3 4 - " A B

Como a cota do ponto P é superior a 2 e a aresta do cubo é 2, entao a cota do ponto P é
zp=2+h=243=5

Como a projegao do ponto P no plano Oy é o centro do quadrado [ABC D], temos que a abcissa é
zp =1 e a ordenada é yp = 5, pelo que as coordenadas do ponto P sao (1,5,5)

Como as coordenadas do ponto G sao (2,6,2), podemos calcular as coordenadas do vetor Cv’—}>’, e

a Sua norma.:

Cﬁ =F=C= (175v5) - (2,6,2) = (_1, _ 1)3)
HP?H =12+ (-1)2+32=V1+1+9= VT

Como O ¢ a origem do referencial, podemos calcular as coordenadas do vetor G& e a sua norma:

GO =0—G=(0,00) - (26,2) = (—2, — 6, — 2)

Hé@”:xﬂ—®2+G£P+%—32zv%+36+4:qu

Recorrendo & férmula do produto escalar vem:

AT e

cor (GBGD) < OP-C0 (L1902 -6-0) 2466 __2

Logo, a amplitude do angulo OGP, em graus, arredondado as unidades, é

~ °
~

A 2
OGP =cos™" | ——
CcOS ( T >

3.1. De acordo com os acontecimentos A e B definidos, e os dados do enunciado, temos que:

° P(ZUE) =0,82
e P(B|A) :%

Assim, usando as Leis de De Morgan, e o teorema do acontecimento contrario, temos que:
P(AUB)=082 < P(ANB) =082 < 1-P(ANB) =082 &
< P(ANB)=1-082 & P(ANB)=0,18
Usando a definigdo de probabilidade condiciona, podemos calcular P(A):

P(ANB 1 1 1

P(A) P(A)

1
3
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3.2.

4.1.

4.2.

6/8

Como sao extraidos 4 cartoes simultaneamente de um conjunto de 30, o niimero extragoes diferentes
que podem ser feitas, ou seja o ntimero de casos possiveis, é 3°Cy

Para que num extracao os menores nimeros saidos sejam o 7 e o 22, entao estes dois niimeros
devem estar no conjunto dos 4 cartoes extraidos e os restantes dois nimeros devem ser escolhidos de
entre os 30 — 22 = 8§ cartdes com nimeros superiores a 22, ou seja, existem 'C; x' C; x 8Cy = 8Cy
conjuntos de cartoes nestas condigoes, ou seja o niimero de casos favoraveis é 8Cs

Assim, recorrendo a Regra de Laplace, calculando a probabilidade de selecionar 4 dos 30 cartoes
e os menores numeros saidos serem o 7 e o 22 e arredondando o resultado as milésimas, temos:
8
p= -
300,

~ 0,001

Como a funcao é continua em RT, a reta de equacdo x = 0 é a tinica reta vertical que pode ser
assintota do gréafico de f. Para averiguar esta hipétese vamos calcular lim+ f(z):

z—0
. . Inz InOt —00
lim f(z) = lim — = = — = -
z—0+ z—0t T 0t 0t
Assim, como lim+ f(z) = —o0, podemos concluir a reta de equacdo x = 0 é a Unica assintota vertical
z—0

do grafico de f, ou seja, paralela ao eixo das ordenadas.

Como o dominio da funcido é RT, para averiguar a existéncia de assintotas paralelas ao eixo das
abcissas, vamos calcular lim f(z):
T—r+00

Inz
1' = 1 — =
R
N—_———

Lim. Notavel

Logo, podemos concluir que a reta de equagao y = 0 é assintota horizontal do grafico de f, quando
x — +00, € que é a tnica assintota do grafico de f paralela ao eixo das abcissas.
Resolvendo a inequagao, temos que:
Inx
f(z)>2lnr & — >2nx < Inz>2xx2nz & Inzx—xx2lnz>0 < (Inz)(1-2z)>0
T >

Como o dominio da fungao é R™ estudamos o sinal do produto, em |0, + oo, através de um quadro
de variagao de sinal, para resolver a inequagao:

a8 0 % 1 +00
Inz n.d. — — = 0 o
1—-22 n.d. + 0 = = =
(Inz)(1 —2z) | nd. — 0 —+ 0 =

1
Assim, temos que o conjunto solugao da inequacéo é ] 5,1 {
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7/8

4.3. Como os extremos relativos correspondem aos zeros da funcao derivada, comecamos por determinar
a expressao da funcgao derivada da funcao g:

J(2) = (f;+f(m)>/ _ (i)’Jr <lnx>': K an;x’ <k (lnx)'xa;x’(lnx) _

T

1
_O—lxk_‘_gxx_lnx —k+1—-Inzx

2 2 z#£0 2

Como a fungéo tem um extremo relativo para x = 1, entao 1 é zero da fungao derivada (¢’(1) = 0),
pelo que podemos determinar o valor de k resolvendo a equagao seguinte:

—k+1-1In1l —k+1-0
J1) =0« %:0@ %:0@7k+1:0<ﬁ> 1=k

5. Calculando o desenvolvimento do quadrado da soma, temos:

2 2
(21:sena + cosa) = (2zsena)® + 2(2z sen av) (cosa> + (COSQ) =
t x

xT

4rsenacosa  cos?a 3G cos? a
+ =4z"sen” o+ 4senacosa + —;
T

= 4z sen’® o + 5
a5 a5

Assim, nos trés termos do desenvolvimento o termo independente € 4 sen « cos «, pelo que, como sabemos
que o termo independente é igual a 1, calculando os valores de a pertencentes ao intervalo |r,27[, vem:

1
dsenacosa=1 & 2 x2senacosa =1 < 2 xsen(2a) =1 & sen (2a) = S < sen (2ar) = sen% &

<:>2a:%+2k7r\/2a:7r—%+2k77,k62(:>

0 T
S a=—+4+krnVa=—-———+4+km, ke’
12 T 5 12 TR
Como se pretende identificar os valores de a €]m,27[, atribuindo valores inteiros a k para identificar as

solugoes no intervalo definido, temos:

=0 o= =L LT <”¢]7r,27r[ e E”ng]w,zﬂ[)

12T 1T 12 \12 12
1 s + 137 y s T 17w
[ ) = o = — = — = — —_ = —
12 12 2 12 12
7 T w 291 25w 291
k=2 — = — =—Va=—-——— = — —_— — 2
* “Tnt 2 '*T2 1" 12 ( 1z w2l e g Em ”[)
1 1
Assim, os valores de « nas condi¢oes do enunciado sao % e %
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d
6.1. Representando na calculadora grafica o grafico da 0/_\/\ /\
27

funcao d, para valores de ¢t € [0,6], ou seja, para b \/
t < 12 e a reta de equagao d = 27, (reproduzido

na figura ao lado) podemos observar que a reta
interseta o grafico da fungao neste intervalo em 4
pontos, pelo que o numero de solugoes da equagao
d = 27, no intervalo [0,6] é 4

No contexto da situagao descrita, a existéncia
de 4 solugdes no intervalo [0,6], significa que a
crianga esteve a uma distancia de 27 decimetros do
muro, por quatro vezes, nos primeiros seis segundos.

6.2. No instante inicial as hastes estao na vertical e a .
distancia ao chao é de 4 dm, e, no mesmo instante a
distancia ao muro é dada por:
d(0) =30+0 x sen7 x 0) =304+ 0 = 30 dm
h
Passados treze segundos e meio a distdncia ao chao h %
é de 4,2 dm e a distancia ao muro é dada por: g
d(13,5) = 30 + 12e'* 7135 sen (7 x 13,5) = \ 27,32
S e
=30+ 12" sen (7 x 13,5) ~ 27,32 dm 4,42 10
Ly

Assim, podemos considerar um tridngulo retangulo, cuja hipotenusa tem &
o comprimento da haste (h), o cateto maior mede h+4 —4,2=h—0,2 e
o cateto menor mede d(0) — d(13,5) =~ 30 — 27,32 ~ 2,68

E assim, recorrendo ao teorema de Pitagoras, um valor aproximado h
do comprimento da haste é dado por:

0,2

h? = (h—02)?+2,68% < h?=h?—-0,4h+0,2> +2,68> <

02%2+268% g A
& 0,4h =022 +2,68° & h= B T 4 268 42
’ N ! N

0,22 + 2,682

Como 04

~ 18, o valor do comprimento da haste, arredondado as unidades, é 18 dm
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