Prova Escrita de MATEMATICA A - 12.° Ano
2019 - Epoca especial

Proposta de resolucao

Caderno 1

1.1. Substituindo o valor da ordenada do ponto A, y4 = 4 na equacao da reta r, podemos calcular o valor
de k, e depois, o valor da cota do ponto de intersegao:

=1+ 0k r=1 r=1 r=1 rz=1
y=2+k S q4=2+k &S 2=k S (k=2 &S k=3
z =1+ 5k z =1+ 5k z=1+5x2 z=14+10 z=11

Ou seja, as coordenadas do ponto A sdo (1,4,11)

Observando a equagao do plano a podemos verificar que 4 = (2,3, — 1) Tﬁ
é um vetor normal do plano «, e também de todos os planos paralelos
ao plano «, cujas equagoes sao da forma: T{[

20 4+3y—2z+d=0
Como as coordenadas do ponto A sdo (1,4,11), e este pertence ao plano pretendido, podemos deter-
minar o valor do parametro d, substituindo estas coordenadas, na equagao anterior:
21)4+3(4)—11+4d=0 2412—-11=d < 3=d
Logo, uma equagao do plano que é paralelo ao plano a e que passa pelo ponto A é:
2 4+3y—2+3=0

1.2. As coordenadas de todos os pontos da reta r, e em particular o ponto de intersegao da reta r com o
plano «, para k € R, sao da forma:

(z,2) = (1,2,1) + k(0,15) = (14+0xk , 2+ 1xk , 1+5x k)= (1,2+ k1 + 5k)

Como o ponto de intersecao da pertence ao plano o podemos determinar o valor de k substituindo
as coordenadas genéricas do ponto, na equagao do plano:

2(1)+3(2+k) —(1+5k) —9=0 < 2+6+3k—1—-5k—9=0 <

& 246+3k-1-5k-9=0¢& -2k-2=0& -2k=2 & k:% S k=-1

Desta forma temos que as coordenadas do ponto de intersecao da reta r com o plano «, os seja as
coordenadas do ponto P, sao:

(1,24 (=1),145(-1)) = (1,1,—4)
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2.1. Como a experiéncia se repete varias vezes, de forma independente, a distribuicao de probabilidades
segue 0 modelo binomial (P(X =k)="Cy p* q"_k).
Temos que:
e n =5 (repete-se o langamento do dado por cinco vezes).

1 1
e p= 1 (a probabilidade do sucesso, ou seja <Sair face 4> é T porque o dado tem quatro faces

e apenas uma delas tem o nimero 4).

3 1 3
° g= 7 a probabilidade do insucesso pode ser calculada como ¢ = 1 — 1-1
Assim, calculando a probabilidade de sair face 4 exatamente trés vezes (k = 3), e arredondando o

resultado as centésimas, temos:

Resposta: Opgao D

2.2. Como o angulo interno de maior amplitude se opoe ao lado maior do tridngulo (concretamente o lado
de comprimento 8), podemos calcular o valor de cos a recorrendo a Lei dos cossenos:
2 2, 42 —23
8 =5"+4"-2xH5x4dxcosa & 64=25416—-40cosa & 40cosax =41 — 64 & cosa:ﬁ
Como « é um angulo interno de um triangulo (0° < « < 180°), temos que a sua amplitude, em graus,
arredondada as unidades, é:
23
cos™? <—) ~ 125°

40
Resposta: Opgao D

3.1. Como existem 9 cartoes no saco e sao retirados simultaneamente 4, o niimero de conjuntos diferentes
de 4 cartdes que é possivel escolher, ou seja, o nimero de casos possiveis, é °Cy

De entre estes °Cy conjuntos de 4 cartdes, os que contém apenas os ntimeros 3 e 8, e, adicionalmente
sdo compostos por mais dois nimeros compreendidos entres os anteriores (4, 5, 6 e 7) corresponde
a considerar o numero de conjuntos de dois cartoes que podem ser formados com quatro cartoes
identificados.

Assim, o nimero de conjuntos compostos pelo cartdao 3, pelo cartdo 8 e por mais dois cartoes cujos
niimeros estio compreendidos entres estes - ou seja, o ntimero de casos favordveis - é *Cy

Desta forma, a probabilidade de o menor dos niimeros saidos ser 3 e o maior ser 8, é:

Resposta: Opcgao B
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3.2. Nas condigoes indicadas pretende-se colocar os cartoes numa fila que pode ser dividida em duas par-

tes - a primeira com trés posigoes e a segunda com

seis posigoes.

Como na primeira parte da fila existem trés posi¢oes onde podem ser colocados quatro cartoes (2, 3,

5, e 7), e a ordem dos cartoes é relevante, o nimero
lugares da fila é 4 A3

Para a segunda parte da fila, com seis posigoes,

de formas diferentes de ocupar os trés primeiros

existem 6 ndmeros disponiveis para os ocupar

(o nimero primo que néo foi colocado antes e todos os restantes), pelo que o nimero de disposigoes

dos lugares é 5 Ag = P = 6!

Assim, o nimero de maneiras diferentes em possivel colocar os cartdes, de modo que os nimeros
inscritos nos trés primeiros cartoes sejam primos, é:

145 x% Ag = 17280

4. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em es
tecimentos:
Q:<0 aluno esta matriculado na disciplina de Quimica>
H:<0O aluno é um rapaz>

Temos que P (ﬁ) =2x P(Q); P (H‘Q) = % e P (@|H)

colher, ao acaso, um aluno da turma, e os acon-

1

2

Assim, considerando P (Q) = k e organizando os dados numa tabela obtemos:

o P(H) =2k

. P(FﬂQ):P(Q)xP(F@):kx%:g

e PH)=1-P(H)=1-2k

. P(QQH):P(H)xP(@H):(l—Qk;)x%:

. P(HQQ)ZP(H)—P(QHH):l—%—(;_
:1—%—%+k=%—k

Q Q
H 1—Ic 1—k 1-—2k
1 ) 2 2
9 — k
H = 2k
) 3
N k 1

Assim, temos que probabilidade do aluno escolhido ao acaso estar matriculado na disciplina de Quimica

é o valor de k, ou seja a solucao da equagao:

1 k
k=-—k+=
& +3

P(Q)=PHNQ)+P(HNQ) 5

& 6k=3-6k+2k & 10k=3 & k:%

5. Como os pontos A e C sdo equidistantes da origem e o respetivo
ponto médio é a origem, temos que sao afixos de nimeros complexos

simétricos, ou seja, z; = —z3 (alternativamente podemos verificar que

2

—21221Xi 221XiXi:ZQXi:Z3)

De forma andloga temos que os pontos B e D sao afixos de numeros

complexos simétricos, ou seja, zo = —z4
Assim, temos que
21t zetr3trza=21+2—21 —22=

Resposta: Opgao A

Im(z),
B
L]

C

0

Pagina 3 de

©i
mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios

6. Considerando como a base do triangulo o lado [AB], temos que:

Y
- a Ina EN
AB = f(a) —g(a) = I
Considerando o ponto P (de ordenada nula e abcissa a), temos que a
altura correspondente & base anterior é [OP], e que:
]
S 2
OP =a a
Pelo que a drea do tridngulo [OAB] é dada, em fungao de a, por: f/ A
. ea_lnia X a O k- altura = P x
AB x OP a ae® —Ina /g
AjoaB) = 5 = 5 = 5 (a>1) :

Assim, o valor de a para o qual a drea do tridngulo [OAB] é igual a

compativel com a restrigdo do valor de a (1 < z < 2,5), (reproduzido
na figura ao lado), e usando a fun¢ao da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas do ponto de intersecao de dois ;
graficos, obtemos um valor aproximado (s décimas) para a abcissa |
do ponto de intersecao, ou seja, a solucao da equacgao: !

5, é a solugao da equacao: y
ae® —Ina T
_— = 5 |
2 |
|
Desta forma, visualizando na calculadora grafica o gréfico da fungao |
ze® —Inx . - . |
y = — e a reta horizontal de equacao y = 5, numa janela ‘
|
|
|
|

ra 18 0 1 18 25 x

7. Observando a expressao da sucessao, temos que:

- sen par
VR (e e L e VA IR
un = = = — =
n+1 n+1 n+1 1
I sen impar

Desta forma, quando n é impar, todos os termos sao positivos, pelo que, u, > —0,01

Quando o n é par, temos que:

> 0,01 & S SN S N L g Wl 5
Uy > —0, —_— > — - — _—
n+1 100 n+1 100 n+1 100 100(n + 1) 100(n+1)>0

= 100—-m—-1<0<« —n<-99 & n>99

Ou seja, os termos da sucessao (u,) sao maiores do que —0,01 para ordens pares superiores a 99 e também
) b

para todas as ordens impares, ou seja, a menor ordem a partir da qual todos os termos da sucessio (uy,)

sao maiores do que —0,01 é 99.
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8. Como a funcao é continua em R, também é continua em x = 1, pelo que

f(1) = lim f(z) = lim f(z)

z—1— z—1t

Como lim f(z) = f(1) =k, calculando lim f(x), temos:

r—1- z—1t

] ] ezl 121 O determinacs
Jm, f (x)_wif?m? 2—2 111_g ( (ndeterminacio)

Verificando que 22 + x — 2 = (z + 2)(x — 1), usando, por exemplo, a férmula resolvente, temos:

z—1 . z—1 . 1 1 1
lim —— im ———— = lim = ="
e—1t 22 + 2 —2 x~>1+($+2)($—1) e—1tz+2 142 3

1
Assim, como f(1) =k, e f é continua, temos que f(1) = hm+f( x) & k= 3
z—1
Resposta: Opgao C
Caderno 2
9.
9.1. Reescrevendo a equacao da reta r, temos que:
-1 0
1—x:y/\z=3¢>$ =Y Az=3

-1 1

=1

O que nos permite identificar um vetor diretor da reta, 9, = (—1,1,0)

Como o plano deve ser perpendicular & reta r, o vetor diretor da reta
deve ser colinear com o vetor normal do plano.

Assim, identificando os vetores normais dos planos relativos a cada opgao apresentada, e identificando
qual deles é colinear com o vetor diretor da reta, temos:

e Vetor normal do plano: 44 = (1,1,0)

e Vetor normal do plano: ip = (1, — 1,0) = —(-1,1,0) = —7,
e Vetor normal do plano: @¢ = (1,1,3)
e Vetor normal do plano: @p = (1, — 1,3)

Resposta: Opcao B

9.2. Como a elipse é simétrica em relagdo aos eixos coordenados, os pontos identificados (por estarem
sobre os eixos s@o vértices da elipse).

Assim, temos que a medida do semieixo maior é a = 2 e que a medida do semieixo menor é b =1
Desta forma a semidistancia focal (¢) pode ser calculada
por:

N

=0+ 22=12+2% = 4-1=¢ écf\/g

Ou seja a distancia focal é:

Y
2c =23 & T

Resposta: Opgao B —1
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10. Escrevendo 1+ i na f.t. temos 1+ i = pe*?, onde:

e p=|1+il=VvI2+12=V1+1=V2

o tglh = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo

0=

e

E assim 1 +1¢ = ﬂei(%), pelo que:

(1+4)t = (\/iei(%))4 - (\/5)4 w e(1XF) — geim — _4

Assim, simplificando a expressao de z, como i'° = i**3+3 = {3 = —i_ temos que:
S5+ (149t i 54(—4) i1 i 2 2i— 2>  2-2i—(-2x(-1))
S 24215 2 242(—i) 2 2-2 2 4—4i 4—4i 4 — 4i
-2 =i —i(24+2)  —=2i—27 —2i—2(-1) 2-2% 1 1

TA—4i 2-2i (2—-20)(2+2i) 22— (202 4—4x(-1) 8 41

Escrevendo z na forma trigonométrica (w = pe??) temos:

e () () e -

o tgf =

= —1; como senf <0 e cosf > 0, § é um angulo do 4° quadrante, logo § = —%

. i(— & s
Assim z = i(-%) , e 2™ é dado por:

.&‘S |
m[\;) »b\»—AJ;‘H

Para que z" seja um nimero real negativo, Arg (2") = 7 + 2km, k € Z.

Assim, atribuindo valores a n, temos que:

en=1Arg(2")=1x (-%)=—— (#7+2km keZ)
27r
en=2Arg(2")=2x (-%) =— i —5 (£ 7+ 2km, k €Z)
3T
e n=23Arg(2")=3x (-%) =— i (# 7+ 2km,k € Z)
4
en=4Arg(2") =4 x (-%) =— I:—ﬂ'

Desta forma, o menor niimero natural n para o qual 2™ é um ntmero real negativo é 4

11. Como (f o g)(z) = f(g9(z)) = 2(g(z)) + 1 = 2g(x) + 1, entdo para que (f o g)(x) = 7, para todo o valor
real de z, temos que g(x) = 3, ou seja:

(fog)(x)=f(g(z)) =23) +1=6+1=7

Resposta: Opgao B
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12.

12.1. Temos que:

8

e Pelas leis de De Morgan temos que P (Z U P) =P (A N
)=1

e Pelo teorema do acontecimento contrario, P (A NnB —P(ANB) = g
e Como sdo independentes (P(AN B) = P(A) x P(B)) vem que 1 — P(ANB) =1 — (P(A) x

8
P(B)) = -
(5) - 2
e Como os acontecimentos sdo equiprovéveis (P(B) = P(A)), vem que 1 — (P(A) x P(A)) = g
Assim, resolvendo a equacao temos:
8 2 8 2 1 1 1
1—(P(A) x P(A)) == PA) =1-- P(A))" == P(A)=4/= P(A) ==
(P x PA) =5 & (P =1-5 o (pap?=) o py= T o P ]

Resposta: Opgao C

12.2. Calculando o limite da sucessao, temos:

(7)) ((82)") (002 )2

Assim, temos que:

lim f(u,) = lim f(z) = lim Inz =1In (e%> =-

T—e2 r—e2

Resposta: Opgao C

13.

13.1. Como o declive da reta tangente é igual ao valor da derivada, comegamos por determinar a derivada
da funcao para r = —1:
)

(zIn(1 —:v))/ = (x)lln(l — ) +z(In(1 —x))/ =1xIn(l—z)+zx 2

0-1
=In(l—z)+zx 1_x:1n(1—a:)—1fx

Logo, o declive da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa —1 é:

g(=1) =In(1 — (-1)) — 17_7(171) =In2+ % =0,5+1n2

Resposta: Opgao A
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13.2. Comegamos por determinar o declive da assintota obliqua do grafico de g, quando x — +oc¢:

1—-3z

P 1-— 1-— 1
m = lim M = lim A—em® _ lim 73:17 = lim 3z X =
Totoo T T+ o0 T z—toox (1l —e %)  z—+o0 x 1—e®
. 1—3x . 1 . 1 3z 1
= lim x lim = lim - — | X — =
rS5too T z5+tool —e™% azStoo \x T 1 — e=(+00)
1 1 1
<—|—oo >X1—e_°° ( >><1—0 %

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (g(z) —mz)= lim (g(z) — (=3)z) = lim (g(z)+3z) = TBTOO (11_—63$m + 31‘) =

r——+00 r——+00 xr——+00
) 1-3z 3z(l—e®) . 1—-3x+4+3x—3ze™ . 1—3ze®
= lim = lim = lim —— =
z—t+oo \ 1 —e™® 1—e® x—400 1—e® z—to0 1 —e %
1 3 i (1-22 .
— lim 1 =3z x 67 — lim 1- 67 _ —+0o er . mgg}ool mgg}oo er
Caotoo l—e @ zoteol—e®  lim (1—e %) 1 — e (+2)
xr——+00
lim 3
r— 400
3 ’
— il lim —
1 Ill)rf_looﬁ T—+oo I - 3
_ T _ Lim. Notéavel — —+00 —1-0=1
1—e® 1-0 1

Desta forma a equagao reduzida da assintota obliqua do gréafico de g, quando = — +o0, é:
y=-3r+1

14.

14.1. Como sen (m — x) = senx e cos(m — x) = — cosz, calculando o valor do limite, temos:

sen (T — ) sen x
— — 2 _ cosa 0F 0
hmM — hmw — i 2=cosT _ g5, SRT __ sen = — (Indet.)
50 x 0 x a0 z=0x(2 —cosz) 0(2—cos0) O
. senx . sen x 1 . senx .
=lim—— = lim X = lim xlim— =
z—0x(2 —cosz) o0\ =z 2 —coszx 20 202 — cosx
—_———
Lim. Notavel
1 1 1
=1x =1x =1lx-=1
2 —cos0 2-1 1
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14.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcdo f, no intervalo |0,7[:

f'(x) =

senz |\’ _ (senz) (2+cosz) —senw (2 + cos )’
2+cosz) (2 + cosx)?

cos (24 cosz) —senx ((2)' + (cosz)')  2cosxz + cos® z —senz (0 — senz)
(2 + cosx)? B (2 + cosx)?

2cosx 4+ cos®x 4+ sen’z  2cosx + 1

(2 + cosx)? (24 cosx)?

Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungao (]0,7[), vem:

2cosz +1
") =0 ———— =0 < 2cosz+1=0A (2+cosz)?#0 &
F@) (24 cosx)? ot Q/x)_#/
condigdo universal
1 T 2
& 2cosr=-1 & cosa::—i & cosx = cos (ﬂ'—g) & cosx = cos el &

P 2
x:§+2kwvx:—§+2kw,kez

Como se pretende identificar os valores de « €]0,7[, atribuindo valores inteiros a k para identificar as
solugdes no intervalo definido, temos:

2m 2m 2m
e k=0 — x—g\/x——? (—3 ¢]0,ﬂ'[>

2 2 2 6 4 2 4
ok:l—>x:?7r+27r\/x=—§+2ﬂ':—§+§—§ <;+27T§§]0,7T[ e ?:Tgé]o,ﬂ'[)

Assim, temos que f'(z) tem um zero em ]0,7| e estudando a variagdo do sinal da derivada e relacio-
nando com a monotonia da fungao, vem:

Célculos auxiliares:

2cos S +1 2x0+1
T 0 2m T 4 E = 2 = =
5 / <2) (2—|—cosg)2 (2+0)?
2cosz+1 | n.d. + 0 — n.d. 1 S0
(2 + cosx)? | n.d. + + + n.d. 4
() n.d. + 0 _ n.d. f (51) _ Lﬁlz —
6 (2 + cos %’r)
f(x) n.d. — Max —— n.d. B 2 % (7§) +1 _ —V/3+1 <0
(2+§)2 (4+4\/§)2

Assim, podemos concluir que a funcdo f, no intervalo |0,7(:

. . 2
e ¢ crescente no intervalo 0,? ;

. . 27
e ¢ decrescente no intervalo ?,w ;

. . 2 .
e tem um méximo relativo para x = 5 cujo valor é:

f 21 _ Sel’lg _ _
3 2m 1
2+cos? 2— =

2t V3 V3
2 _ 2
3
2
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15. Considerando o &ngulo « definido pelo segmento [EF] e pela reta
paralela a [AB] pelo ponto E, e verificando que a distancia do ponto E

AB 9
areta ABé — = - =45 cm
2 2
Como EF = 3,5 cm, temos que a distancia do ponto F & reta

paralela a AB pelo ponto E, é dado por 3,5sen«, pelo que a distancia
h(t) é dada por

h(t) =4,5—3,5senc

C

c L ~ ™ .
Para iniciar a variagdo nas zero horas (e ndo nas 3 horas), temos que o = ¢ — 5 © assim, vem que

sena =sen (1 — ™ = cost, ou seja,
2
h(t) = 4,5 —3,5cost

Como a expressao anterior estd definida com periodo 27, alterando o periodo para 12 horas, temos:

27 s
:47 — 9 :4a — 9 (7 )
h(t) 5 35cos<12t> 5 — 3,5 cos 6t
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