Exame final nacional de Matemdtica A (2019, 2.2 fase) @

Proposta de resolucido

Caderno 1

1.1. Como [ABCDEFGH] é um paralelepipedo e os pontos A, B e G pertencem ao plano 2Oy (porque
tém todos cota nula), entao a reta CB é paralela ao eixo Oz, e o ponto B tem abcissa e ordenada,
respetivamente iguais as do ponto C' e cota nula (porque pertence ao eixo Oy, ou seja, as coordenadas
do ponto B sao (0,3,0)

Como o ponto A pertence ao eixo Oz tem ordenada e cota nulas, e como pertence ao plano ABC,
podemos determinar a sua abcissa substituindo o valor da ordenada na equagao do plano:

12
3z+4(0)—12=0 < 3z+0=12 ® =7 s =4

Assim, temos que as coordenadas do ponto A sado (4,0,0), e, calculando a distancia entre dois pontos,
temos que o volume do paralelepipedo, é:

Viascpereu) = AB x BG x BC =

=1/ (4—0)2+(0-3)2+(0-0)2x1/(0—6)2+ (3 —11)2 + (0 — 0)2x+/(0 — 0)2 + (3 — 3)2 + (0 — 6)2 =
=16 + 9 x V36 + 64 x V36 = V25 x V100 x 6 = 5 x 10 x 6 = 300
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(U= (3,4,0)) é um vetor diretor da reta, e assim, considerando as coordena-
das do ponto P, temos que uma equagao vetorial da reta r é:

1.2. Como a reta r é perpendicular ao plano ABC, vetor normal do plano
Ut
(z,y,2) = (1, —4,3) + A\(3,4,0), \ € R

Assim, as coordenadas de todos os pontos da reta r, e em particular o ponto
de intersecdo da reta r com o plano ABC, para X\ € R, sdo da forma:

(2,2) = (1, = 4,3) + A(3,4,0) = (1 + 3\, —4+4A3+ 0 x A) = (1 +3), — 4+ 4),3)

Como o ponto de intersegao pertence ao plano ABC podemos determinar o valor de A substituindo
as coordenadas genéricas do ponto, na equagao do plano:

31430 +4(—4+4)\)—12=0 < 3+9A—16+16A—12=0 & 25\ = -3+ 16+ 12 <

2
S 22BA=25 & /\:g S A=1
Desta forma temos que as coordenadas do ponto de intersegao da reta r com o plano ABC' sao:

(1+3x1-4+4x13)=(1+3,—4+43)=(4,0,3)

1.3. Para que a terceira coordenada do vetor W
seja igual a zero, isto é, para que os pontos X e
Y tenham a mesma cota, como [ABCDEFGH]
é um paralelepipedo retangulo e o vértice A
pertence ao eixo Oz e o vértice B pertence ao eixo
Oy, entdo os pontos X e Y pertencem ambos ao
plano ABG, ou pertencem ambos ao plano CDFE

Assim, como existem 8 vértices do parale-
lepipedo, o ntumero de vetores diferentes que
podem ser definidos, ou seja o numero de casos
possiveis, é 8Cy x

Como em cada um dos 2 grupos de vértices que originam um vetor X Y com cota nula existem 4
vértices, temos que o numero de vetores diferentes nas condigoes do enunciado, ou seja, o nimero de
casos favoraveis, é 2 x 4Cy

Assim, recorrendo a Regra de Laplace, calculando a probabilidade e apresentando o resultado na
forma de fragao irredutivel, temos:
- 2 X 402 3

P= 754, 7
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2.1.

2.2.

Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da escola, e os
acontecimentos:

R:<0O aluno é um rapaz>

D:<0O aluno frequenta o décimo ano»

3 11 1
Temos que P(R|D)=—; P(R)= — e P(RND)=—
5 21 7
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
P(RAD) L 5 L
o PD)= %+ =5 = o=
P (R|D) = 21 D 1 5
_ 5 16 7 21
e PD)=1-PD)=1-—==—
21 21 ) 8 16
= 11 1 8 i i
e P(RND)=P[R)-P(DNR)=——-=— 21 21
21 7 21 11
— 1
21

Assim, a probabilidade de o aluno escolhido ser uma rapariga e nao frequentar o 10.° ano, na forma
de dizima, arredondado as centésimas, é:

P(RND) =P (D)~ P(RND) = — > = o ~ 0,38

Como o delegado de turma tem de fazer parte da comissao e esta deve incluir rapazes e raparigas,
os restantes dois membros devem ser duas raparigas ou um rapaz e uma rapariga.

Como a turma tem 15 raparigas, selecionando duas delas, temos que existem '°Cy = 105 comissoes
formadas pelo delegado e por mais duas raparigas.

Selecionando uma das 15 raparigas, e um dos 26 — 15 — 1 = 10 rapazes (correspondendo a reti-
rar dos 26 alunos, as 15 raparigas e o delegado que deve integrar a comissdo obrigatoriamente),
temos que existem 15 x 10 = 150 comissoes formadas pelo delegado e por um rapaz e uma rapariga.

Assim, o nimero de comissoes diferentes, que incluam rapazes e raparigas, se podem formar, sabendo-
se que o delegado de turma tem de fazer parte da comissao é:

By +15 x 10 = 105 + 150 = 255

Resposta: Opgao D
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3.1. Como a caixa contém duas bolas brancas e trés bolas pretas, num total de cinco e se retiram-se, ao
acaso e em simultaneo, duas bolas da caixa, identificando os valores que a variavel X pode assumir,
e calculando as respetivas probabilidades, temos:

e 0 - correspondente a extragao de duas bolas pretas;

3Cy 3
PX=0)=—=—
( ) 5Cy 10
e 1 - correspondente a extragao de uma bola branca e outra preta;
Px =)= X3
- 5Cy 5
e 2 - correspondente a extragao de duas bolas brancas;
2C. 1
P(X=2)=22=—
( ) 5Cy 10
Logo, a tabela de distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria X é:
ZT; 1
3 3 1
P(X =x; — - —
X==) ] |5 |10
E assim, o valor médio da variavel X, é:
3 3 1 3 2 3 1 4
=0X —=+1Ix-42x —=—=-+—=—==-+-==-=0,8
PO T X g X =5 "5 5" 5

Resposta: Opgao B

3.2. Como o angulo interno de maior amplitude se opoe ao lado maior do tridngulo (concretamente o lado
de comprimento 6), podemos calcular o valor de cos a recorrendo & Lei dos cossenos:

5 1
62 = 52442 —92x5x4xcosa < 36 = 25+16—40cos o < 40cosa = 41—36 < cosa = 0 S cosa = 3

Recorrendo a féormula fundamental da trigonometria, como o a é um angulo interno de um triangulo,
entao sen o > 0, e assim temos que o valor de sen «, arredondado as milésimas, é:

2
1 1 /63
sen2a+6052a:1<:)sen2a+<8) zl(:)senQa:l—@:sena: 6—4:>sena%0,992

Resposta: Opgao B
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4. Relativamente a um nivel de som inicial do desper-
tador, um aumento da respetiva intensidade em 150
uW/m? é representado por 60 + 10log;o(I + 150) e N

1,4% do quadrado do nivel inicial é representado por g
0,014 (60 4 101log;, 1)2, pelo que o valor da intensidade "
inicial do som desse despertador, é a solugao da equagao: V f

60 + 101ogyo (I + 150) = 0,014 (60 + 10log,( I)°

Assim, visualizando na calculadora gréafica os graficos
das funcbes f(z) = 60 + 10log,((I + 150) e
g(z) = 0,014 (60 + 101log,, I)®, para 20 < x < 80, re-
produzido na figura ao lado, e usando a fungao da calcu-
ladora para determinar valores aproximados das coorde-
nadas do ponto de intersecao de dois gréaficos, obtemos o
valor aproximado (as unidades) da abcissa do ponto de
intersegao, ou seja, o valor da intensidade inicial do som
desse despertador:

50 pW/m?

5. Como a fungao é continua em R, também é continua em = = 1, pelo que

f(1)= lim f(z) = lim f(x)

r—1— z—1t

Temos que f(1) =logs k

E calculando lim f(z) e lim f(x), vem:
z—1t z—1-

. . . T2 -1 12-1 0 o
ml_lgl,f(x) = mliglyf(x) = i% -1 1-1 "0 (Indeterminacao)
z? -1 (z— 1)z +1)

Como f(1) = limlf(z), podemos calcular o valor de k:
T—

logsk=2 < k=3 © k=9

Resposta: Opgao D
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6. Como 2, a e b sao trés termos consecutivos de uma progressao geométrica, designado por r a razao da
progressao, temos que:

a 3 b
2><r:a(:>r:§,etambemquea><r:b(:)r:f
a

E assim, vem que:

b
)
2 a

Por outro lado, como a — 2, b e 2 sao trés termos consecutivos de uma progressao aritmética, designado
por k a razao da progressao, temos que:

a—24+k=b& k=b—a+2 etambémqueb+k=2 & k=2-0
E assim, vem que:
b—a+2=2-b& 2b=a

Resolvendo o sistema seguinte, determinamos a e b:
a2 =92 a*=a a*—a=0 ala—1)=0 a=0Va—-1=0 a=1

=
a#0 1

b=2
2 2

2 =a b= g

7. Considerando AB = p e o angulo definido pelo semieixo positivo
horizontal e a reta AD com amplitude 6, temos que z = pe’? Im(z) &

Como [ABCD] é um quadrado, a diagonal BD = pv2 e B
ADB = % = %, pelo que o angulo definido pelo semieixo
positivo horizontal e a reta BD tem amplitude 6 + g Assim, temos

que o ponto B é o afixo do nimero complexo 9 +

w = p\/iei(0+%) 3 0 >

Decompondo o niimero complexo num produto de dois niimeros com-
plexos, vem que:

w = p\/iei(éH—%) = pe'? x \/ﬁei(%) =2xV2 (cos% + i sen Z) =2x42 <\f + z?) =z(141)

Resposta: Opgao A

Caderno 2
8. Simplificando a expressdo de w, como i’ = i*T3 =% x i3 =1 x (—i) = —i, e Z = 1 + 2i, temos que:
_3(2-3))—i(1+2i)) 6-9—i—22 6-100—2(-1) 6—-10i+2 8-10i
N 1+ (—1) N 1—i N 1—1 T
_ (8—10i)(1+1i) 848 —10i— 10> 8-—2i—10(-1) 8—2i+10 18—2i 9
(=) 46 12 — 42 - 1-(=n 141 2

Calculando a distancia entre os afixos de z; e w, temos:
lw—21=19—i—(2-3)|=19—¢—(2-30)|=|9—i—2+3i| = |7+ 2i| =7+ 22 =49+ 4 = V53

Como a distancia entre os afixos de z; e w é igual a /53, o afixo do nimero complexo w pertence a
circunferéncia de centro no afixo (imagem geométrica) de z; e raio igual a /53
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Y
9.1. Representando a regiao admissivel, de acordo com as res- \\\\

tricbes apresentadas, reproduzida na figura ao lado, e %0
retas com o declive igual a reta definida pela fungao ob- I
jetivo: \\\ ‘\\\\

\ \

J vy 22 =150
L=2z4+y o y=L—-2z & y=-2x+1L L \\\\

\ \ \ \
Podemos verificar que o mdximo é obtido no vértice \ \\\\\\ — 300
que resulta da intersecao da reta x = 150 com a VNN vy=
reta y = —x + 400, ou seja o ponto de coordenadas %% \\\ \
(150, — 150 4+ 400).  Assim, substituindo as coordena- \ \\\ \\
das deste ponto na funcao objetivo, calculamos o valor \\ VN Ny = —a 4400
maximo que a fungao objetivo pode alcangar nesta regiao: . y ° RS

\ \ vV

vV
L = 2(150) + (—150 + 400) = 300 + 250 = 550 \‘\ \\\ AN
\ \
\ N 4

Resposta: Opgao C 0 ) \\\ TN v

™ 1 1
9.2. Como cos — = 2 entao arccos 3= 73 e assim:

1 m
sen (3 arccos 2) = sen (3 X §> =sen () =0

Resposta: Opgao C

10. Como o ponto B pertence ao semieixo positivo Oy e a reta de equacao y = 2z + 4, as suas coordenadas
sao (0,4)

Como o ponto A pertence ao semieixo negativo Oz, tem ordenada nula, pelo que a sua abcissa é:

4
0=2r+4 & —4=22 & —521‘(:) —2=x

Assim, as coordenadas do ponto médio, M, do segmento de reta [AB], séo:

TA+2ITB Ya+yYp\ _ —24+00+14 — (-12)
2 72 o 2 72 a ’

Resposta: Opgcao B
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11.
11.1. As equagoes que definem a reta r podem ser escritas na forma seguinte:

z—1 3—-y x—1 y—3 2-0
R

Assim, um vetor diretor da reta r é ¥ = (2, — 4,1)

Desta forma, de entre as opgoes apresentadas, o tnico vetor que pode ser um vetor diretor de uma
reta perpendicular & reta r, por ser perpendicular a um vetor diretor da reta r (ou seja, o produto
escalar entre os dois vetores é nulo), é o vetor ¢, de acordo com a verificagdo apresentada a seguir:

(241)(2—41)=2><2+4><( AH+1x1=4-16+1=—11
(=3,1,0).(2,—=4,1) = -3 x 2+ 1 x (—4) +0x1=—6—4+0=—10
(112)(,—41)_1><2+1><( 4)+2x1=2-4+2=0

=(—42,0).(2,—4,1) = -4x2+2x (-4)+0x1=—-8—-8+0=—16

o 4.U=
o b=
o CU=

o dit=
Resposta: Opgao C

11.2. Calculando o limite da sucessao, temos:

. n+lna G . n  Ilna\"" . Ina\" Ina\?
lim _ = lim -+ — = lim 1+ — X [1+4+ —
n n n n n

. lna\" . Ina\? na Ina\? 9
=lim(l4+— ) xlm(1l+— ) = x|(1+—) =ax(14+0)*=ax1l=a
n n “+00

Resposta: Opgao C

12.

12.1. Como a func¢ao é continua em R\ {1} (porque é o quociente de fungoes continuas), a reta de equagao
xz = 1 é a Unica reta vertical que pode ser assintota do grafico de h. Para averiguar esta hipétese
vamos calcular lim h(z) e lim h(x):

r—1— rz—1t

e* el e
1 h = | = - _— _
* Jim h(e) = lm o = o7 =gm =
e* e1+ e
s Sl T Sl T

Logo a reta de equagao x = 1 é a tnica assintota do gréafico de h paralela ao eixo das ordenadas.

Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais, vamos calcular lim h(z) e lim h(x):
T—>—00

r—r+00
. ) ev e~ 0t
e lim h(z)= lim = = =0
r——00 z——ocox — 1 —o00—1 —00
e ete
° lir_~I_1 h(ZE) = liIJ'I_l 1 = n 1 = n (indeterminagéo)
T—+00 x—+oor — oo — 0.9]
xr
lim —
e rx—+4oo I
. ————
. e’ o . X Lim. Notavel o +00 o +00 o +-00 o
lim —— = lim — = = = = 400

z—4ooxr — 1 z—+o0 T 1 - . x 1 . 1 1 1-0
lim (=—-— lim (1-— l——
a5 z—o+oo \x X z—+o0 T +00

Logo, podemos concluir que a reta de equagao y = 0 é assintota horizontal do grafico de h, quando
T — —00 e que nao existe qualquer assintota do grafico de h, quando x — 400, pelo que a reta y = 0
é a unica assintota do grafico de h paralela ao eixo das abcissas.
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12.2. Resolvendo a equagao, temos:

@ 1 2 2)2 9 3o
¢ ol o el g 2 3¢
rx—1 er z#1 e” er er e* e®#£0

(z—1)xh(z)+2e % =3 < (x—1)x

& ()P 4+2-3" =0 & ()’ —3e"+2=0 <

Fazendo a substitui¢do de varidvel y = e®, e usando a férmula resolvente, vem:

3+ -3)2 —4(1)(2 3EvV9+38 3+1
S PRz = SR

Sy -3y+2=0&y=
Como y = €%, temos que:
ef=1Vver=2<zxz=lnlVvze=h2< =0V zr=In2

C.S.={0,In2}
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13.

13.1. Para estudar o sentido das concavidades do grafico e a existéncia de pontos de inflexao, vamos
determinar a expressdo da segunda derivada, pelo que comegamos por determinar g':

J(x) = (icos(zx) — cos x> = <jlcos(2x)>/ — (cosz) = i (cos(2z)) — (—senz) =

1 ’ _
b (—(2z)"sen (2z)) + senx =

Assim, determinando ¢”, temos que:

A~ =

¢"(@) = (¢ (2)) = (-é sen (22) + Senx)/ _ (-i sen (2x)>/+(senm)'

1

1
x (—2) x sen (2z) + senx = —5 sen (2x) + senx

1
== ((22)" cos(2z)) + cosz = —5 % 2 x cos(2z) + cosz = — cos(2x) + cosx

Como os pontos de inflexao sao zeros da segunda derivada, vamos determiné-los:

1
=5 (‘sen (2z)) 4 cosz =

g"(z) =0 & —cos(2z) +cosx =0 & cosz =cos(2z) & z=2x+2knr Vo= —22+2km ke &

S x—2r=2kr Vax+2x=2kn, k€l & —x=2kr V3x=2kr, k€l &

2
<=>J::—2k‘ﬂ'\/.7j=%,k€

Z

27 . o g -
Para k=1, vem oz = —27n V o = 3 e como = € ]|0,7[, podemos verificar que a dnica solugao da

-, 2w
equagao é xr = —

Assim, estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem:

Célculos auxiliares:

Logo, podemos concluir que o gréafico de g:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [%’T,ﬂ[
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo 0,27 ]

e tem um ponto de inflexao de abcissa %’T e cuja ordenada é:

" E):— (2><z
g(z €08 2

21 _ECOS 2)(21 —COSZI_ECOS 4l —(—(3OSE)_1(—COSI
I\3) "1 3 34 3 3) "1 3

@mat.absolummeme.net
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s
13.2. Simplificando a expressao da fungao f, como cos(—a) = cos @, cos(mr—a) = — cos & e cos (5 = a) = sena,

temos:

flx)=g(-2)+g (g - x) = 3005(2(—‘%)) —cos(—zx) + icos (2 (g - x)) — cos (g — x) =

1 1 1 1
=1 cos(—2x) —cos(—x) + 7508 (m — 2x) —cos (g - x) =7 cos(2x) —cosx+ i (—cos (2z)) — senax =

1 1
= ZCOS(QI‘) —cosT — 7 Cos (22) — senx = —COST — SENT = —SENT — COST

Resposta: Opcao B

14. Designando por a a abcissa do ponto P, temos que as suas coordenadas sdo (a,f(a)) = (a,a?), e como o
declive da reta tangente no ponto P, é o valor da derivada no ponto e (22)" = 2z, o declive da reta r é:

my = f'(a) = 2a

Assim, a equacdo da reta r é da forma y = 2ax + b, e substituindo as coordenadas do ponto P (que
pertence a reta) podemos determinar uma expressao para o valor da ordenada na origem:

2 2

a?=2axa+b e a?=22+b < a®? -2 =b = —a®=b

Ou seja, a equacio reduzida da reta r é da forma y = 2az — a?
Designando por k a abcissa do ponto @ (k < 0), temos que as suas coordenadas sio (k,f(k)) = (k,k?) e
como o declive da reta tangente no ponto @), é o valor da derivada no ponto pelo que o declive da reta s é:

ms = f'(k) = 2k

Temos ainda que, como o declive da reta perpendicular é o simétrico do inverso da reta, temos que o

declive da reta s é: .

mg = ——
2a

1 1
Ou seja, temos que: 2k = —— & k= — < k = —— pelo que as coordenadas do ponto () sao
2a 2 X 2a 4a

- (G 8))- ()

. : ) 1 o
Assim a equagao reduzida da reta s é da forma y = —2—x + b e substituindo as coordenadas do ponto )
a
(que pertence a reta) podemos determinar uma expressao para o valor da ordenada na origem:

SR U VRS SIS SIS S AUV SIS SN R S AU S
16a2 ~  2a da 16a2 = 8a2 1602  8a2 16a2  16a2 16a2

1 1
Ou seja, a equacao reduzida da reta r é da forma y = ~22% ~ 16a2
a a

Determinando as coordenadas do ponto de intersecao das retas r e s, em particular a ordenada, vem:

2
y = 2ax — a? y +a? = 2ax yra

=
1 1 1 1 9%

———p = = ——X =
20" 1642 YT 1622 T 20y - e =2

2 2
2

= —2ay — y+a—=—2ay——©—+
2a a

y:

- y+a o Y
2a 16a2 2a
4 4a? 1602 1
& —y—i—i:— v o 4y +4a® = —16a’y — 1 & 4y +16a°y = —4a> -1 &
8a 8a 8a 8a a>0

—(1 + 4a? 1

4y(1 + 4a®) = —(1 + 4a® 4y =
& gl i) (L4 = 1+ 4a2 1+4§>2;£0 4

- , 1
Logo o valor da ordenada do ponto de intersecao das retas r e s é ——, independentemente do valor de a

4
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