Exame final nacional de Matemética A (2020, Epoca especial)

Proposta de resolu¢ido

1.1. Como as coordenadas do ponto B sao (0,2,4), o vetor O? tem as p
mesmas coordenadas, pelo que as coordenadas do vetor BO sao:

BO=-0B=—(024) = (0,— 2, — 4)

E a sua norma é:

|59 - |63 - vEF T E = vaFTo - v

Calculando a norma do vetor ﬁ, temos:

HB_E)H =V 2+ (22 =vItd+d=V12

Como o angulo OBFE é o angulo formado pelos vetores ﬁ e ﬁ, podemos determinar a sua ampli-
tude a partir do respetivo produto escalar:

) BO . BE 0,—2,—4).(22,—2) -4+8 1
) o] ] me

Logo, a amplitude do angulo OBFE, em graus, arredondado as unidades, é

. 4
OBE =cos™!' [ —— | = 75°
(M)



1.2. Determinando as coordenadas do ponto E, temos:

E=B+ BE=(024) + (2.2, — 2) = (2,4,2)

Como a reta OF é perpendicular ao plano «, um vetor diretor da reta também é um vetor normal

do plano, ou seja, o vetor OF (que tem as mesmas coordenadas que o ponto E), é um vetor normal

do plano «, e assim a sua equacao é da forma:

20 +4y+2z2+d=0

Como a aresta [BG] é paralela ao eixo Oz e a medida da aresta do cubo é 2, temos que as coordena-
das do ponto G sao (0,2,2), e como o ponto G pertence ao plano a, podemos determinar o valor do

parametro d, substituindo as coordenadas, na equagao anterior:

2(0)+4(2)+2(2)+d =0 < 04+8+4+d =0 124d =0 d = —12
E assim, uma equagao do plano «, é:
20 4+4y+22-12=0 & z4+2y+2—-6=0

Desta forma podemos determinar as coordenadas dos pontos do
plano que intersetam os eixos coordenados:
e PontoP (y=0A2=0): 24+2(0)+(0)—6=0«< =6
e Ponto Q (z=0A2=0):0+2y+(0)—6=0 & 2y=6 &
y=3
e PontoR(y=0A2=0):0+20)+2—-6=0« 2=6

Desta forma a piramide [OPQR] pode ser entendida como uma
piramide cuja base é um triangulo retangulo cujos catetos medem
6 e 3 unidades e cuja altura é 6, ou seja:

OP x 0Q

X 1
2 3

X

Wl =

1 _
Viorqr) = 3 X Ajopq X OR =

2. Como [MNPQRS] é um hexdgono regular, pode ser dividido em
tidngulos equildteros, pelo que o tridngulo [OM N] é equildtero, temos

que CMN = —= = 60°, e o angulo definido pelo semi-eixo positivo Oz

e areta MN é de 180 — 60 = 120° ou seja a inclinagao da reta M N é
120°, e assim, o declive correspondente, mp;y, é:

mun = tg(120°) = — tg(180 — 120°) = —tg(60°) = —v/3
Assim, temos que a equagao reduzida da reta M N é da forma:

y=—V3z+b

x OR = = x

z
6
B
.......... C
A——D
....... RG | |H
o 3 y

3X6  6—3x6=18

2

Como o ponto M (1,0) pertence & reta, podemos calcular o valor de b, substituindo as coordenadas do

ponto M na condicao anterior:

0=—V3x1+be V3=0

Pelo que a equacgao reduzida da reta M N é:
y=—V3r+V3

Resposta: Opgao A
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3. Como o dado tem 6 faces e é lancado 4 vezes, a quantidade de nimeros que podem ser obtidos, ou seja,

o niimero de casos possiveis, é 64, = 6*

Para que o numero formado seja uma capicua, o algarismo dos milhares deve ser igual ao das unida-
des e o algarismo das dezenas devera ser igual ao das centenas. O algarismo dos milhares nao pode ser 5
nem 6, para que o nimeros seja inferior a 5000, e também nao pode ser 1 nem 3, para que o algarismo das
unidades seja par, visto que devem ser iguais. Assim s6 existem 2 algarismos favordaveis para o primeiro
digito, 6 para o segundo (porque nao existem restrigdes), 1 para o terceiro (porque deve ser igual ao
segundo) e 1 para o quarto (porque deve ser igual ao primeiro) para que o algarismo seja uma capicua,

ou seja, o numero de casos favordveis é 2 x 6 x 1 x 1

Desta forma, a probabilidade é:

Resposta: Opgao C

4.1. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em escolher, ao acaso, um dos héspedes do hotel,

e 0s acontecimentos:

E:<0O hospede ter participado na caminhada na serra da Estrela>
Z:<0 héspede ter participado ter participado na descida do rio Zézere>

Temos que P (E) =0,8; P(Z) =0,5e P (E|Z) =0,3
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:

e P(ENZ) =P(Z) x P(E|R) =05 x0,3=0,15
e« P(ENZ)=P(Z)-P(ENZ)=05-0,15=035

Z Z
E |035|045 |08
E |015

0,5 1

Assim, a probabilidade do héspede, selecionado ao acaso, ter participado na caminhada na serra
da Estrela e nao ter participado na descida do rio Zézere, na forma de percentagem, é 45%, porque

P(ENZ)=P(E)—P(ENZ)=08-035=045

4.2. Como apenas os 4 héspedes dinamarqueses podem conduzir as 4 motos diferentes, a forma de os

distribuir, um por cada moto é: 444 = Py = 4!

Como devemos distribuir os restantes 3 hdspedes suecos pelos 4 lugares disponiveis, o niimero de
formas diferentes de o fazer é A3 (porque se deve considerar a ordem relevante, uma vez que as
motas sao diferentes), ou seja, o niimero total de formas distintas de distribuir os sete héspedes pelas

quatro motos, nas condigoes definidas, é:

4! x* A5 = 576

Resposta: Opgao D
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5. Como a sucessao (u,) é uma progressao geométrica, temos que u, = u; x r"~!

progressao nao é mondtona.

, com r < 0, porque a

Sabe-se que:

2
® U3 = — & U XT° = —
12 12
0’LL18:47.L20<:>U1X7'17:4XU1X7'19

Resolvendo o sistema seguinte, determinamos o valor do primeiro termo e da razao da progressao:

o_ 1 _ ! 1 " = —
Uy Xre= E th = 1272 Uy = 19272 ! 12r2
= &= =
up X 17 =4 x uy x r1? Wl — 4 x Ly p18 17 =4 xrt? L_z°
1272 1272 4 T
1 1
1 o 1 Uy = 3 UL = == 1
YT 1o R 12 (_> T R
& & 2, & 4 &
1 " 1
—:7"2 r—=-4+ i 1 7"_—1 T:—§
r = _5 2

Assim, temos que a expressao do termo geral na forma a x b, é:
1 "' 1 1\" N\ 1 1\" 2 1\"
Up == X [ —= =-x|—-—=] x|-2 =-x[—2] x(=2)=—cx (-2
3 2 3 2 2 3 2 3 2

) 1 . 1 -
6. Como o inverso de 2 é 5 e o inverso de 3 é 2, todos os termos de ordem impar da sucessao sao iguais a 2

- 1
e todos os termos de ordem par sao iguais a 3
Assim, temos que a sucessdo nao é nem uma progressao aritmética nem uma progressdo geométrica.

Por outro lado verifica-se que os termos alternam sucessivamente entre dois valores, pelo que nao é

1
monodtona e como 3 <w, <2,¥n €N, logo (v,) é uma sucessao limitada.

Resposta: Opgao D
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7.1. Escrevendo z; na f.t. temos —1 — i = pe'¥, onde:

e p=|-1-i|=+/(-12+(-1)2=y1I+1=+2

e tg = — =1;comosenf <0 e cosf <0, # é um angulo do 3.2 quadrante, logo

0 +7r 5
=T —_— = —
4 4

5m

E assim z; = \/iei(T), pelo que:
o (21)2 = (\/561(5%)>2 = (\/i)Qei(QXSTW) = 267'(57“) = 261‘(5%72#) = 262(%) =21

se\ 4 . - . . .
o (2)* = (V) = (VD) 1) = 40i5m) = 4eiom=4m) = gomi = 4

Assim, para que z; seja solugdo da equagao % +bz* = =2+, vem que:
z
a+b><( 4) 2+'4:>a(i) 4b 2+i & al 4b 2+i & —db— = 241
— —4)=-2+41 — —4b=-2+1 — —4b=-2+1 —4b— —i=-2+41
2i 242 2x(-1) 2

Pelo que, pela igualdade de dois ntimeros complexos vem que:

a = 1
—4b=-2AN—-——-=1b=—AN-a=2&b==-Na=-2
2 — 2 ¢
7.2. Escrevendo z; na f.t. temos —1 — i = pe'?, onde: el
e p=|-1-i|=+/(-12+(-1)2=vI+1=+2
otgﬂz_—lzl;como senfl < 0 e cosf < 0, # ¢ um angulo do 3.2 0 N
- L4
™ 5 Re(z)
quadrante, logo § = 7 + 171
E assim z; = \/iei(%), pelo que, como o tridngulo [OFG] é equilédtero, F
o numero complexo cujo afixo é o ponto G tem mddulo igual a z; e o Ie

argumento é Arg (z1) + 3 ou seja, € o numero complexo:

. 5t (15) 261 ()
21 X 29 = \/567'(%) = 29 = \[67 = 29 = \/>675"
21 \/ﬁez<7)

E assim, escrevendo z, na f.a. vem:

7T+, T 1+
Z9 =— COS — 78€n — = —
2 3 32

Resposta: Opgao B
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8.1. Como a funcgao f corresponde a distancia ao solo de cada ponto da rampa situado x metros a direita
da parede representada por [AB], f(0) corresponde & distancia ao solo do ponto da rampa assente
sobre esta parede, ou seja a altura desta parede, e da mesma forma f(21) corresponde & altura da
parede representada por [CD]:

AB = £(0) = 0,0001 x 0* — 0,005 x 0 + 0,11 x 0> — 0 + 3,4 = 3,4

CD = f(21) = 0,0001 x 21* — 0,005 x 21% 4+ 0,11 x 21% — 21 + 3,4 = 4,0531

E assim, temos que o valor absoluto da diferenca entre as alturas das duas paredes, em metros, com
arredondamento as décimas, é:

[CD —4B| = |£(21) - £(0)] ~ 0,7

Resposta: Opgao B

8.2. Como o jovem que se encontra mais préximo da parede representada por [AB] estd a um metro desta
parede, a sua distancia ao solo é dada por f(1). Como nesse instante, os dois jovens estdo & mesma
distancia ao solo, a distancia do jovem que se encontra mais proximo da parede representada por
[CD] estd da parede representada por [AB] é dada por:

f@) = £() T
Representado o grafico da fungao f, numa ja-
nela adequada, ou seja, x € [0,21] e a reta de
equacdo y = f(1), e usando a ferramenta da ‘\
calculadora gréfica para determinar os valores 2 505
aproximados das coordenadas dos pontos de :
intersecao, determinamos valores aproximados !
as centésimas das coordenadas do ponto com !
maior abcissa em que os dois graficos se inter- !
setam (por representar o jovem mais préximo :
da parede da direita), ou seja (18,288;2,505)

\
r

0 18,288 21 "

Assim temos que o jovem mais préximo da parede da direita estd a 18,288 metros da parede da es-
querda, e como as duas paredes distam 21 metros, a distancia d, deste jovem & parede da esquerda,
em metros, arredondado as décimas, é:

d~21— 18,288 ~ 2,7
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2.g = 2 m ~ . 2 ~ ..
9. Como o dominio da fungao é }0,5 [, nao existem assintotas nao verticais.

~ ~ ~ p 71' .
E como a funcgao resulta de operagoes com fungoes continuas em, as retas ]0,5 [, as retas definida por

T . o g p ‘
z=0ezx= 5 580 as lnicas retas que podem ser assintotas do gréfico de f

Assim temos que:

. Coem_1 e2x0_1 9
lim f(z) = lim = = — (Indeterminacéo)
z—0F z—0+ tgx tg0 0
e —1 e?r —1 e?r —1 .e—1
2 2 2 hr& 2
lim f(z) = lim —=£— = lim —4X— = lim L = L= =
z—>0+f( ) a0t 18T a0t SN z—0+ ST E senz 1
- im
20 CcosT 2x cosx e - 2 cos
243
(fazendo y = 2, temos que se z — 07T, entdo y — 01)
CoeY—1
lim
y—0t Y
_ Lim. Notével _ 1 _ 1 _ 1 —9
T . senx . 1 - 1 B 1 -1
lim X lim 1x -
=0t T z—0+2cos x 2 X cos0 2x1 2
—_———
Lim. Notavel
Pelo que a reta x = 0 nao é uma assintota vertical do grafico de f
Da mesma forma, temos que:
2x 2X % g
. .oef—1 ez -1 -1
lim f(z) = lim = — = =0
T z—Z- tgx tg 5 +00

ﬂ- ’ ~ ’ z . 7’ . .
Pelo que a reta x = — também nao é uma assintota vertical do grafico de f e assim podemos concluir que

o grafico de f nao tem qualquer assintota.

10.

10.1. Como a fungao é continua em R, também é continua em x = 1, pelo que

9(1) = lim f(z) = lim g(z)

z—1- r—1+t

Como linll+g(:z:) =g(1)=12-10+8In1=1-10+8x 0= -9+ 0 = -9, calculando lim g(z),
z—

r—1—
temos:
lim g(z) = li vioe 1ol 0 = 0 (lndeterminacs
e ) = Ik  kh—kx1 k_k 0 (ndeterminacio)
2 —z z(x —1) —z(—(x —1)) —z(l —x) —x 1
li = lim —=lim ———% = lim ————* = lim — = ——
ook —kr  ooi-k(l—2)  asi-  k(l—2) ool- k(l—2)  aoi- k k
Assim, como f(1) = —9, e f é continua, temos que:
lim f(z) = f(1) & -9 1<:>l<: 1
1m xXr) = —Y = — — —
rx—1— k 9

Resposta: Opgao D
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10.2. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos
por determinar a expressao da segunda derivada no intervalo |1, + ool:

1
g (z) = (2% — 10+81nx)/ = (:cz)l —(10) 4+ (8Inz) =2z —0+8(Inz) = 2z + 8 x o= 2z + %
’ 8\’ ;o (8 (8) x z — 8(x)’ 0—8 8
Determinando os zeros da segunda derivada, vem:
" 8 8 2 2
@) =0e2-S=02== & 2’°=8ci’=4crs=2V/1=2=2
x xre x>1 z>1

Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico
de g, vem:

T 1 2 +o00

g’ n.d. — 0 +
g n.d. 7N\ | Pt L N—

Logo, podemos concluir que o grafico de g:
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo |1,2]
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo [2, 4+ co]
e tem um unico ponto de inflexao no intervalo definido, cuja abcissa é z = 2

10.3.
Como a fungado g resulta de operagoes sucessi-

vas (}e fun(;('?es contl'nua.s em [1, + oof, é uma | /ey — (\/5)2 —10+8InyE=c—10+8m2} =
funcao continua neste intervalo, e, por isso,

também é continua em [/e,e].

C.A.

:e—10—|—§lne:e—10—|—4x1:6—6%—3,3

Como e — 6 < 0 < €2 — 2, ou seja,
g(ve) < 0 < g(e), entdo, podemos con-
cluir, pelo Teorema de Bolzan(?, que e%iste gle)=e®—10+8lne=e>—10+8=e2— 2~ 54
¢ € Jy/ee| tal que g(c) = 0, ou seja, a fungao g
tem, pelo menos, um zero no intervalo ]y/e,e|
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11.

11.1. Como:
_ 5 5 10
B 1

443 x 3 44 =

T 5 5
¢ h(%) _4—|—3COS(2X%) _4—1—3005(%)

6) T T+ 3cos(2x ) A+ Bcos(BF) A+ 3cos (B —2m)  A+3cos (%)
_ 5 5 .5 10
74+3cos(§)

- T~ 3711
443x = 4+°=
+3x 3 +5

T Im
Calculando a taxa média de variagao da fungao h no intervalo [ ; 6} , temos:

h(?>_h(g)_ié—1é_o

T 0w o 6 P =0

Resposta: Opgao C

11.2. As abcissas dos pontos do grafico da fungéo h, pertencentes ao intervalo | — 7,7[, cuja ordenada é 2
sao as solugoes da equagdo h(x) = 2 que pertencem ao intervalo.
Assim, resolvendo a equacdo, temos:
hg)=2 > 2 o 5=2(4+3cos(2z)) < 5=8+6cos(2z) <
= — = = cos(2x = cos(2x
4 4 3 cos(2x) 443 cos(22)#0
3 1 T
< 5 —8=06cos(2z) & === cos(2z) & cos(2x) = =5 & cos(2x) = cos (7r — §> &
2 2 2
< cos(2x) = cos <;T> & 2 = g +2km V 2z = 7% +2knkeZ &
2m 2km 27 2km 0 s
& x= — Vz=— —keZ cx=—-+krnVa=—-+knkelZ
TTox3 Ty VPT Taxg T NEs o sy tm Y rm oy Ami e
Como se pretende identificar as solugdes do intervalo | — m,7[, atribuindo valores inteiros a k para
identificar as solugoes no intervalo definido, temos:
27 s 47 47
) % T g Ve 3T 3 ( 3 ] 7r,7r[>
T 0
k=0 —>z=-Vzr=——
° T=gVa 3
m T 27 47
o x 3+7r 3 3+7r 3 (3 ¢] 7r,7r[>
Assim, existem quatro pontos no intervalo dado cuja ordenada 2, ou seja, os pontos cujas abcissas
sao:
2T T T 27
o, L. L 52K
37 373 3
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