Exame final nacional de Matemdtica A (2020, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

1.1. Determinando uma expressao de w41 — u, temos

S _8(n+1)—4 8r—-4 8ntd 8n—4 _Bn+4)n+1)—-(Bn—-4)(n+2)
TP T T D)+ n4+l . n+2 ey 1y (n+2)(n+1) -
82+ 8n+4n+4—(8n°+16n—4n—8) 8n +8n+4n+4—8n? —16n+4n+8
B (n+2)(n+1) B (n+2)(n+1) B
_12n+4-12n+8 12

n+2)(n+1)  (n+2)(n+1)

Como n > 0, temos que (n + 2)(n + 1) > 0, e como o quociente de dois nimeros positivos (12 e
(n+2)(n+ 1)) é um valor positivo, temos que:

Upt1 — Up > 0,Vn €N

Ou seja, (uy,) é uma sucessao mondtona crescente.

8n —4 8
1.2. Como lim u,, = lim ( " > = lim (_n) = 8 e (uy) é uma mondtona crescente, entdo limu,, = 8~
n

n+1
E assim, vem que: y‘\
limf (un) = lirg f(z) =logy(8 —87) = logy(0) = —0 f\
z—8~
Graficamente, na figura ao lado, estdo representados U
alguns termos de (x,) como objetos, e alguns termos 0 =
da sucessao das imagens g(z,), que tendem para —oco, — [ ________________ ”"". 8) T
quando o valor de n aumenta. Flun) ::::::::::::::::N:
W) |becccococcoccococoocos I

Resposta: Opgao A




2/7

2. Como cada uma das 4 pessoas escolhe um de entre 5 ntimeros, podendo ocorrer repetigoes, o nimero de
escolhas diferentes que podem ocorrer, ou seja o nimero de casos possiveis, é A} = 5%

Como duas pessoas devem escolher o nimero cinco, e as restantes um numero dos restantes 4, o nimero
de escolhas que obedecem a esta condicdo, ou seja, o niimero de casos favoraveis, é 12 x 42 x4 Cy, onde 4Cj
permite calcular o niimero de posicoes diferentes das 2 pessoas que escolhem o niimero cinco na sequéncia
das 4 pessoas.

Assim a probabilidade de exatamente duas delas das cinco pessoas escolherem o nimero 5, é:

42 X 402
—m = 0,1536
Resposta: Opgao D
3.
3.1. Podemos observar que:
1 P(AnB) 1 1
P(ANB)==-P(A) & ———~=- < P(B|A) =
(ANB) = 3P(4) & —Lr =3 & P(Bl4) =3
E assim, designando por a o nimero de bolas azuis e por b o nimero de bolas brancas que existiam
inicialmente no saco, temos que o numero de bolas brancas na segunda extracao, sabendo que a
primeira bola extraida foi azul, é b e o nimero total de bolas é a — 1+ b
Assim, como a probabilidade de retirar uma bola branca na segunda extracao, sabendo que foi
1
retirada uma bola azul na primeira extragao, é 3’ temos que:
1 b 1
PBA)=- & ———=-o3b=a—-14b& 3b-b+1l=a & 20+1=a
3 a—1+b 3
Desta forma, como b é um ntmero natural, 2b+ 1 é um nimero fmpar, ou seja, a, o numero de bolas
azuis que inicialmente existia no saco era impar.
3.2. Como cada uma das 5 caixas com nimero par deve ter, pelo menos, uma bola azul e existem 8 bolas

azuis, restam 8 — 5 = 3 bolas azuis para colocar como uma segunda bola.

Como cada uma das 5 caixas com numero impar deve ter, pelo menos, uma bola branca e exis-
tem 7 bolas brancas, restam 7 — 5 = 2 bolas brancas para colocar como uma segunda bola.

Desta forma podemos selecionar quaisquer duas das 10 caixas para colocar as duas bolas bran-
cas, a que correspondem '°Cy escolhas diferentes; e depois, por cada uma destas escolhas, devemos
escolher 3 das restantes 8 caixas (porque nenhuma pode conter mais do que duas bolas), para colocar
as 3 bolas azuis restantes, a que correspondem 3C3

Assim, o nimero de maneiras diferentes em podem ficar colocadas as bolas nas dez caixas, nas
condigoes indicadas, é:
100, x® 03 = 2520

Resposta: Opgao B

mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2020

4.1. Considerando z = pe®?, temos que:
2=7 & (pei9)2 = el o p2ei?0) = pei(=9) o P2 = p A 20=—0+2%kn, kel

Assim temos que:

e pP=p & pP’-p=0&pp-1)=0&p=0Vp-1=0& p=0Vp=1
2k
. 20:—9+21m@29+0:2kw@30:2m@9=7ﬁ,kez

Assim, trés solugdes ndo nulas da equagao (p # 0), com afixos diferentes, séo:

e 21=¢D(p=1AEk=0)
. zgzei(%) (p=1ANk=1)

. 23:ei(%) (p=1ANk=2)
(As restantes solugoes nao nulas da equagao, associadas a outros valores de k, tém afixos iguais a um
dos trés apresentados).

N

'S

Logo, escrevendo duas das solugoes apresentadas na forma algébrica, vem:

o 21 =0 =¢0=1

(2n 2 2 1 3
® 2o = et(%) = cos <§> + 7 sen (;) = —cos (g) + 2sen (%) = 3 + %z

Logo, como os afixos dos nimeros complexos nao nulos que sao solugoes desta equagao sao os vértices
de um poligono regular, ou seja de um triangulo equildtero, temos que respetivo o perimetro é dado
pelo triplo da medida do lado, que, por sua vez, é a distancia entre dois afixos, ou seja:

2 2 2

1 :
14 - — =i
3\? N AN e [12
= 85 <2> +<—2> =37 +7=3 Z:3\/3

2 2
4.2. Observando a condigao, temos que:

=@ X =3 X =

3
PZSX‘Zl—Z2|=3X 5_

Re(z) xIm(z) =1 & Im(z) = %(z)

Ou seja, o conjunto de afixos que verificam a condigao, sao os afixos de niimeros complexos, cujas par-
tes real e imagindria sao inversamente proporcionais, ou seja, o conjunto de pontos é uma hipérbole.

Podemos ainda verificar que estes afixos pertencem ao 1.° e 3.° quadrantes, porque os nimeros
complexos correspondentes tém as partes real e imaginaria, ambas positivas, ou ambas negativas.

Assim, de entre as opcgoes apresentadas, a unica onde pode estar representado, no plano complexo, o
conjunto de pontos definido por esta condigao, é a op¢ao D.

Resposta: Opgao D
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5.1.

5.2.

Determinando as coordenadas dos pontos A e B, com recurso a equacao que define o plano ABC,
temos:

e Como o ponto A pertence ao eixo Oz, tem ordenada e cota nulas, e assim, a sua abcissa é:
12
3x4+4(0)+4(0)—12=0 & 32+04+0=12 & z = 3 S =4
e Como o ponto B pertence ao eixo Oy, tem abcissa e cota nulas, e assim, a sua ordenada é:
12
300)+4y+4(0)—12=0 & 0+4y+0=12 & y = T &S y=3

Assim, as coordenadas dos pontos A e B sao, respetivamente, (4,0,0) e (0,3,0) e a distancia AB, ou
seja, a altura do cilindro, é:

AB=(0- 4P +(B-02+(0-02=(-42+F =VI6+9=v25=5

Como o volume do cilindro (Vi) é igual a 107 podemos determinar BC, ou seja, a medida do raio
da base do cilindro:

e - — 10 - 7 _
Vo=nxBC xAB @1%:“30%5@5—”:302@302:27@ BC =2
T BC>0

Designado por @ o ponto do plano ABC que se encontra mais proximo do
ponto P, entao a reta P(Q é perpendicular ao plano ABC, pelo que o vetor
normal do plano ABC (¥ = (3,4,4))é também um vetor diretor da reta PQ.
Assim, temos que uma equagao vetorial da reta PQ, é:

<L

(z.4,2) =P+ AU, AeR & (z,9,2) = (3,5,6) + \(3,4,4), A\ e R |

Assim, as coordenadas de todos os pontos da reta PQ, e em particular o ponto
do ponto @, para A € R, sdo da forma:

(2,9,2) = (3,5,6) + A(3,4,4) = (3+ 3\,5 + 4)\,6 + 4))

Como o ponto @ pertence ao plano ABC podemos determinar o valor de A substituindo as coorde-
nadas genéricas do ponto, na equagao do plano:

33+ 3A) +4(5 +4A) +4(6+4)) —12=0 < 9+ 9A+20+16A+24+16A — 12 =0 <

S 4IA=12-9-20—-24 & 41X =41 & )\:—% S A=-1

Desta forma temos que as coordenadas do ponto @) séo:

(3+3(-1),5+4(-1),6+4(-1)) =(3-35—-4,6—4) =(0,1,2)

Como o declive da reta é a tangente da inclinacao (m = tg OTS), ou seja:

tgOTS =2 = OTS =tg ~1(2)

Como o ponto S pertence ao eixo Oy e tem abcissa inferior a do ponto T STU e OTS sao angulos
suplementares, ou seja:

STU + OTS = 7 rad

E assim, recorrendo a calculadora, temos que:

STU + tg '(2) =7 & STU =7 — tg ~'(2) = STU ~ 2,03rad

Resposta: Opgao C
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7.1. Como quando o movimento de rotacao da manivela se inicia, o pistao se encontra na posi¢ao B, a
distancia do pistao ao ponto O, zero segundos, apds o instante em que ¢é iniciado o movimento, é
dada por:

OP = OB = d(0)

Assim, o comprimento da biela, em centimetros, é:
OB — OM =d(0) —1=rcos(0) + /9 — sen2(0) —1=1++v/9-0-1=3

Resposta: Opgao B

7.2. Temos que no instante g, a distancia do pistao ao ponto O é d(tp) e passados 2 segundos, a distancia
é dada por d(tg + 2)

Como nestes dois segundos a distancia diminuiu 25%, ficou reduzida a 75% do valor anterior, ou
seja:
d(to +2) = 0,75d(to)

Desta forma simplificando a equagao temos:

d(to +2) = 0,75d(tg) < cos(to +2) + /9 — sen?(tg + 2) = 0,75( cos(to) + /9 — sen?(ty))

Visualizando na calculadora grafica os gréficos
das fungoes y; = cos(x +2) ++/9 — sen?(z + 2),
e y» = 0,75(cos(z) + /9 — sen?(z)), para
0 <z <5 (porque a situagao descrita se reporta
aos primeiros 5 segundos do movimento), repro-
duzidos na figura ao lado, e usando a fungao da
calculadora para determinar valores aproxima-
dos das coordenadas do ponto de intersecao de
dois graficos, obtemos o valor aproximado com
duas casas decimais das coordenadas do ponto 2,08
de intersecao (1,63;2,08)

Assim, temos que ty =~ 1,63 e que a distancia
correspondente, arredondada as décimas, é:

d(1,63) ~ cos(1,63) + /9 — sen?(1,63) ~ 2,8 cm 0

8. Como o ponto A esta sobre a reta definida pela equacao x = 1, tangente a circunferéncia trigonométrica,
entao a ordenada do ponto A é y4 = tga = a, sendo a o angulo definido pelo semieixo positivo Ox e pela
semireta O A

Como o ponto B pertence a circunferéncia trigonométrica, tem coordenadas (cosc, sena), ou seja, a
abcissa do ponto B é xp = cos«

Desta forma, como 1 + tg2a = tga # 0, e cosa # 0, temos que a abcissa do ponto B:

o0s2 a’

14+a%=

1 , 1 [ 1 1
rp? < B T 1+4a2 mSOxB_ 1+ a2 (:)xB_\/l_ya?

Resposta: Opgao A
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9.1. Como a funcao estd definida em ] — 00,2], comegamos por determinar o declive da assintota obliqua
do grafico de f, quando x — —oc:

e lim L@ gy, Wl <w+ln<e+1>)

T——00 I T——00 T T——00 x T

In(e? + 1 In(e=> + 1 In(0+ + 1 +
— lim <1+n(6 + )>:1+n(e D mOHD 0y ooy
a5

T——00 —00 —00 —00

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (f(z)—ma)= m (f(x)—x):wgriloo(x—i—ln(ew—l—l)—x): lim (In(e® +1)) =

LA L e
=In(e™®+1)=mn(0"+1)=Inl1=0
Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do gréafico de f é:
y=z+0 & y=2x
9.2. Resolvendo a equagao dada, para x €] — 00,2], temos:

flz)=2z+1 < z+ln(e®+1)=22+1 & Ine*+1)=—z+2z+1 & ne*+1)=z+1 &

1 1
Sl ="+l o e"xe—e"=14 c%e—1)=1 (:)696:71 @x:ln<1>
- —

Apresentando a tnica solucao na forma —Ink, k > 0, vem:

In <6i1> =In(e—1)"") =(-1)In(e—1) = —In(e — 1) (comoe>1, entaoe—1>0)

9.3. Resolvendo a equagdo y = f(x) — x em ordem a z, para determinar a expressao algébrica da fungao
h~!, temos:

y=flr)—z o y=xz+ln(e*+1)—2z & y=ln(e"+1) & e!=e"+1 &

Sed=e+led-1=" < Ine-1)=z

Desta forma temos que, para z €] — 00,2], h~!(z) = In(e® — 1)

Resposta: Opgao C
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10.

10.1. Para averiguar se a fungdo g é continua em 2 = 0, temos que verificar se g(0)

* 9(0)=0
. _ . 2 _ _ . ~
° mhj€+g(x) = zh%h (.’E In x) =0 X (—00) (Indeterminagao)

1 1
(fazendo y = o temos x = " esex — 01, entdo y — +00)

1\ 1 1 1
lim (z*lnz) = lim <(> x In ) = lim (2 x (In1 —lny)) = lim (_nzy
rz—0t y——+oo Yy Yy y—+oo \ Y Yy—r+00 Yy
1 1 1 1 1 1
—— lim <ny) — — lim (nyx) —— lim —Z x lim —=-0x — =0x0t=0
y—+oo \ Y y——+oo Y Yy y—+oo Y y—+ooy +o0o
———
Lim. Notével
I g senw \ sen0 0 L
[ xi)l’él_g(x) = $i}1{)l_ 1 + 1 s =1 + m = 1 + 6 (Indetermmagao)
lim g(z) = lim 1+ ST~ fim 14 lim 2% =14 lim Y
=0~ 20~ 1—e® z—0-  a—0-1—e” z—0- —(—1+ e?)
. senx
lim
sen x . senx z—=0- T
lim 1
o . a5 o z—0~ T o Lim. Notavel -
=1+ lim — o =1 ( e’”—l) sl — e 1 1t
— lim (| — — lim
T r—0— €T z—0~ T
Lim. Notédvel
Como ¢g(0) = lim g(z) = lim g(z), a fun¢éo g é continua em = =0
z—0t z—0—
10.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcdo g, em |0, + ool:
= 2zlnz+x

1 a8
'(z) = (22 Inz) = (22) x 1 2(Inz) =2zl ?x = =2zl =
g (z) = (¢*Inz) = (¢°) xInz + 2°(Inx) rxlnz + x x — xlnx + )

Calculando os zeros da derivada da fungao g, em ]0, + ool, temos:

z—0—

Jd(@)=0 & 2rtlnz+2=0 & z2lhzx+1)=0 &

=0 V2lnz+1=0 = 2lnx=-1 & lnz=—

0¢]0,+o00]

=

N =

r=e€

lim g(z) = lim g(x)

z—0t

Nl

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

z |0 e~ 2 400
g | n.d. — 0 +
g | nd. | T~ | min —
Assim, podemos concluir que a fungao g:

e ¢ decrescente no intervalo }076_%];

e ¢ crescente no intervalo {e_%, + o0 [;

e tem um minimo relativo que é:

g (6_%) = (e_%>21n (e‘é) =elx (—é) xIne= - X

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2020

