Exame final nacional de Matematica A (2020, 2.? fase)

Proposta de resolucido

1.1. Como o plano EFG é perpendicular & reta AE, o vetor diretor da reta (0 =
(3, — 6,2)) é um vetor normal do plano, assim a equacao do plano é da forma:

3z —6y+22+d=0

E como o ponto G pertence ao plano, podemos determinar o valor do parametro
d, substituindo as coordenadas, na equacao anterior:

3(5)—6(3) +2(6) +d=0 < 15-18+12+d=0 < 9+d=0 < d=—9

E assim, uma equagao do plano EFG, é:

3z —6y+22—-9=0

1.2. Como a superficie esférica de contém os oito vértices do cubo, o
respetivo centro esta a igual distancia de todos os vértices, em par-
ticular dos vértices A e G, pelo que o centro é o ponto médio do
segmento [AG], e as suas coordenadas podem ser obtidas a partir
das coordenadas dos extremos do segmento de reta:

5+73+16+4
2 72 72

12 4 10
(?757?) - (67275)

Como [AG] é um didmetro da superficie esférica, e o raio é metade
do diametro, temos que:

AG _ JB-TP+B-12+(6-4?2 _ /(=22 +22+22 _ Vi+d+d _ V12
2

= — =

2 2 2 2

E assim, a equagao da superficie esférica é:

2
(2—6)*+(y—2)*+(2—5)* = (@) & (2—6)°+(y—2)°+(2—5)* = 14—2 s

& (-6 +(y—22+(z—52=3
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2. Como o cubo tem 8 vértices, o nimero de conjuntos de 3 vértices que podem ser escolhidos (ntdmero de
casos possiveis) é 8Cj3
Como cada face tem 4 vértices, o niimero de grupos de 3 vértices que definem essa face 4C3, e como o
cubo tem 6 faces, o nimero de grupos de 3 vértices que definem um plano que contenha uma face, ou seja
o niimero de casos favoraveis, é 6 x* Cs.

Desta forma, a probabilidade é:
6 ><4 C3 3

8Cy T

Resposta: Opgao B

3. De acordo com os acontecimentos A e B definidos, e os dados do enunciado, temos que:

e P(A)=0,3
e P(B)=04
e P(AUB) =09

Assim, usando as Leis de De Morgan, e o teorema do acontecimento contrario, temos que:

P(AUB)=09 & P(ANB)=09 & 1-P(ANB) =09 &
< P(ANB)=1-09 & P(ANnB)=0,1
E assim, podemos calcular P (AU B):
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,3+04-0,1=0,6

Como AN(AUB) = (ANA)U(ANB) = AU(ANB) = A, porque (AN B) C A, entdo, usando a definigdo
de probabilidade condicionada, podemos calcular P (A|(A U B)), e apresentar o resultado na forma de
fragao irredutivel:

3

_ P(An(AuB)) P4 03 19 3 1

Py ) = P(AUB) ~ P(AUB) 06 6 6 2
10

4. Como os numeros devem ser naturais, superiores a 9999 e inferiores a 22 000, entao todos tém 5 algarismos,
usando apenas os algarismos 0, 1, 2 ou 3.

O algarismo das dezenas de milhar tem que ser 1 ou 2 (ndo pode comecar por zero e deve ser infe-
rior a 30000).

Se o algarismo das dezenas de milhar for 1, entao os restantes 4 podem ser escolhidos de entre as 4
alternativas, sem restricdes, com repeticio e considerando relevante a ordem, ou seja, de 4 A}, = 4* = 256
formas diferentes.

Se o algarismo das dezenas de milhar for 2, entao o algarismo dos milhares tem que ser 0 ou 1 (2 opgoes),
para que o numero seja inferior a 22 000 e os restantes 3 podem ser escolhidos de entre as 4 alternativas,
sem restrigdes, com repeticio e considerando relevante a ordem, ou seja, existem 2 x* A4 = 2x4% = 2x 128
nimeros diferentes nestas condigoes.

Assim, a quantidade de nimeros naturais superiores a 9999 e inferiores a 22000 escritos usando ape-
nas os algarismos 0, 1, 2 e 3 é:
AL 42 x* AL =256 + 128 = 384

Resposta: Opgao C
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5. Designando por a e b os dois niimeros reais positivos, e usando as propriedades dos logaritmos, podemos
determinar o produto ab:

1 1 1
logga—i—logsb:g & logs(axb)=§ & ab=83 o ab=+V8 & ab=2

Resposta: Opgao A

6. Como o sétimo termo da progressao aritmética é igual ao dobro do segundo, designado a razao por r,
temos que:

ur=2Xuy & u+(7T—1)xr=2u;+r) © up+6r=2u;1 +2r & 6r—2r=2u; —u; < 4r=1u
Como a soma dos 12 primeiros termos é:

11 12
512:%leZW><12:(47‘+4r—|—117")><?:197"><6:114r

Como a soma dos doze primeiros termos é 57, temos que:

57 1
312—57@ 1147‘—57@7’—@ @7’—5

1 -1
Logo, u; = 4r = 4 x 5= 2eu, =2+ nT, pelo que a ordem do termo 500, é a solucao da equacao
up, = 500:

n—1
2

-1
u, = 500 & 2—1—%2500 & =500—-2 & n—-1=498%x2 & n=996+1: n =997

Ou seja, a ordem do termo 500 é 997, isto é, uggy = 500

1
7. Observando que lim v,, = lim <1 + ) =140 =1, podemos garantir que o limite da sucessao nao é nulo,
n

e também que a sucessao nao é divergente.

1
Verificando que v1 = 1, vg = 9 e vig = 1 + 0= 1,1, temos que v; < wg € que vg > vig, é possivel

afirmar que a sucessdo nao é monotona.

Desta forma, de entre as opgoes apresentadas a unica afirmacao verdadeira é que a sucessao é limitada, o
que pode ser confirmado atendendo a que:

e a representacao grafica dos primeiros nove termos da sucessao sao pontos sobre a bissetriz dos qua-
drantes impares, ou seja 1 < v, <9,¥n <9

e a representacao grafica dos restantes termos da sucessao sao pontos sobre uma hipérbole tal que
v, > 1,Vn > 10

ouseja, 1 <wv, <9,VneN

Resposta: Opgao C
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8.1. Escrevendo z; na forma algébrica, e como i® = i**1 =% x i' = 1 x i = i temos:

4-2%  4-2  (4—2i)(1—q)

_2 4 2 +4_2(i)+4(1—z‘)_2i—|—4—4i
ATT TR T 1 (- xi | i-  _i-(1) 1+i (Q+oya-9
4—4i—2i+2i® 4-6i+2(-1) 4-6i—2 2—6i
 1-di44i-4  1-(-1) = 1+1 2

Considerando zo = a + bi, com a € R e b € R, o produto z; X z2, é dado por:

=1-3

21 X 29 = (1 = 3i) x (a +bi) = a + bi — 3ai — 3bi> = a — 3b(—1) — (b—3a)i = a + 3b+ (b — 3a)i
Como o afixo de z; X zo tem coordenadas iguais, vem que:

Re(z1 X 22) =Im (21 X 29) & a+3b=b—-3a & a+3a=b—-3b & a+3b=b—3a &

4
S da =20 & —2a=b<:) b=—2a

E assim, como |z| = v/5, temos que:
)
Va2 +b2=+5= a2+b2:5(:>a2+(—2a)2:5®a2+4a2=5@5a2:5@a2:g sa==+V1

E que:
b=-21) vb=-2(-1) & b=-2Vb=2

Como o afixo de z; X z3 tem coordenadas positivas, vem que:

e a+3b>0Ab=—-2a = a+3(-2a) >0 & a—6a>0 < —5a>0 < a<0,ouseja, a=—1

b b b 6b b
° a+3b>0/\b:—2a<:>a+3b>0/\_—2:aé—§+3b>0<:>—§+%>0<:>%>0<:>b>0,

ou seja, b =2

Desta forma temos que: zo0 = a +bi = —1 + 2¢

8.2. Como k + i é uma das raizes quadradas do niimero complexo 3 — 44, entao temos que:
(k+i)2=3—-4 & kK> +2ki+i2=3—-4i & k*+2ki—1=3—-4i & k> —1+2ki=3— 4
Da igualdade de dois nimeros complexos, resulta que:
k2—1:3/\2ki:—4i@k2:3+1/\k:7%@k:i\/i/\k:fQ@ (k=2vk=2)Ak= -2 k=2

Resposta: Opgao D

3 3R
9.1. Como o raio da base da calote esférica é igual a — do raio da Terra, ou seja, r = = entao a

percentagem da area da superficie terrestre coberta por um satélite é:

Resposta: Opgao C

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2020

10.

9.2.

10.1.
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Como se pretende que a altitude do satélite seja igual ao raio da base da respetiva calote esférica,
temos que r = h

R
Por outro lado, sabemos que r = TR h? +2hR, e que o raio da Terra é 6400 km, ou seja,
6400 6400v/h2 + 12800h
R = 6400, pel 1= ————/h? 4+ 2h(6400) =
pelo que: 1 = 7= VI A+ 21(6400) I+ 6400

Assim, o raio, em quilémetros, da base da calote esférica cuja superficie é coberta pelo satélite
(ou a respetiva altura) é a solucdo da equacdo da equagao:

_ 6400v/h? 4 12800h
B h + 6400 Y

Desta  forma, visualizando  na  calculadora
grifica os graficos das fungoes f(x) = =z e f

6400/ 22 + 12800h
= 0 400
g(x) = T 6400 , a < = < 6400,

reproduzido na figura ao lado, e usando a funci- 5371 .44
onalidade da calculadora para determinar valores ’ |
aproximados das coordenadas do ponto de intersecao 1
de dois gréficos, obtemos o valor aproximado (as :
centésimas) da abcissa do ponto de intersecao, ou seja, i
|
|
|
|

h

o raio, em quilémetros, da base da calote esférica cuja
superficie é coberta pelo satélite e a respetiva altura,
quando estas sao iguais: |

0 5371,44 x

W

(5371,44; 5371,44)

Assim, temos que R = 6400 e r ~ 5371,44, pelo que a percentagem, arredondada as unidades, da
area da superficie terrestre coberta pelo satélite, naquela posicao, é:

5371,44\ 2
50 (1 —4/1— ’ ~ 923
\/ ( 6400 ) %

Temos que: (fog)(z) = f(g9(x)) = f(cos(z)) = (cos(ac))2 = cos’x

Como o declive da reta tangente num ponto é dado pelo valor da fungao derivada nesse ponto,
determinamos a derivada da fungao f o g:

(fog)(z)=(cos’z) = ((cosz)(cos x))/ = (cosx)'(cos x) + (cos x)(cosz)" = 2(cos x)(cos x) =
= 2(—senx)(cosz) = —2senz cosx

T
E assim, o declive da reta tangente no ponto de abcissa 1 é:

(fog)’(%):f2sen <%>COS(%):72X§X§:72XZ:7%:71

Resposta: Opgao B

[\)
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10.2.
Como f(z) = g(z) & f(x) —g(z) = 0 e as fungdes f e g
sao ambas continuas em R, entdao a funcao f — g também é
continua em R, e em particular é continua em [O,E .
3
C.A.
Como -1 < 0 < 0,6, ou  seja,

f(0)—g(0)<0< f (g) -9 (%), entdo, podemos con- f(0) =9(0) =0% —cos0=0—1=~1

cluir, pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € ]O,g[ tal f (W) _g (W> _ (f)Q . 0,6

que f(c) — g(c) =0, ou seja, que a equagao f(z) —g(z) =0 3 3
e também a equagdo f(x) = g(z) tém, pelo menos, uma

3

solucao em ]0%

11.
11.1. Para averiguar se a fungao h é continua em z = 1, temos que verificar se h(1) = lim h(xz) = lim h(z)
e h(l)=1+1xe"l=14+e0=1+1=2
o lim h(z) = lim (I+zes ) =1+1xel"l=1+e"=1+1=2
z—1

z—1—
, , vz —1 V1—1 1-1
lim h(x) = 1 = = = — (Ind inaga
i (@) a1+ sen (x—1) sen(l—1) sen0 O (Indeterminacao)

(fazendo y =z — 1, temos x =y + 1 e se x — 1T, entdo y — 07)

VyFI-1 WVy+T-1D)Hy+1+1)
y _ y—0t y(WVy+1+1)

seny = . seny =
— lim
Y y—=0~ Y

(Vy+1D2-13) . y+1-1 y 1

lim ~——~ im ———— lim lim ——
oyt y(Vy+14+1)  yooty(Vy+14+1)  yoory(Vy+I14+1)  yosory+14+1

lim h(z) = lim vytl-1_

z—1t y—0t seny y—0t

= .~ seny = ~_ seny = __ seny __ seny
lim lim lim lim
y—0— Y y—0— Y y—0— Y y—0— Y
Lim. Notavel
1
JO+i+1 1 1
1 1+1 2
Assim, temos que, como lim A(z) # lim h(z), a fungdo h ndo é continua em x = 1
T—1- z—1t
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11.2. Como o dominio da funcdo é ] — c0,4], a assintota horizontal do grafico de h é determinada quando

xr — —0OQ:
lim h(z) = lim (1 + mez_l) =1—00xe ®1=1-00x0 (Indeterminagao)
r—r—00 r—r—00
(fazendo y = —z, temos © = —y e se x — —o0, entdo y — +00)

; — g e~ Y1) — i o= WD) 1 _y):
xll}flooh(m) ygr-ﬁr-loo (1+< y)e ) yEI-‘Poo (1 ye ) hm (1 €y+1

lim 1
o 1 1 1
— lim 1— lim - x 222 1 _—x —1--x0=1
y—r+oo y—+ooe 1i € @ +00 e
im —
y—+oo Yy

Lim. Notédvel

Como lim h(xz) =1, a reta de equagdo y = 1 também é assintota horizontal do grafico de h
r—r—00

12.

12.1. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexdo, comegamos
por determinar a expressao da segunda derivada:

f”(x) _ (f/(x))/ _ (2 —‘y-xlnx) _ (2+1nx)’(x)x_2(2+lnw)($)/

B ((2)’+W)xx—(2+lnx)xl_ <0+;> Xr—2—1Inz

T _1—2—lnx_—1—lnx

x2 N 2 T2 N x2
Determinando os zeros da segunda derivada, vem:
" —1—Inx 9
ff@) =0 —5—=0«& -1-lnz=0A 2°#0 &
€T N——
PV, x>0

1
o —l=hz s r=c! o z==
e

Assim, estudando a variagao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico

de f, vem:
T 0 é —+00
—1—Inz | nd. + 0 =
' n.d. + + +
i n.d. + 0 =
f n.d. ~— Pt. L VR

Logo, podemos concluir que o grafico de f:
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [l + oo[
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]O f}

e tem um unico ponto de inflexao, cuja abcissa é r =
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12.2. Como 12 — 22 = (1 — x)(1 + z), temos que:

e @I f@ ) @) @)~ )
11— a2 z—1 12 — 22 =1 (1—2)(1+2) 2-1—(x—1)(1+2x)
P 5V I CEY (O IR R JY O E. L S T
a=1 —(z—1)(14+2) 2-1 x—1 —(1+2) a—1 oz —1 a—1 —(1+ x)
2+1In1
o T rm 1 __2-0_
BEAS A Ey R R Ty !

Resposta: Opgao B
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