Exame final nacional de Matemdtica A (2021, 2.2 fase) @

Proposta de resolucdo

1.1. Como a superficie esférica tem centro no ponto R e contém o ponto @), o comprimento do raio é:

r=RQ=+/(-5-(-2)2+(-12+(-3-12=+/(-5+2)2+42+ (-4)2 =

=/(-3)2+16+16 =9+ 32 = V4l
Como as coordenadas do centro sdo (—5,5, — 3), a equacao da superficie esférica é:
2
(= (=5)*+(y =5+ (2 —(-3)? = <\/4H) & (z+5)%+(y—5)>+ (2 +3)* =41
Resposta: Opgao C

1.2. Como [PQRS] é um trapézio de bases [PQ] e [RS], as retas PQ e RS séo
paralelas. Assim, o plano perpendicular & reta RS também é perpendicular &

reta PQ, pelo que o vetor PQ é um vetor normal do plano pretendido.
PO=Q-P=(-211)-(1,-12) = (-2 1,1 - (-1),1 - 2) = (=32, - 1)

Logo a equacao do plano é da forma:

—3rx+2y—2z+d=0

E como o ponto P pertence ao plano, podemos determinar o valor do parametro d, substituindo as
coordenadas, na equagao anterior:

31 +2(-1)-(2)+d=0< -3-2-24d=0¢& —T+d=0«< d=7
E assim, plano perpendicular & reta RS e que contém o ponto P, é:

—3z+2y—2+7=0



m
2. Representando no circulo trigonométrico um angulo de amplitude a € ]0,5 [,

1
tal que, sena = —— (como na figura ao lado), podemos verificar que

( 7r> . 1 1
sen |66 — — ) = —Coso, Oou seja, cosx = — | —— = -
2 ) .] 9 5 5

E, pela férmula fundamental da trigonometria, vem:

sen? o + 1 2—1<:>sen2a—1—i(:)sen2a—%(:>
5) N 25 25

24 V24 V24

S sena =44/ — & sena=+—— & seno= ——
25 5 aG]O,g[ 5

Logo, podemos calcular o valor de tg a:

V24

V24 —

tga_semoz_ ? _ _ Vo1
E

1

E, como tgf = tg(8 —7) e tg(—B) = —tg 8, temos que:
tg(m—a) =tg(r —a—7) = tg(-a) = —tga = —v24

Como cos 8 = cos(f + 27), logo cos B8 = cos(5 + 4w), e assim, temos que:

cos 77—7T+ = cos 77—7T+ +4r | =

2 T4 2 ") y
| =L o BT (at7)
= cos 5 tat o ) =coslatg

™
Representando no circulo trigonométrico um angulo de amplitude « € ]0,5 {,

1
tal que, cosa = — (como na figura ao lado), podemos verificar que:

T V24
Ccos (a + 5) = —sena = ———

E assim, temos que:

7 24 5v/24 2v24 —Tv24
tg (m—a)—+2 cos <—27r+a) = —tga+2(—sena) ——\/274+2><<—\5F> =— \5ﬁ—— \SF = 5\ﬁ

@mat.absolu‘camen‘ce.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2021

3.1. Como existem 12 raquetes distintas e se pretende escolher ao acaso, um conjunto de 6 (ficando as
restantes 6 no segundo conjunto),o nimero de conjuntos diferentes que é possivel escolher (sem con-
siderar a ordem relevante), é 12Cj

Temos ainda que, como se pretende que este conjunto ficar com 3 raquetes de badminton (das 6
existentes) e 3 raquetes de ténis (das 6 existentes), ficando o restante conjunto com a mesma com-
posicdo, o nimero de casos favoraveis é 5C3 x5 C3

Assim, a probabilidade dos dos dois conjuntos ficar com trés raquetes de badminton e trés raquetes
de ténis, é:
603 ><6 Cg

20, ~ 0,43

Resposta: Opgao B
3.2. Considerando a experiéncia aleatdéria que consiste em escolher, ao acaso, um sécio do clube, e os
acontecimentos:

M :<0O sécio é uma Mulher>
B:<0 sécio pratica badmintons

— 1 5
Temos que P (M) = 0,65; P (B|M) = - e P(M|B) = 6

Assim, considerando P (B) = k e organizando os dados numa tabela obtemos:
e P(M)=1-P(M)=1-0,65=0,35

. —
oP(MﬂB):P(B)xP(M\B):kx%:% ;i B
_ _ _ 1 M — 0,65
 P(MnB)=P(M)xP(BM)=035x - =005 — G
M 0,05 0,35
k 1
Logo, temos que:
— 5k 6k 5k k
P(B)zP(MOB)—kP(MOB) & k:F—i—O,OE) & E—€:0,05 & 6:0’05 < k=03
Assim, temos que:
5k 5x0,3
P(MNB)=— = — =0,2
50 6 k=03 6 0,25
Logo, a probabilidade de o sdcio escolhido ser uma mulher que pratica ténis, na forma de percentagem,

6 40%, & B
P(MNB)=P(M)—-P(MnNB)=065-025=04
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4. Como os pontos pertencem a duas retas, os 5 pontos da reta r sao colineares, pelo que nenhum conjunto
de 3 destes pontos define um tridngulo, assim como acontece para os n pontos da reta s.

Desta forma, para definir um triangulo com 3 destes pontos é necessirio selecionar 2 pontos da reta
r e 1 ponto da reta r (°Co x™ Cy triangulos distintos deste tipo), ou em alternativa, selecionar 1 ponto da
reta r e 2 pontos da reta r (501 x™ Oy tridngulos distintos deste tipo).

Como é possivel definir exatamente 175 tridngulos, temos que:

502 x" C +5 C1 x™"Cy =175

Resolvendo a equagao anterior, determinamos o valor de n:

51 n!
5 n 5 n _ o —
Cy x"C14° C7 x 02—175<:>2'3'><n+2'(n_2)'><5—175®
5 x4 x 3! nx(n—1)x(n—2)! B S5x4xn nxn—-1)x5
Xt ] x5=1T5 & 2" + 5 — 175 o
20 2_p)x5
(:)Tn—l—%:l%@20n+5n2—5n:350<:>5n2+15n—350=0@nz?Vnz—lO

Como n é o nimero de ponto marcados sobre a reta s, entao n € N, ou seja, n =7

5. Temos que: 2~

|

|

) 5 5 |
li =1 2—— | =2—— " =9~ —9 (0t =9" w
im (vn) lm< n+3> +00+3 +00 0 |
|

Entao vem que:

lim g (v,) = lim g(z) =1

T2~

Resposta: Opcao B
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6. De acordo com a enunciado temos que:

® ug + Ugg = —H

® U9 =4 X uy

Assim, resolvendo o sistema seguinte, usando a expressao to termo geral de uma progressao aritmética
(up, = ug + r(n — 1)), determinamos o valor do primeiro termo (u;) e da razao (r) da progressao:

Ug + Ug = —D up+r(6-—1)4u; +r(20-1) = -5 2uy 4+ 5r +19r = —5
= = =
U9 = 4 X uy u1+r(1971):4(u1+r(771)) uy + 187 = 4uq + 4 x 6r
2up + 24r = —5 2up + 24r = —5 2up + 24r = —5 2uy +24r = =5
= = = = 6
uy + 18r = 4uq + 24r 18r — 24r = 4uq — uq —6r = 3uy —gr =u
)
2(—2r) 4 24r =5 —4r +24r = -5 20r = =5 r=—55
<~ 54 54 54 54
—2r = uy —2r = uy —2r = uy —2r =y
T = —1 r = 71 T 71
4 4 4
= <~ =
1 2 1
—2 —1 = U1 1 = U1 Uy = 5
Assim, temos que a soma dos dezasseis primeiros termos desta progressao, Sig, €:
1 1 1 1 1 15
+15<—)+ 4=
2 4 2
516:1”6me16: > x16:%x16f

1 1
:(1—45>><8:8— 5:8:8—15x2:8—30:—22

. { ~ p 2
7. Como z X w =1 < w = —, logo temos que uma expressao do nimero complexo w, é:
z

. i
w = E = e_z = 162(%_%) = lei(%_%) = 1@i(_llo)
V4 261% 2
) T m o o
Assim, como arg (w) = T temos que 10 + 27 também é um argumento do nimero complexo w, ou
seja:
m s 20m 197
arg (w) = ——+2r = —— + =

10 10 10 10
Resposta: Opgao A
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8. Considerando cada pontos do plano complexo na forma z = = + yi, temos que os pontos da reta sao da
forma:

(1+2i)(z+yi)+ (1 —2i)(z —yi) +10 =0 & 2 +yi+2wi+2yi® +2 —yi —22i +2yi* +10=0 &

& 20+ 2(—1)+2y(—1)+10=0 < 22 -2y —2y+10=0 < 22 —4y+10=0 & -2y +5=0 <

x b
Sr+5=2y& —+ - =y

2 2

Assim, de todos os niimeros complexos cujos afixos pertencem

a esta reta, o que tem menor médulo, ou seja, o que estd mais

préximo da origem do plano complexo, é o ponto de tangéncia

da circunferéncia tangente a reta e que passa na origem, ou

seja a intersecao com a reta perpendicular a dada que contém
a origem.

Relativamente & reta perpendicular, sabemos que o de-
clive é o simétrico do inverso do declive da reta dada e que a
ordenada na origem é nula (porque contém a origem), ou seja,
é definida por:

1

2

Desta forma, as coordenadas do ponto de intersegao das duas retas no plano complexo, ou seja, o afixo do
nimero complexo pretendido sao:

2uy=x+5 2(—2x)=x+5 4z —x = —5r =
= = =
y=—2z y=—2z y=—2x W = =245

:r:—§ z=—1 B = =l
& 5 & &
y = 2z y=-2(-1) y=

Desta forma temos que o nimero complexo cujo afixo esta sobre a reta e que tem menor médulo é —1 4+ 23
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9.1. Como o dominio da fungao é R, podem existir assintotas horizontais do grafico de f quando x — —oo
e quando x — +o00:

—c0—e (¥ _co—et® _—co-—00 —o0

q . r—e
e lim f(z)= lim = = = = (Indeterminagao)
T——00 T——00 €T —00 —0Q —00 —0Q
(fazendo y = —z, temos ¢ = —y e se + — —o0, entdo y — +00)
—y—e—(=9) —y—eY Yy Yy
. . e . e . +e . e
lim f(z)= lim T T fim 2% = lim 2 = Im (2+5)=
T——00 y—+o0 -y Yy—>—+00 -y y—+oo Y y—+oo \ Y Yy

ey
= lim 24+ m & =1+ (400) = 400
y—+ooy y—+oo Yy

Lim. Notavel

.« lm fo)= I (ﬁ_?)):\/(+oo)2_+1_3:\/+oo_3_+oo_3

1m = (Indeterminagao)
r—+00 r—+00 r+1 +oo+1 —+00 —+00

(Como z — +0o entdao = > 0 e assim, temos que Vz? = x)

() 2 _les)

lim f(xz)= lim = lim 3=-3+4 lim —F—F—— =
T—+o00 T——+00 x+1 z—+oco x4+ 1 T—+00 ( 1)
z|1+—
0
1 1 1
S R P WA A
Tr—r+00 T—r+00 r—r+00
x<1+—> x 1+—> 1+ —
4 a5
14 !
2 140
— 5 (+1°O) =3+ +0 =-3+1=-2
1+ — +
+oo
Desta forma temos que lim f(xz) = 400 e que lir}rl f(xz) = =2, pelo que nado existe assintota
T——00 T—>+00
horizontal do grafico de f quando x — —oc e y = —2 é a Unica assintota horizontal do grafico de f,

observada quando x — +oo
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9.2. Para calcular o declive da reta tangente, no ponto de abcissa —2 comegamos por determinar a
expressao da derivada da fungao, para x < 0:

x — e_w)/ (z—e ) xz—(z—e")(2)  ([@-—e®)xz- (-7 ()

o) = (2= - :

()= (™)) xz—(r—e ) x1 B (1-(-z)Ye®)xz—az+e® (l+e®)z—z+e”

2 2 2

Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa —2 é:

(Lre D)) - (2 +e D (1+ed)(-)+2+¢

!/
= —2 = =5 =
_—2—262+2+62_—262+62_ e?
B 4 B 4 4
2
Logo a equacao da reta tangente é da forma y = —Zm +b

-2 -2 2
grafico da fungédo e também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equagao da reta, podemos calcular o
valor de b:

-2 — —(-2 —9 — e? 2 2
Como f(-2) = ¢ = < _ 1+ e—, sabemos que o ponto P (—2,1 + %) pertence ao

62

2

62 62 2 62

(&
14+ —=——x (-2 1+ === 1
+3 4><( )+b & =3 2+b<:) +

=b&s 1=0»

| %

Pelo que a equagao da reta tangente é:
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10. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao h:

W (z) = (senz + cos® x)/ (senx), + (cosz x cosx)/ = cosz + (cosz)’ x cosz + cos(z) X (cosz) =
=cosx + (—senz) X cosx + cos(z) X (—senz) = cosx — 2senx cosx = cos z(1l — 2sen )

Calculando os zeros da derivada, no dominio da funcéo ({0,% {), vem:

h(z) =0 & cosz(l —2senz) =0 < cosz =0V 1 —2senx =0 &
1
& cosz =0V —2senx = -1 & cosz =0V senx = B

Como z € [O,g {, temos:

e cosx > 0, pelo que cosz = 0 é uma condigao impossivel

1 N ™
e senx = — T ==
2 6
s
Assim, temos que h'(x) tem um zero em [0,5 [ e estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando

com a monotonia da fungao, vem:

z 0 z
coszT + + + + n.d.
1—2senzx + + 0 = n.d.
n + + 0 — n.d.

h min. — Max — n.d.

Assim, podemos concluir que a fungao h:
e ¢ crescente no intervalo [0,%];

e ¢ decrescente no intervalo [%,g [;

e tem um minimo relativo para x = 0, cujo valor é:
h(0) = sen0+cos?0=04(1)2=0+1=1

e tem um maximo relativo para x = %, cujo valor é:

2
T T T 1 \/g 1 3
6) " Smg Ty g Tt 51

11.1. Como no instante t; a temperatura da substancia foi 30°C, temos que:

10 1
T(t;) =30 < 20+ 100e % =30 < 100e "1 =30 —20 < e Fh = oo € ekt = o<

1 1 —(In1—-1In1 —0+1In1 Inl
Sh|l—=)=—-kt1 & kti=—In( — @k:M@kZM@k:no
10 10 ty t1 th

Resposta: Opgao C
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11.2. Determinando a taxa média de variagao da fungao T relativa aos primeiros 5 minutos, ou seja, no
intervalo [0,t2], temos:

T(t2) —T(0) 20+ 1002042 — (20 4+ 100e~%04%%) 20 4 1006042 — 20 — 100¢°)

TMV; =
(0:¢2] to —0 to to

~100e %042 — 100 x 1 100e%042 — 100
o to - to

Assim, como durante os primeiros to minutos, a taxa
média de variacao da fungao T foi igual a —2,4, o valor
de t5 é a solugao da equacao: y

100e—%04t= _ 100
to

=-24

)

Desta forma, visualizando na calculadora gréfica os

100e—%:04 _ 100
graficos das fungoes f(x) = ¢ e

g(x) =24, para 0 < z < 60, reprodgzido na fi-
gura ao lado, e usando a funcionalidade da calculadora
para determinar valores aproximados das coordenadas
do ponto de intersecao de dois graficos, obtemos o valor
aproximado (&s milésimas) das coordenadas do ponto
de intersecao, cuja abcissa é o valor de ts:

(28,157 —2,4)

Assim temos que o instante t3 &~ 28,157, e como 0,157 minutos corresponde a 0,157 x 60 = 9 temos
que o instante to ocorreu aos 28 minutos e 9 segundos.

12. Determinando os limites laterais, temos:

3
= 0
e lim g(x) = lim <.%‘ .T + k) = 0 + k (Indeterminagao)

z—0— z—0— 2 —z

-z 2 -1 0—1
li = 1 — <+ k)= 1 — 4+ k)= 1 k| =——4+k=1+k
S @) mfg_(zzﬁ) z;%t(x(xw) w;%l_(zﬁ) o1 Th=1t

e lim g(z)= lim (24 Inz) =240 X (—00) (Indeterminacio)
x—07+ z—0+

1
(considerando y = —, temos * = — e se x — 07, entdo y — +0c0)
& Y

11 " Inl—1In
lim g(z) = lim (2+ln) im |2+ —2 [ = lim <2+y>
)

z—0t Yy—+00

— T <2+Olny>_ Ty (2—1“”)_ m 2 lim ¥ _9 =2
y—r—+o00 Yy

Lim. Notével
Como 0 ¢ Dy, e existe lir% g(z), entdo os limites laterais sdo iguais, o que permite determinar o valor de
r—r

k:
lim g(z)= lim g(z) @ 1+k=2 o k=2-1< k=1
z—0+t

r—0~
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13. Determinando o dominio da condicao, temos:
1-2>0A3-22>0% —o>-1A-2x>-3 & <1 /\x<g S <l
Resolvendo a equagao, temos:
zln(l-z)-In(l-z)=(1-2)In(83-22) & In(1-z)(z—1) =—(z—-1)In(8—22) &

(x —1)In(3 — 2z)
z—1

< In(l—-2z)=— A r—1#0 < In(l-2)=-In(3—-2z) <
———

Cond. universal no dominio
s nl-2)+mB-22)=0 < In(l-2)+1In(3—22) =0 < ln((l—x)(3—2m)) -0 &

s (l-z)3-2r)=e" & 3-22-3x+222=1& 22° -52+2=0 &

o o —EEV(E? -4 1 z=2
2% 2 2 e

Cond. impossivel no dominio
1
CS=<-
2

14. Designado a amplitude do dngulo AOBpor «a,temos que:

A Y
e AOB =« 4
e BOC =2x AOB = 2a ¢ ) B
~ ~ ~ (6%
e AOC = AOB + BOC = a + 2a = 3« 2%
Como o tridngulo [AOB] tem area k, considerando o lado [OA] como a o N
base, temos que a altura é sen «, pelo que: (0] Az
OA
Appop =k & ka & 1 x sena =2k & sena =2k

E assim, vem que:
sen’a+cosPa=1 < (2k)? +cos’a=1 < cos®a = 1 — 4k?
Como a ordenada do ponto C' ¢ sen (3a), e como:

e sen(3a) = sen (2a + «)

e sen(a + ) = senacos B + senf cos a

e sen(2a) = 2senacos
(20)

e cos(2a
Entao, vem que:
yo = sen(3a) = sen (2a+a) = sen(2a) cos a-+ sen a cos(2a) = 2sen o cos axcos a+ sen o cos® a— sen’ar) =
= 2senacos® a+2kx (1—4k*—(2k)?)) = 2x 2k x (1—4k>)+2k(1—4k* —4k) = 4k(1—4Kk*)+2k(1—8k?) =
= 4k — 16k® + 2k — 16k> = 6k — 32k°
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