Exame final nacional de Matemdtica A (2022, 2.2 fase) @

Proposta de resolucdo

1. De entre as opgoes apresentadas, a tnica que representa o grafico de uma fungao com um minimo em
x =0 é a opgao (C), porque nas restantes opgoes existem valores de a, pertencentes ao dominio da fungao,

tais que f(a) > f(0)

Resposta: Opgao C

2. Como a soma de todos os elementos da linha n do tridngulo de Pascal é 2", sabemos que: 2" = 16384 e
como 2'4 = 16384 temos que n = 14

Assim, o quarto elemento da linha seguinte (n + 1 = 15), é 1°C3 = 455

Resposta: Opgao B

3. Considerando a experiéncia aleatdéria que consiste analisar o passageiro que saiu em primeiro lugar do
aviao, e os acontecimentos:
A:<O passageiro jé tinha viajado de avido>
F:<0 passageiro ja tinha estado em Faro»

— 2 1
Temos que P (A) =0,7 = l, P(F)=-eP(A|F) =<
10 5 2
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
_ To1_ L _3 A| A
e PA)=1-P(A) =1 T
2 1 2 1 1 1 2
— P o - F _ _ —
oP(AﬂF)—P(F)><P(A|F)—5><2_10_5 5 5|3
_ 2 1 1 — 1 3
P(ANF)=P(F)—P(ANF)=-——-=— F Z | =
+ P(ANF) = PF) - P(AnF) =21 1 aE
— = — 7 1 1 3 7
P(ANF)=P(A)—P(ANF)=—— - == & | L
» PANF) =P @) - P@ANF) = 15~ 1 = EN A

A
. P(F)=1—P(F):1—§

Assim, a probabilidade de esta ter sido a primeira viagem de aviao do passageiro, ou seja, nunca ter viajado
de aviao, do qual sabemos que nunca tinha estado em Faro, na forma de fracao irredutivel, é:
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4. Calculando o nimero de grupos ordenados dos 3 cartdes azuis, temos 3 A3 = P; = 3! hipSteses para dispor
os 3 cartoes azuis em posigoes adjacentes.
E por cada grupo de cartdes azuis, existem Ay = Pjg = 10! ordenacdes possiveis dos 12 cartdes,
correspondendo a disposicao dos 9 cartoes de outras cores e do grupo de cartoes azuis, considerando a
ordenagao relevante.
Assim, o ndmero casos favordveis (disposi¢oes com os cartoes azuis em posigoes adjacentes) é 3! x 10! e o
nimero de casos possiveis (todas as disposigoes dos 12 cartoes) é 12415 = Pjo = 12!, pelo que, recorrendo
a Regra de Laplace, calculando a probabilidade de de os cartées azuis ficarem todos juntos, na forma de
frag@o irredutivel, é:

5.1.

5.2,

3! x 10! 1
p: =

12! 22

Como [ABCDEFGH] é um cubo, as arestas tém o mesmo compri-
mento e sao todas paralelas ou perpendiculares entre si.

Em particular as arestas [AD] e [HE] sao paralelas, e AD = HE C

Assim, como as arestas [AD] e [AB] sao perpendiculares, temos
que:

8.7 = 7378 = cot00% x [8] |18 = < [ x|B] =0

Resposta: Opgao B

Como o ponto E pertence ao plano ADE, e o vetor E é um vetor normal do plano, as coordenadas
do vetor AB séo:

AB=B—A=(1,-12)— (=2,50) = (1 — (=2), -1 - 52— 0) = (3, — 6,2)

Assim, temos que a equagao do plano ADFE pode ser da forma 3z — 6y +2z+d =0
Para determinar o valor de d, na equacdo do anterior, substituimos as coordenadas do ponto A,
porque as estas verificam a equagao do plano, porque o ponto pertence ao plano:

3(-2)—6(5)+2(0)+d=0< —6-30+0+d=0 < d=36
Pelo que, uma equagao cartesiana do plano ADE é
3r —6y+22+36=0

As coordenadas de todos os pontos da reta dada, e em particular o ponto de intersecao da reta com
o plano ADE, ou seja, o ponto E, para k € R, sdo da forma:

(z,2) = (0,0,3) + k(1,—1,— 1) = 0+ kk,0—k,3— k) = (k, —k,3 — k)

Como o ponto de intersecao da pertence ao plano ADFE podemos determinar o valor de k substituindo
as coordenadas genéricas do ponto, na equacgao do plano:

3(k) — 6(—k)+2(3 —k)+36 =0 < 3k+6k+6—2k+36=0 <

—42
@7k+42:0<:>k:7 s k=-6

Desta forma temos que as coordenadas do ponto FE, sao:

(=6, —(—6),3—(—6)) = (—6,6,9)
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Considerando o nimero complexo z escrito na forma algébrica, z = x + yi, temos:
2xZ=4 & @+y)x(@—yi)=4 o 2 —ayitayi—y?i’ =4 & 22 —9*(-1) =4 & 22 +¢* =2°
Ou seja, a condicdo z X Z = 4 define uma circunferéncia de centro na origem e raio 2 .

Resposta: Opgao A

7. Como '8 = i**4+2 =2 = _1, temos que:
4 4 4 4—4i 4—4+4 44
= 4318 = —— 1 4(—1) = 4= - = = =
i ey G el e 1—i 1-4 1—i 1—i
4i(1 4 1) di+4i%  4i+4(-1) —4+4i 949
= = = — = — 7
(1 =4)(1+4) 12 — 42 1—(-1) 2
Escrevendo z na forma trigonométrica (pe®®) temos:
e p=+/(-22+22=\/4+4=18

2 , R @ T 3
o tg = == —1; como senf > 0 e cosf < 0, 8 é um angulo do 2.2 quadrante, logo § = 7 — 1= 4

. 3x . p o g P
Assim temos que z = \/gel( 1 ), e como os argumentos das trés raizes cubicas de um mesmo nimero
. ™ . 2 ~ . 9 P P
complexo diferem de 5 e os respetivos médulos sao iguais, temos que as restantes raizes cibicas de w,
sao:
-3 2 -9 8 (1T
® 25 — \/ée’(T“rT”) = \/gel(%Jr%) = \/§el( 12")
i(17w+zl) Z*(177r+8l) 8 257r) i(zsw 7271,) Z-(257r7247r) z(l)
® 23 = \/ge 12 3 ) = \/ge 12 12 ) — \/ge 12 ) = \/ge 12 = \/ge 12 12 ) = 8e'\12

8. Para averiguar se a fungdo f é continua em x = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(z) = lim f(z)
—

z—0~ z—0+

1 1 1 1

e f(0) :ln\/e+0:1n\/5:1n<62) = ilne: 3 X = 5
1
li = li 1 =1 of ==
» il = M (nverre) S Inveion =,

1- 1-— 0~ 1-1 0
. zl_lglﬁf(,’l:) = $11>I617 ;OS:L' = (()ZES = 0 = 0 (Indeterminacéo)

lim f(z) = lim 1—cosz _ lim (1 —cosx)(1 + cosz) — lim 12 — cos? x _ lim 1—cos?x _
z—0~ x>0~ T z—0~ (1 4+ cosx) z—0-2(1+cosz) z—0-x(1l+ cosx)
(como sen?z + cos?x = 1 < sen?z = 1 — cos? x)

) sen’xy ) sen sen . senw sen z
= lim —— = lim X = lim X lim —— =
a—0-xz(l+cosx) 2-0-\ =z 1+ cosz e—0- T  a—0-14cosx
—_———

sen (0

=1x —
1+ cosO

v
2
m

Como f(0) # lim f(z), entdo a fun¢do f ndo é continua em z =0 .
x—0—
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9.1. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos

por determinar a expressao da segunda derivada no intervalo ]0,7] :
g"(z) = (d'(z)) = (z+2cos’ m)/ = (z) +2(coszcosz) =1+ 2((cosz) cosx + cosz(cos x)") =

=1+ 2((—senz x cosx + cosz(—senx) =1+ 2 x 2(—senz.cosz) =
=1—-2x2senz.cosz =1 — 2sen (2z)
—
sen (2x)

Determinando os zeros da segunda derivada, temos:

1
d"(z) =0 & 1—2sen(2z) =0 < 2sen(2z) =1 & sen(2z) = 5 ® sen (2z) = sen — <

2k
¢>2x:%+2k7r\/2:v:7r—%+2k7r,k€Z@x:%JrTﬂ \/21::5§+2k7r,k€Z@

m o7
=== == Z
S x 12—|—k;7r\/x 12—|—k77,k€

Como se pretende identificar as solugoes do intervalo |0,7[, atribuindo valores inteiros a k para
identificar as solucgdes no intervalo definido, temos:

117 5T s 117 s
U T
ok—0—>x—12 1
T 137 5T 177 137 177

Assim, estudando a variacao de sinal de g” e relacionando com o sentido das concavidades do gréafico
de g, vem:

s 51
g’ n.d. + 0 — 0 + n.d.

Logo, podemos concluir que o gréafico de g:

5
e tem dois pontos de inflexao (de abcissas % e 1—721-)

us o
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo ]O,ﬁ} e no intervalo [2,7{

5
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo [17;71721
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9.2. A abcissa do ponto do gréfico de g em que a tangente é paralela a reta de equagdo y = —2zx, ou seja,
o ponto em que a tangente tem declive m = —2, é a solugéo da equagéo ¢'(z) = —2 .

Como em | — 00,0[ temos ¢'(z) = 3e** — Te®, vem que:
J@)=-2 & 32 —Te* = -2 & 3(e*)’ -7 +2=0 &

(considerando y = e%)

7+./(=7)2 —4(3)(2) 7+5 7-5 1
32 —Ty+2=0 = =%y y=_" —9V ==
& 3y Y+ Sy 203) Sy 5 Yy 5 S y=3

(como y = e%)
1 1
& e$:2Vex:§ <:>.T=hl2Vl‘:1n§ S rz=mn2Vz=mhl-ln3 & z=In2Vzrz=-1n3

Como In2 ¢] — 00,0, a abcissa do ponto do gréfico de g em que a tangente é paralela & reta de
equagao y = —2z,é —1In3 .

10. Como a funcao é continua em ]0, + oo| (porque é o quociente de fungdes continuas), a reta de equagao
x = 0 é a tUnica reta vertical que pode ser assintota do gréafico de h, paralela ao eixo Oy. Para averiguar
esta hip6tese vamos calcular lim h(z):

z—0t
lim A(z) = 1 e +Inz e +In0t 1t—c0 —o0
11m xr) = 1m = = = = —00
z—0+ z—0+ e® —1 Ot —1 1+ -1 0+

Logo a reta de equacao x = 0 é a unica assintota do grafico de h paralela ao eixo das ordenadas.

Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais, ou seja, paralelas ao eixo Oz, como o dominio
de h é 10, + oo[, vamos calcular lim h(z):
r—+00

. . e +Inz e +1In(+00) +oo+00 +00
lim h(zx) = lim = = =
z—+00 z—to0 e® — 1 et> —1 +00 400

N e tinz b (|2 o 202 B (10 22
e +Inz . et z—+oo \ €% er T—+00 ex
_— im = = =

(indeterminagao)

. Inx
lim —
rx——+oco I

—_———
Inz 1+ Lim. Notavel
lim 1+ lim — — — —

_ x—+00 r—+oco e €T _ Lim. Notdvel 400 1+0 _
o 1 1 B 1 B — o o
lim 1— lim — 1 - — 1=0 1

T— 400 r—+o0 e® etoo 400

Logo, podemos concluir que a reta de equagao y = 1 é a tnica assintota horizontal, ou seja, paralela ao
eixo das abcissas, do gréfico de h, quando x — 400 .

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2022

11.

11.1.

11.2.

Calculando a massa de sal no instante da abertura das torneiras (¢t = 0), temos:

3 _ 3 _
m(0) = 30(1+0,006 x 0)° —20 _ 30(1)° 20 1 _,
(1+ 0,006 x 0)2 (1)2 1

Calculando a massa de sal um minuto apds a abertura das torneiras (¢ = 1), temos:

(1) = 30(1 40,006 x 1)* — 29 30(1 + 0,006)® — 29
T (1+0006x1)2  (1+0,006)2

~ 1,524

Assim, a diferenca das massas ao fim de um minuto é 1,524 — 1 = 0,524, pelo que a percentagem (p)
de aumento da massa de sal no primeiro minuto é:
0 _ p
1 0524

< 0,524 x100=p < 524 =p

Pelo que percentagem de aumento, com arrendamento as unidades é 52%.

Resposta: Opgao B

No instante a a massa de sal no tanque é m(a). Como passada meia hora, ou seja, 30 minutos, a que
corresponde o instante a + 30, a massa de sal triplica, relativamente ao instante a, pelo que o valor
de a é a solugao da equagao

m(a + 30) = 3m(a)

30(1 + 0,0062)® — 29

Assim, inserindo na calculadora a fungdo f(z) = (17 0,0062)?
,0062

, determinamos o valor de a

como a abcissa do ponto de interse¢ao das fungoes:

o 4(@) = f (2 +30)
o h(zx)=3x f(x)

Representando na calculadora as funcoes g
e h, numa janela compativel com o dominio
da funcao (z € [0,250]), obtemos o grafico
representado na figura ao lado.

Recorrendo & fungao da calculadora para
determinar valores aproximados das coordena-
das dos pontos de intersecao dos dois gréficos,
obtemos valores aproximados as décimas da
abcissa do ponto de intersegao dos dois graficos:

18.47

10,35 min.

o' 10,35 250

Desta forma, como 0,35 minutos correspondem a 0,35 x 60 = 21 segundos, o instante em causa ocorre
10 minutos e 21 segundos apds a abertura das torneiras.
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12.

13.

14.

4n —1
Como limu,, = lim il

dn . - . =
= lim — = lim4 = 4, entdo (u,) é uma sucessao convergente.
n

Como qualquer sucessao convergente é limitada, entao (u,) é uma sucessao limitada.

Como os extremos da fungao correspondem aos zeros da funcao derivada associados & mudanga de sinal,
comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:

1 N AUAY 1
f(z) = (3963 + az® + o’z + \/5) = (3303) + (az?)" + (a’z) + (V2)' = 3 x §x2 +2ax +a®+0=

= 2?4 2ax +a® = (z +a)?
Calculando os zeros da derivada da fungao f, temos: Vil
fliz)=0 & (r+a)’=0 & (z+a)(z+a)=0 & z=-a V 2r=—a

Assim, temos que —a é o tnico zero da derivada da funcdo f, mas como
nao esta associado a uma mudanca de sinal, nao corresponde a um extremo
da fungao, e por nao existir qualquer outro zero da derivada, a funcao nao
tem extremos. —a T

A 4

1
Como cosa = X temos que:

tg?a+1= s tgla+1= @tg2a:4—1<:>tga::}:\/§

4;\,_.‘,_.

1
1N\ 2
2
7T' ~ . . g . ~
Como 0 < a < 3 entao tga = v/3, e como o declive da reta s é a tangente da inclinacio m, = tga = /3,

e a reta s passa pela origem, é definida pela equacio: y = v/3z.

Desta forma as coordenadas do ponto B sao:

3 3 3 3
yz%x—f—l ﬁxz%x—i—l \/gx—gmzl g:vzl

= 54 54 =

y =3z y=+V3z y =3z y =3z

Temos ainda que a abcissa do ponto A é:

V3 V3

_2v3

[\
S
w

E assim, a drea do tridangulo [AOB], é:
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15.

8/8

Como os pontos A e B pertencem ao grafico de f, designado por a a abcissa do ponto A e por B a abcissa
do ponto B, temos que as coordenadas destes pontos sdo A(a,a?) e B(b,b?).

Assim, o declive da reta r (reta AB) é dado por:

_b2—a2_(b—a)(b+a)_
M= e T o 0T

Como o ponto de coordenadas (0,1) pertence a reta r, temos que a sua equagao é: y = (b+a)x +1 .
Temos ainda que, como o ponto A pertence a reta r, as suas coordenadas verificam a equacao da reta:

2

a>=(b+a)a)+1 & d®=ab+ad’+1 o d>—a®>—ab=1 & —ab=1 & ab=—1

Determinando as coordenadas dos vetores O—/i e O? , temos:
o OA=A—0= (a6 - (0,0) = (a,0?)
e« OB=B— 0= (b)) — (0,0) = (b,6%)

E assim, calculado o produto escalar, temos:

OA.OB = (a,a2).(0p?) = a x b+ a? x b® = ab+ (ab)? = —1+ (-1)2 = -1+1=0

Como 0—1210? = 0, entao o angulo AOB ¢ reto.
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