Proposta de resolucdo

Exame final nacional de Matemdtica A (2023, 1.2 fase) @

1. Calculando o valor do limite da sucessao, temos que:

elps) (oS ) o))

Resposta: Opgao C

2. Como cada segmento de reta tem mais 2 cm que o anterior, a sucessao dos comprimentos dos segmentos,
em centimetros, é uma progressao aritmética de razdo 2 (r = 2).

Como o comprimento total da linha poligonal, construida até ao 100.° segmento, é 104 metros, ou seja,
10 400 centimetros, temos que a soma dos 100 primeiros termos é 10 400 (S190 = 10400).

Designando por u; o primeiro termo, temos que o termo de ordem 100 da sequéncia é:
uoo = u1 + (100 — 1) x r = w3 +99 X 2 = uy + 198

Assim, recorrendo a férmula da soma dos 100 primeiros termos de uma progressdo aritmética, podemos
calcular o valor do primeiro termo, uj, ou seja, o comprimento do segmento de reta [AB], em centimetros:

U1 + U100 Uy + (u1 + 198) _ 10400 PN 2up + 198

=104
2 100 2 04 =

S100 = 10400 & x 100 = 10400 <

10
(:)2u1+198:104><2©2u1:208—198©2u1:10©u1:7 S up =95



2/7

3. Para estudar o sentido o sentido das concavidades e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos por
determinar a expressao da segunda derivada:

/
(@) = (f'(2) = (—22) €% + (=2z) (61—902) = —2¢7% _ 2z (1—-a?) % =
= —2¢1 _ 2z (0 —2x) ™% = _2e177" | 4g2el77" = (177" (-2 +42?%)
Determinando os zeros da segunda derivada, vem:

fll@)=0 6 % (2440?) =0 =0 Vv —2442=06 4’=2¢
Cond. impossivel

2 , 1 1 1 1 V2 V2

— = = ::l: = = o= = — = —— —_ —

4(:>3: 2<:>LU \/;(:)x \/5\/33 ﬁﬁx 2\/x 5

Assim, estudando a variacao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de
b
f, vem:

o p? =

T —00 —g g +o00
e~ + + + + +
—2 + 422 + 0 — 0 =
f" < 0 - 0 <
f _” |[Pt.L| 7N |Pt.I1|

Logo, podemos concluir que o grafico de f:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo {—?,72

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo } —00, — %} e no intervalo [%, + oo{

e tem dois ponto de inflexdo, cujas abcissas sao —§ e ?

4.1. Para averiguar se a funcéo g é continua em x = 1, temos que verificar se g(1) = lim g(z) = lierg(x)
z—1- r—1

e g(1)=7x3"1-3=7x32-3=7x1-3=4
li =1 Tx31-3)=7x3"1-3=4
® B fle)= o, (Tam s) =T
dr—4 41)—4 4-4 0

° xlil’{lﬁg(x) = :vlir?* e — = d1-1 1-1_0 (Indeterminagao)
4(x—1)
li =1
S ole) = lm oy

. Yy 1 . 4
=1 = lim (4x = lim |4x =1
y—l)%l_ ey — y—l%l— ( ey — 1) y—lgl— eV —1 y_l)%l— ey —1
Y Y
lim 4
0 4

) .(ey_1> o
lim
y—0~ Yy
—_——

Lim. Notavel

Como ¢g(1) = lim g(x) = lim g(z), entdo a fung¢do g é continua em x = 1.
z—1- z—1t
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4.2.

5.1.

5.2.

As solugoes da equagao pertencem ao conjunto {z € R: g(z) >0 A = > 1}

Como a fungao g é crescente e
z—1 r—1 3 3
g(x) =0 Tx3"7" —-3=0«<3 :7@x—lzlogg,?@x—1:10g33—10g37<:>x:2—10g37

entdo g(x) > 0 se x €]2 — logs 7, + o], e como 2 — log; 7 < 1, as solugdes da equagao pertencem ao
conjunto [1, + ool.

Assim, resolvendo a equacio, temos:

logs (g(z)) = z+logg 2 < logs (Tx3°7'=3) = z+logs 2 & logs (7x 3" 1 —3) = logs(3")+logy 2 <

x

3
& logs (Tx 371 —3) =logg(3" x2) & Tx3"7'1-3=2x3" & Tx 3 -2x3 =3¢
& Tx3—-6x3"=9 e 3"=9 o r=log;9 & z=2

Assim, como 2 € [1, 4+ o[, o conjunto dos numeros reais que sdo solugdo da equagao, é {2} .

Calculando o nimero de grupos ordenados dos trés jovens, temos 3! grupos. E por cada um destes
grupos, existem 8! ordenacgoes possiveis dos 10 jovens, correspondendo a ordenagdo dos restantes 7
jovens e de um destes grupos.

Assim, o nimero de formas diferentes de dispor os 10 jovens na fila é:
3! x 8! = 241920

Resposta: Opgao B

Considerando a experiéncia aleatoria que consiste em selecionar, ao acaso, um jovem que respondeu
ao questiondrio, e os acontecimentos:

F:<O jovem respondeu que praticava surf>

K:O jovem respondeu que praticava skate

— 4
Temos que: P (F) =0,65; P(KNF)=02e¢ P (KI|F)= R =0,8

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
KNF)=P(K|F)x P(F)=0,8x0,65=0,52

=l

P(
P(FNK)=P(F)-P(FNK)=065-052=0,13 K
P(

K)=P(FNK)+P(FNK)=0,52-02=0,72 F 052013065

. P(F):l—P(K)=1—0,72:0,28

Bl

0,2

0,72 1

Assim, calculando a probabilidade de que o jovem selecionado que, no questionario, ter respondido que
praticava surf sabendo que tinha respondido que nao praticava skate, na forma de fracao irredutivel,
é: o
P(FNK) 013 13

P(K) 028 28

P(FK) =

@mat.absolummeme.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2022

4/7

5.3. Relativamente a probabilidade de selecionar dois jovens do grupo com idades distintas, sabemos que:
e o0 ntimero de casos possiveis é "°Cy, correspondendo a todos os conjuntos de 2 jovens dos grupos
que é possivel formar com os 70 elementos do grupo;

e designando por m o nimero de jovens com 13 anos do grupo, o nimero de casos favordveis é:
nx (70—n), porque existem n jovens com 13 anos e 70—n jovens com 14 anos, e ndo consideramos
a ordem relevante.

Assim, temos que:

n(70—n) 16 70n —n? 16 2 %
—_— = — —_— = — 35(70n — =16 x 2415 35(70n — =16 x 2415
C, 3 < “oiE 3 < (70n — n®) X < 35(70n — n®) X &

& 2450n — 35n% = 38640 < 35n% — 2450n + 38640 =0 <
—(—2450) £ /(—2450)2 — 4(35)(38 640)
2(35)

Como o numero de jovens com 13 anos € inferior ao nuimero de jovens com 14 anos, temos que o

nimero de jovens com 13 anos é 24 (porque se fosse 35, seria maior que o nimero de jovens com 14
anos).

& n= S n=24V n=35

6.1. Como as retas OD e AC sdo paralelas porque contém arestas laterais de um prisma reto, os respetivos
. ~ . . 3 1
vetores diretores sao colineares. Desta forma, podemos verificar que o vetor <O,2,2 = 5(0,4,3), ou

seja, é colinear com um vetor diretor da reta AC', e por isso é um vetor diretor da reta OD.

3
Temos ainda que, uma equagao da reta OD é (z,y,z) = (0,0,0) + & (0,2,2> ,k € R, pelo que podemos
verificar que o ponto de coordenadas (0, — 4, — 3) pertence & reta OD porque

3
3
Assim, (z,y,2) = (0,—4,—3)+ k& (0,2,2) ,k € R é uma equacao vetorial que define a reta OD.
Resposta: Opgao B

6.2. Como a base [ABC] do tridngulo estd inscrita numa semicircunferéncia de didmetro [AB], entdo o
triangulo é retangulo em C| e por isso a reta AC é perpendicular ao plano CBE.

Assim, o vetor ¥ = (0,4,3), vetor diretor da reta AC é também um vetor normal do plano CBE,
pelo que este pode ser definido por uma equagao da forma Oz + 4y + 32 +d = 0,d € R. Como o
ponto E pertence ao eixo Oy e OE = 12,5, temos que as suas coordenadas sio (0;12,5;0), pelo que
podemos determinar o valor do parametro d na equacao do plano CBE:

044(125)+3(0)+d=0 < 50+0+d=0 < d=-50

Pelo que uma equagao do plano CBFE é 4y + 3z — 50 = 0.

Assim, as coordenadas do ponto C, podem ser determinadas pela intersecdo da reta AC' com o
plano CBE. Assim, temos que as coordenadas de um ponto da reta AC sdo da forma (z,y,z) =
(10,0,0) + (0,4k,3k) = (10,4k,3k), k € R, e substituindo as coordenadas na equagao do plano, temos:

50
4(4k) +3(3K) =50 = 0 & 16k + 9k =50 & 25k =50 & k== & k=2

Desta forma, substituindo o valor de k nas coordenadas do ponto da reta AC, (10,4k,3k), obtemos
as coordenadas do ponto C:
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7. Identificando as coordenadas dos pontos () e P, temos:

e como o ponto @ pertence a circunferéncia de centro na origem e raio 2 e a semirreta O define com
o semieixo positivo Oz um angulo de amplitude «, as suas coordenadas sao (2 cosq,2sen «), pelo

que 05 =Q—0=(2cosa,2senq) ,

e como o ponto P pertence a mesma circunferéncia e tem a mesma abcissa do ponto ) entdao a sua
ordenada é simétrica da do ponto @, pelo que as suas coordenadas sao (2 cos @, —2sen ), e de forma
andloga, se tem que OP = P — O = (2cos a, —2sen av).

Assim, como cos? a — sen? a = cos(2a), vem que:

O?(ﬁ =3 & (2cosa, —2sena).(2cosa,2sena) =3 < (2cosa)? + (—2sena) x (2sena) =3 &

3
& 4deos’a —4sen’a =3 & 4(cos’a — sen’a) =3 & cos(2a) = 1

8. Como a disténcia ao solo do foguete é dado por a(t), no instante ¢, a distdncia ao solo, 3 segundos depois
é dada por a(t + 3), pelo que a distancia percorrida, durante os 3 segundos é dada por a(t + 3) — a(t).
Como se pretende que esta distancia seja igual a 25 metros, o instante ¢ em que se verifica a condigao
dada é a solucao da equacao a(t + 3) —a(t) =25 .

Assim, inserindo na calculadora a fungéo f(x) = 100 (x +(10—z) x1n (1 = 1%) >—4,9gc2 , determinamos

o valor de t como a abcissa do ponto de intersecao das fungoes:

e g(x) = f(z+3) - fx)
o h(z)=25 Yy

Representando na calculadora as fungoes g e h, numa janela
compativel com o dominio da fungdo (z € [0,5], porque
Dy = [0,8], logo Dy(,—3) = [0,5]), obtemos o gréfico represen-
tado na figura ao lado.

Recorrendo & fungao da calculadora para determinar valo-
res aproximados das coordenadas dos pontos de intersecao
dos dois graficos, obtemos valores aproximados as décimas da
abcissa do ponto de intersecdo dos dois graficos, ou seja, o
instante pretendido:

W

1,8 segundos.

9. Temos que:

e como wgriloo(f(x) -2z4+1)=0 & mginoo(f(x) —(2z—1)) =0, a reta de equagdo y = 2z — 1 é uma

assintota do grafico de f, quando x tende para 400, pelo que nao existe uma assintota horizontal do
grafico de f, quando x tende para 400, ou seja, a afirmacao I. é falsa;

e como a reta de equacao y = 2x — 1 é tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1, entao o ponto
da reta de coordenadas (1,2(1) — 1) = (1,1) também é um ponto do grafico de g, ou seja, g(1) = 1; e
como a fungao g é diferencidvel, também ¢é continua, em particular no ponto de abcissa 1, pelo que
i;rrﬁg(x) = g(1) =1, logo, a afirmacao II. é falsa;

e como o grafico de f tem a concavidade voltada para cima, f”(z) > 0 e como o grafico de g tem a
concavidade voltada para baixo, ¢’ (z) < 0, pelo que f”(x) > ¢”(x) para x > 0, pelo que a afirmacao
III. também é falsa.

©
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10. Como Im (2) = Re(z), e Re(z) > 0, entao o afixo de z é um ponto do primeiro quadrante que pertence &

bissetriz dos quadrante fmpares, ou seja, Arg (z) = %
2 5 A 5 2 5 7
Como AOB = g, entdo Arg (w) = Arg(z) + AOB = % + g = g + % = g

Logo, temos que:
T o T 27 97

A =A A =— 4 —-—=—+ — = —
rg (w X 2) rg (w) + Arg (2) 3 —|—4 3 + A 3

Resposta: Opgao C

11. Escrevendo ¢/(¥) na forma algébrica, temos:

x 5 5 3 1
(%) :cos%—i—isen%:—cos%—i—isen%:—g—i—ix 5

Como 17 = ¢#*4+1 = 41 = simplificando a expressido do nimero w, vem:
b b)

(2

V31 ,
(%) _ 17 —ﬁ+ix1_i —ﬁ—ixl <2z><2>><(z)

w:eT. = 2 ; 2 = 2 - 2 _ - - =
i i i i x (—1)
V3 V3 1
:ZX7+Z Xii X7—1X§7 +ZX\/§
—i2 —(-1) 2 2

Escrevendo w na forma trigonométrica (pe'?), vem que:

o= [ () T i

V3

o tg = Ll = —/3; comosenf > 0 e cosf < 0, § é um angulo do 2.2 quadrante, logo 6 = w—g = —

2

Assim, temos que;
25 4okn

R=w e 2=¢%) o z:ez( : ),k€{0,1}

Assim, os dois nimeros complexos que sao solu¢ao da equacgdo, sao:

2w

( ZE4axoxn e 4 '
o (k:O)—> 61< 2 >=€1<2):ez(%):ez(g)zcosg—yiseng:;4_?2'

.« (k=1) ei(%"w;lxw) :ei<%’”;%"> :ez(s%") _ i) _ (%) =COS4§+isen4§ _

DN | =
[N}

™ ™
= —Ccos— —isen— = —
3

3

12.

12.1. Determinando a expressdo da funcao derivada, temos:
f'(z) = (sen (2z + )" = (sen (22)) +(z)" = (23)' cos(2z)+1 = 2 cos(2z)+1 = 2( cos® z— sen’z) +1 =
= 2(1 — sen’z — sen%:) +1= 2(1 — 2sen2$) +1=2—4sen?z+1 =3 —4sen’z

Resposta: Opgao D
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12.2. As abcissas dos pontos de interse¢dao da reta r com o grafico da funcdo f sdo solugoes da equacao
flz)=—24+2 & fla)+2z—-2=0

- . T
Assim vamos mostrar que a funcéo g(x) = f(z) + 2 — 2 tem pelo menos um zero no intervalo } 53 [

Como a funcdo f, e também a funcdo ¢ resultam de
operagoes sucessivas de fungées continuas em [0,7], sdo
continuas neste intervalo, e em particular no intervalo

r W} C.A.

o3 (F)=om (2x D)+ T+ 72w
Como g(%) < 0 < g(g), entao, pOd(—H;lO:- concluir, Y 6 :_0’09 6 -
pelo Teorema de Bolzano, que existe ¢ € }g,g{ tal que

g(c) = 0, ou seja, que existe, pelo menos, uma solucao da
equagdo g(z) = f(z) +z — 2 no intervalo } %,g {, isto é, que
a reta r intersecta o grafico da funcao f em pelo menos um
ponto, cuja abcissa(s) pertencem a este intervalo.

13. Como o declive da reta tangente ao grafico de f, é dado por f'(x), comegamos por derivar a fungao f:
f'(z) = (az® + bz) = 2az + b

Como sabemos que o declive da reta tangente é a, a abcissa do ponto de tangéncia é a solucao da equagao
f'(z) = a, e desta forma temos:

—b
flx)=a & 2ax+b=a & 2ax =a—-b & x = &2
a
Assim, podemos determinar a ordenada do ponto de tangéncia:
e através da equagao da reta tangente:
B a—b +b_afb+b_afb+2b_afb+26_a+b
V=9 "2 2 T2 T T 2 T2

e através da expressao algébrica da fungao f:

f(a=0) _, a—b2+h a—b) _ (@ =200+ ba—b _a®—2ab+b ba—b> _
20 ) 2a 20 ) 4a? 20 da 20

a2 —2ab+b?  2ba—2b%  a? —2ab+ b? . 2ba — 2b2 a? —b?

4a 4a 4a 4q 4a

Desta forma, igualando as duas expressoes da ordenada do ponto de tangéncia, temos:

2 12 _
a+b:a 6 @gzw@Zz:afb@Qa—a:fb@a:—b
2 4a 2 a+b

Assim, temos que:

—b —-b—b —2b
e a abcissa do ponto de tangéncia é: a2a = a;;a = 20=0) =5 =

b —b+bd
e a ordenada do ponto de tangéncia é: % = 2+

1;

0
=5=0.

Ou seja o ponto de tangéncia tem coordenadas (1,0).
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