Proposta de resolucdo

Exame final nacional de Matemdtica A (2023, 2.2 fase) @

1. Calculando os valores dos limites das sucessoes, temos que:

e lim 1—z n:lim 1—|—ﬂ "26_2
(1-5) == 50)

. n?+1 . n?+1 . n? .
e lim | — = —lim =—lim— =—-limn= -
n n n
i dn 43 I dn I 4 4
e lim =lim— =lim- = -
3n+4 3n 3 3
_1)n
. lim( ) = 0, porque:
-1 1 1
oSenépar,temosque:lim( ) =lim—=—=0
n  +oo
1) -1 1
o Se n é impar, temos que: lim( ) =lm—=—-———=
+00

Resposta: Opgao D

2. Para cada tridngulo da sequéncia (& exce¢ao do primeiro), o comprimento dos lados é metade do com-
primento dos lados do triangulo do termo anterior da sequéncia. Assim, também o perimetro de cada
tridngulo (P,) é metade do perimetro do tridngulo anterior da sequéncia P,,_1, ou seja:

P,_ 1
"l e Po==xP,

P:
" 2 2

. ~ . . ~ o -1 . o
Ou seja, a sucessao dos perimetros (P,) é uma progressao geométrica de razao o € cujo o primeiro termo

é P =3xAB=3x1=3.

7

Assim, a soma dos perimetros dos n tridngulos da sequéncia, é:

oD e @)y

1
2 2

n

" 1\" 1
Como, para n € N, 3 > (, entao 6 x (5) > 0, pelo que 6 — 6 % (5) < 6, ou seja, a soma dos

perimetros dos n tridngulos da sequéncia é inferior a 6.
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3. Selecionando 2 das 6 posicoes do ntimero em que vao figurar os 2 cincos, temos Cy alternativas diferentes,
porque nao interessa a ordem, visto que as duas posicoes se destinam a nimeros iguais. E por cada uma
destes alternativas, existem 8 A/, = 8* ordenacdes possiveis dos restantes 8 algarismos disponiveis para as
4 posicgoes disponiveis considerando eventualmente a repeticao,

Assim, os nimeros que se podem considerar, nas condi¢oes do enunciado sao:
60y x 8* = 61440

Resposta: Opgao B

P( (AUB) N B)
P(B)

4. Observando que P( (AUB) \B) = , temos:

(AUB)NB=(ANB)U(BNB)=(ANB)Ul=ANB

P(A)=1-P(A)=1-06=04

Como A e B sao equiprovaveis P(B) = P(A) =04 e P (B) = P (A) = 0,6;
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) & 0,7=04+06—-P(ANB) & P(ANB)=1-0,7 &
& P(ANB) =03

e P(ANB) =P(A)—P(ANB) & 03=04-P(ANB) & P(ANB)=04-0,3 & P(ANB)=0,1

E assim, o valor de P( (A U F) \B), na forma de fracao irredutivel, é:

_ P((AUB)NB) punp 01 1
P((AUBHB): P(B) - P(B) 04 4

5. Relativamente a probabilidade de selecionar dois vértices do mesmo hexdgono, sabemos que:

e o numero de pontos vértices na composicao de ordem n é 6n + 1, correspondendo aos 6 vértices de
cada um dos n hexagonos acrescido do ponto V', pelo que o nimero de casos possiveis é:

(6n+1)!  (6n+1) x6nx (6n—1)!  36n%+6n
21(6n +1—2)! 2!(6n — 1)! B 2

Gntley — =18n% + 3n

e como existem 9C, pares de pontos em cada um dos n hexdgonos, o nimero de casos favoraveis é:
60 —
2 XN = 15n

Assim, como n € N, temos que:

GCQXn_E(:) n 5 15n _5 b _5
6nt1Cy, 49 1872 +3n 49 n(18n+3) 49 18n+3 49
720
© T35=90n+15 & 735-15=90n & = =n & n=8

Ou seja, para a probabilidade indicada, a composi¢ao tem 8 hexdgonos.
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6. Substituindo as coordenadas dos pontos na expressao algébrica da fungao, temos que:
e f()=5 & a+el=5 a=5-¢
e f2)=T e a+e?=7T o a=T7T-¢®

Ou seja:
et =7T—e® o P _t_92=-0 < (eb)2—eb—2:0

Considerando y = e®, temos que:

—(-D£V(1D)2-4(1)(-2)

Y -y-2=0®y=

Sy=—-1VvVy=2

2x1
Assim, como y = e®, temos que:
o e’=-1 vet=2 b=n2
——
Cond. impossivel
eag=5—¢e"=5-2=3
7. Calculando o valor do limite, temos:
. sen(2z) sen0 O
lim = = — (Indeterminagéo)
z—0 x 0 0
2 2 x sen (2 sen (2
lim 028y, 2xsen(2) o g sen@2) o g
x—0 x z—0 2x x—0 2x

Lim. Notéavel

Resposta: Opgao D

8.1. As coordenadas do centro da superficie esférica, ou seja, do ponto médio do segmento [AG], sdo:

4412 0+ 3 0+2) g 13
2 72 2 ) 4’

e o raio da superficie esférica, ou seja, metade do diametro, é:

2
13 169 441
_ 12—42+(—0>+2—02 209 421
AG_\/( ) 5 ( )_ 64+4+4_ N
B o 2 2 4

2 2 2

Assim, a superficie esférica é definida por:

($8)2+<yf)2+(21)2 (241>2 & (x8)2+<yf>2+(zl)24;l61

Resposta: Opgao A
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8.2. Como o prisma é reto, as arestas laterais sao perpendiculares as bases do prisma, pelo que a reta EL
(que contém uma aresta lateral) é perpendicular ao plano ABF' (que contém uma das bases). Assim,
observando que o vetor diretor da reta EL também é um vetor normal do plano ABF, temos que
uma equagao deste plano é da forma:

3r+4y+d=0

E como o ponto A pertence ao plano, substituindo as suas coordenadas na equagao anterior, obtemos
o valor do parametro d:

34)+4(0)+d=0 < 124d=0 & d=—12
Ou seja, uma equacao do plano ABF é 3x + 4y — 12 = 0.

Como as retas EL e FG sao paralelas (porque contém arestas laterais de um prisma reto), entao o
vetor diretor diretor do reta EL também é um vetor diretor da reta F'G, pelo que, recorrendo ao
ponto G, obtemos uma equagao vetorial da reta F'G:

1
(z,y,2) = (12, ?3 ,2) +k(3,4,0),k eR

13
E assim, um ponto genérico desta reta, tem coordenadas: <12 + 3k, 5 + 4k, 2>

Como o ponto F' é a intersegdo da reta FG com o plano ABF, substituindo as coordenadas do
ponto genérico da reta F'G na equagao do plano ABF, obtemos o valor de k, correspondente ao
ponto F:

1
3(12+3k)+4 (23 +4k> —12 =0 & 364+9k+26+16k—12 =0 & 25k = —-50 & k = —;—(5) S k=-2

Desta forma, temos que as coordenadas do ponto F sao:

13 13 13 16 3
12 -2), —+4(-2),2|=(12—-6,— —8,2 | = ———,2) = - =,2
(12432, 2 +a2.2) = (12-6. 2 -8.2) = (6.2 - P .2) = (6, -2 2)

9. Designado por d a abcissa do ponto D, ou seja, OD = d, temos que:

o D(d0)
0009 = ()= (055) - (%)
pim o 78) (o) ) (o)
e Dé=C-D= (0’?:5) —(d0) = (_d73d>
7bn 0 () - (a3

Assim, calculando o produto escalar com as coordenadas dos vetores, temos:

2 1 2 2
DC-DE=-7 & (—d,g)f)~(d,?f)=—7<:>—d2+%:—7<:>— 6d +9d =-7%&

16 16 ' 16

7d? )

Como o ponto D pertence ao semieixo positivo Oz, entdao d > 0, ou seja d = 4.

7 % 16
X0 216 d=+VI6e d= 4

E assim, vem que: OA =3 x 0D =3 xd=3x4=12
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10. Temos que:

e pela observagao do referencial I, podemos concluir que lim g(z) < 0, e como a fungéo é diferencidvel,
z—0~
entdo é continua, em particular em x = 0, logo lim+g(z) = lim g(z) = g(0), pelo que g(0) > 0o
x—0 z—0—
que é incompativel com a segunda condi¢ao definida (g(0) < 0) pelo que no referencial I nao estd
representado parte do grafico da funcao g;

e pela observagao do referencial II, podemos concluir que a fungao é crescente no intervalo | — oo, —
1[, ou seja, ¢'(x) > 0,Vx €] — oo, — 1] o que é incompativel com a terceira condi¢ido definida
(¢'(xz) < 0,Vx €] — 00, — 1]) pelo que no referencial IT nao estd representado parte do gréafico da

funcao g;
e pela observacao do referencial ITI, podemos concluir que lim+g(x) = —o00, e como a fungao é
r——1
par, entao lim g(x) = lim +g(a:) = —00, 0 que é incompativel com a primeira condi¢ao definida
r—1— r——1

( lim g(z) = 4+o00) pelo que no referencial ITI também nao estd representado parte do grafico da
T—1—

fungao g.

11. Temos que:

e como o ponto A pertence ao semieixo imagindrio positivo, o seu afixo é da forma z; = pel(f) (p eRT);

e como o tridngulo [ABC] é equilédtero e inscrito numa circunferéncia centrada na origem, o afixo do
4

ponto B é da forma zy = pei(%JrzTW) = pei(%“rT) = pei(%) (p € RT);
E assim, temos que:
. 2 S Tw 3 i S Tw 3 ™ 2 ™ 3 ™ .
z% X z29 = (pez(f)) X pez(%> = p2€z(2><§) X p@z(%> = p3€z(ﬂ'+%) = p3el(%) = p3ez(%_27"> = p3ez(§)
Ou seja, 0 < Arg (22 x 29) < g, pelo que o afixo de z? x zo pertence ao primeiro quadrante.

Resposta: Opgao A

12. Observando que:

e podemos escrever —1 — 1/3i na forma trigonométrica (pe?):
. 2
o p=|-1-3il = /(-1)2+ (-v3)’ = VIF3= vi=2

o tgh = ;\{g = V/3; como senf < 0 e cosf < 0, # é um angulo do 3° quadrante, logo
T A4r

9 = —_ = —
TT373

Pelo que —1 — /3i = Qei(%’r);

: : ‘ S . . (3
e como it = §4X23 =3 = i entdo 2i'! = 2(—i) = —2i = 2¢' (%) .

Assim, simplificando a expressao de z, temos que:

g ey (3= i
= 211, ZQel(z)Xe :2X1€i(37ﬂ+a_%r):ei(%-i_a_%)_ei(%-‘ra)
—1—/3i 26 () 2
T

Como Rez = —Im z, e o afixo de z pertence ao 4.° quadrante, entdo Argz = Iﬂ + 2km, k € Z, ou seja,
para k € Z:

T s T om 27 27w 197

— — 42kt a=——=+42kn & a=—— —+2kn & a=—+2k

L e A DU U R TR

19

Como « € [0,27], entdo o = 1—271- .
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13. Como p(j) é o valor da prestagao mensal a pagar, em funcgio da taxa de juro anual aplicada,j, a duplicagao

14.

Assim, inserindo na calculadora a fungao f(z) =

o g(z) = f(22)
o h(z) = f(z)+ 120 h

Representando na calculadora as fungoes g e h, numa janela
compativel com o dominio da funcao, obtemos o gréfico repre-
sentado na figura ao lado.

Recorrendo & fungao da calculadora para determinar valo-
res aproximados das coordenadas dos pontos de intersecao dos
dois graficos, obtemos valores aproximados as milésimas da
abcissa do ponto de intersecao dos dois graficos, x =~ 3,281 a que
corresponde a taxa de juro inicial de 3,281%, aproximadamente.

da taxa de juro corresponde a 2j e o correspondente aumento da prestacao mensal em 120 euros pode ser
representado por p(j) + 120, ou seja, temos que a taxa de juro inicial é a solugdo da equagao:

p(27) = p(j) + 120
62,52

z \—120°
1= (1 i 1200)

determinamos o valor de do juro

inicial como a abcissa do ponto de intersecao das fungoes:

Y

N

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0 3,281

14.1. Como a func¢éo é continua em |0, + co[ (porque resulta de operagoes entre fungdes continuas), a reta

de equagao x = 0 é a tunica reta vertical que pode ser assintota do grafico de f, o que pode ser
confirmado porque:
Inz+2zx In(0")+2(0") —oc04+0 —oo

xllgl‘*'f(x) - xll}lg‘*' T - 0t - 0+ 0+

= —0

Para determinar a equagdo da assintota horizontal, ou seja, como o dominio de f é ]0, 4+ oo[, vamos
calcular lim f(x):
x—>+oof( )

1 2 1 2
lim f(-'ﬂ) = lim Dt AT = 1’1(+00) a (+OO) = oot 00 = Iﬁ (indeterminacao)
o0

z—~+o00 r——+00 xT +00 +00
. Inz+2zx . Inx 2z . Inz .
lim — = lim ({—+4+— | = lim — lim 2 = 0+ 2 = 2 Logo, podemos concluir
r—r~400 €T xr—~400 €T €T r—4+o00 I xT—+o0
———

_ Lim. Notéavel
que a reta de equagao y = 2 é a Unica assintota horizontal do gréafico de f.
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14.2. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:

2) = <lnx+2$>’ _ (m+2x)’ _ <]nx>l+(2), (Inz)’ x x;(m)/ x Inz o=

x xT T T T

(z)'

1
xx—1xInx —xXxz—Inz 1
T

_1-Inxz
B 2 N 2 - x2
Calculando os zeros da derivada da funcao f, temos:
’ l1-Inz 1
fi(z)=0 & 5— =0 = 1l-lnz=0& l=hr & zr=c & z=¢
X x>0

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

78 0 0 +00
l1—Inz | nd. + 0 =
z? n.d. + + +
f! n.d. + 0 —
f nd. | — | Méx. | ™~
Assim, podemos concluir que a funcao f:
e é crescente no intervalo ]0,el;
e é decrescente no intervalo [e, 4+ oof;
e tem um maximo relativo que é:
Ine4+2e Ine 2 1
fl@=——"==—+= =42
e e e e

15. Como a reta AB é tangente & semicircunferéncia no ponto 7', e o segmento de reta [OT] é um raio, entao
as retas AB e OT sdo perpendiculares, pelo que os tridngulos [OT A] e [OT B] séo retangulos em T', cujas
hipotenusas séo, respetivamente, os lados [OA] e [OB].

Como OT =2 ¢ TOB = g — a, recorrendo a defini¢do de cosseno, temos:

or 2 — 2

e cosa=—— & cosa=—— & OA=

OA OA CoS (v

A T 2 e 2 2
ocosTOB:Oj@cos(z—oO:j@OB: = =
OB 2 OB cos (7 _ oz) sen o
Assim, determinando a drea do triangulo, vem:

2x OAx0B —— _——— 2 2 4 2x4 8

Apupo = =222 _OAx 0B = x - - x -
2 cosa  sena  sena.cosa 2 Xsena.cosa  sen (2a)
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16. Designando por a a abcissa dos pontos P e ) , determinamos as equagoes das retas s e t:

e

o fl(z) = 22 T2 T2
k
oms—f’(a):—ﬁ
k k k k k k k 2k
yp=——%XxXzptb & —=—-—xat+be —=——+b&s —+-=b& —=b
a a a a a a a a
k 2k
® S:Yy=— 3 + —
a a
k
.Q(a7_)
a
(k) xx—(x) xk 0—k
'gl(x)— 2 = 72 :$2
k
o mi=g(0) =
k k k kk kk 2k
Yo =5 xX1Qtb e ——=—Sxatbe ——=—-+be ————-=bs ——=0b
a a a a a a a a
k 2k
o tiy=—ST— —
a a
k 2k
Yy=——T+ —
a a
Determinando as coordenadas do ponto R, temos:
_ k2%
V= a

Ou seja a abcissa do ponto R, é:

k 2k k 2k k k 2k 2k 2kx 4k 2kr  4a®
)

E a ordenada do ponto R é:
Y
k 2k k 2k k 2k 2k 2k 4
YR= 5TR— — =5 X20——=—7X20—-——=——-—=0 s f
a a a a a a a a
Assim, considerando [PQ)] como a base do tridngulo [PQR], temos:
— k k 2k P
PQ_IP+|IQ|_+‘ _ =k
a a a |
|
E a medida da altura correspondente é: a N
0 I
TR—a=2a—a=a i
Logo, a drea do tridngulo [PQR] é: Q
L 2k
A _PQX(‘TR_Q)_;XG_%_IC
[PeR] = 2 T2 2 t| g
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