Geometria (11.° ano)

Produto escalar de vetores

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Designado por d a abcissa do ponto D, ou seja, OD = d, temos que:

e D(d,0)
(oA 50D 34
. C(0,0C) = <O’T) - <OT> _ (0az>
e E(CEOC) = (oB_ﬁ,?’Zd) _ _A—_D,gzd) - <3d—d,3zd) - <2d,3f>

(0a-0
. D_CZ:C—D: (0,3_d> —(d,0) = (_d’Sd)

1
e DE—E—D= (2d,%d)—(d,0): < ,%)

Assim, calculando o produto escalar com as coordenadas dos vetores, temos:

3d 3d 9d? 16d>  9d?
DZ?-DE)—_— —d,— | - — ) =- —P+ = = - — =
7©<d,4> <d,4) 7T —d 16 7 & 16 16 7T &

Como o ponto D pertence ao semieixo positivo Oz, entao d > 0, ou seja d = 4.

7 x 16
X L 216 e d= V16 d=+4

E assim, vem que: OA=3xOD =3 xd=3 x4 =12

Exame — 2023, 2.? Fase

2. Como [ABCDEFGH] é um cubo, as arestas tém o mesmo compri-

mento e sao todas paralelas ou perpendiculares entre si. F E
Em particular as arestas [AD] e [H E] sao paralelas, e AD = HE C E =
Assim, como as arestas [AD] e [AB] sdao perpendiculares, temos E i
que: ’:.----: I H
A7 HE: = 285 2D — cos(on) ¢ |75 x 78] = ox |78« 78] =0 LT &

B A

Resposta: Opgao B

Exame — 2022, 2.? Fase
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3. Como os pontos A e B pertencem ao grafico de f, designado por a a abcissa do ponto A e por B a abcissa
do ponto B, temos que as coordenadas destes pontos sdo A(a,a?) e B(b,b?).

Assim, o declive da reta r (reta AB) é dado por:

v —a®  (b—a)(bt+a)
= b—a (b—a) =bta

Como o ponto de coordenadas (0,1) pertence a reta r, temos que a sua equagao é: y = (b+a)x + 1.

Temos ainda que, como o ponto A pertence a reta r, as suas coordenadas verificam a equacao da reta:

2

a>=(b+a)a)+1 & ad®=ab+ad*+1 e d>—d>—ab=1¢ —ab=1 & ab=—1

Determinando as coordenadas dos vetores O—/i e O? , temos:
e OA=A—0=(a,a2) - (0,0) = (a,a%)
¢ OB=B—0=(b) - (0,0) = (b,6%)

E assim, calculado o produto escalar, temos:

O—1>4-O?=(a,a2).(b7b2):axb+a2 xb?=ab+ (ab)? = -1+ (=1)’=-14+1=0

Como O_}l . O? =0, entdo o angulo AOB ¢ reto.

Exame — 2022, 2.# Fase

4. Como a circunferéncia tem raio 3, o respetivo perimetro é 2 x m x 3 = 67

Assim, o comprimento do arco AB é 27, a amplitude do angulo AC'B é:

ACB 2 A 21 X 21 A 47 A 2
5 =~ 9 %3 @ACB—T @ACB—K @ACB—g

Desta forma, como ambos os vetores tém norma 3, recorrendo & férmula do produto escalar, vem:

Cﬁb@cos(C@A@)xHCﬁleHC@Hcos<2;> ><3><3:—%><9:7g

2

Exame — 2022, 1.2 Fase
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5. Como as coordenadas do ponto B sao (0,2,4), o vetor O? tem as mesmas
coordenadas, pelo que as coordenadas do vetor B? sa0:

BO = —0B = —(02,4) = (0, — 2, — 4)
E a sua norma é:

|59 - |08 - VT T E - vIFTo - v

Calculando a norma do vetor ﬁ, temos:

HFEH=\/22+22+(—2)2=\/4+4+4:\/ﬁ

Como o angulo OBFE é o angulo formado pelos vetores B@ e ﬁ, podemos determinar a sua amplitude
a partir do respetivo produto escalar:

cos (B?AB?) Bﬁ ) ﬁ (0,—2,—4)-(2,2,—2) —4+8 4

- H@H N Hﬁ” - V20 x /12 T V20x12 V240
Logo, a amplitude do angulo OBE, em graus, arredondado as unidades, é
OBE = cos™! (4> ~ 75°
V240

Exame — 2020, Ep. especial

—
6. Calculando as coordenadas do vetor AV, e a sua norma:

AV =V - A=(3,-12)— (21,0) = (1, - 2.2)

—
”AVH =V ( 22+ (22 =VItd14=10=3
Calculando as coordenadas do vetor ﬁ , € a sua norma:

AC=C—A=(0,-12) — (21,0) = (-2, - 2,2)

|4¢| = v+ e+ @ = viFaFa= Vi

Recorrendo & férmula do produto escalar vem:

) AV . AC (1,-22)-(-2,-22) —2+4+4 6 2
B e

Logo, a amplitude do angulo VAC, em graus, arredondado as unidades, é
VAC = cos™? <2) ~ 55°
V12

Exame — 2019, 1.* Fase
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7. Como o ponto R pertence ao semieixo negativo das ordenadas, tem coordenadas da forma (0,yg,0), com
yr € R™. Assim, fazendo a substitui¢do na equagao da superficie esférica, podemos calcular o valor de

YR:
0’4+ yr?+0°=3 < 0+yr°+0=3 < yr=+tV3

Como yr € R™, as coordenadas do do ponto R sao (O7 — \/5,0).
Assim temos que, como O é a origem do referencial OL = (0, —v3,0) e OD = (1,1,1), pelo que:

’O—}%H:\/02+(*\/§)2+02:m:\@
)(ﬁ%H=\/12+12+12:\/1+1+1=\/§

Logo, recorrendo a férmula do produto escalar vem:

o3y OR-OP _ (0,-v30) (LL1) _0-V3+0_ V3
I R A R

Logo, a amplitude do angulo ROP, em graus, arredondado as unidades, é:
A 3
ROP =cos™! (—\?{) ~ 125°

Exame — 2018, Ep. especial

8. Como a superficie esférica tem de equacao
(z-12+@y—-22+(+1)2*=10 & (z—-1)*+(y—2)*+ (2 — (-1))* =10

As coordenadas do centro sao C(1,2, — 1), pelo que as coordenadas do ponto A sdo (1,2,1)
—
Assim temos que, como O é a origem do referencial OA = (1,2,1) e O(% = (1,2, — 1), pelo que:

)(ﬁH:\/12+22+12=\/1+4+1:\/6

07”:\/12+22+(—1)2:\/1+4+1:x/6

E assim, recorrendo & férmula do produto escalar vem:

—\  0A-0C (121)-(12,-1) 1+44-1 4 2
R

Logo, a amplitude do angulo AOC, em graus, arredondado as unidades, é:
A —1 2 o
AOC = cos 3 ~ 48

Exame — 2018, 2.? Fase
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9. Como os segmentos de reta [QP] e [QR] sao lados consecutivos de um hexdgono regular de lado 4, entéo
temos que:

R
|@7] = [[o] = 4

Como os hexagonos regulares podem ser decompostos em seis triangulos 4
equiléteros, cada angulo interno do hexdgono regular tem o dobro da amplitude 0
dos angulos internos de um triangulo equilatero, ou seja,
4
—
BABC =2 % 60 = 120°
P

Assim, vem que:

Cﬁéﬁ = cos (Q?AQ?) X HQ?H X HCﬁH = cos (120°) x4 x4 = —cos (60°) x 16 = —% x 16 = 16 =_-8

2

Exame — 2018, 1.# Fase

10. Como para qualquer ponto P da circunferéncia de didmetro [RS] o dngulo RPQ é reto, entdo para
qualquer ponto P da circunferéncia, temos que:

PR-PS =0

Temos ainda que:

e para qualquer ponto P no interior da circunferéncia o angulo RPQ é R P

obtuso, vem que PR - ﬁ >0

e para qualquer ponto P no exterior da circunferéncia o angulo RPQ é
agudo, vem que ﬁ . ﬁ <0 S

Desta forma, o conjunto A dos pontos P tais que ﬁl . P? =0, éa
circunferéncia de didmetro [RS)]

Resposta: Opgao D

Exame — 2017, Ep. especial
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11. Como a base do cubo é um quadrado de lado 2 (AD = 2), temos z

que a area da base é:
A[EFGH] =AD =2*=4 A
Como o volume da piramide é 4, entao calculando a altura h da /'13
piramide, temos: ! H
1 iy Aae ve
ViapcpercaP) = 5 X AlEraH) X h <&
3 ' D C
@) Ty
1 4x3 !
S d=-x4dxh & =h & h=3
3 x 4 % 1 . A B

Como a cota do ponto P é superior a 2 e a aresta do cubo é 2, entao a cota do ponto P é
zp=2+h=24+3=5

Como a projegdo do ponto P no plano zOy é o centro do quadrado [ABCD], temos que a abcissa é
xp =1 e a ordenada é yp = 5, pelo que as coordenadas do ponto P sdo (1,5,5)

Como as coordenadas do ponto G sao (2,6,2), podemos calcular as coordenadas do vetor Cﬁ, e a sua

norma:
GP=P—G=(155) —(26.2) = (—1,— 1,3)

|Pc| = vVEDEF P37 = VIFTH9 = VT

Como O ¢ a origem do referencial, podemos calcular as coordenadas do vetor G& e a sua norma:

GO =0—G=(000) —(262) = (—2, — 6, 2)

|GO| = V=2 + (o7 + (-2 = vIF 36+ 4= vid

Recorrendo a férmula do produto escalar vem:

) GP-GO (-1,-13)-(-2,-6,-2) 246-6 2
B

Logo, a amplitude do angulo OGP, em graus, arredondado as unidades, é

A 2
OGP =cos ' [ — | ~ 85°
(\/484)

Exame — 2017, 2.# Fase
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12. Como as arestas [UP] e [RS] sdo arestas laterais do prisma, logo séo s ,
paralelas, e ambas tém comprimento igual a 3 - (a> V
Assim, como os vetores UP e RS tém a mesma diregao e sentidos —

contrarios, pelo que o angulo por eles formado tem amplitude de w
radianos. .

Desta forma, o valor do produto escalar (ﬁ . Iﬁ’ é: ( /’ -
7B 28 = [T ] x cos (07 78) = M e

=3x3xcosT=9x(—1)=-9

Exame — 2017, 1.* Fase

13. Como o ponto P pertence & aresta [BG|, pela observacao da figura,
verificamos que tem abcissa e ordenada iguais aos pontos B e G, z

pelo que as suas coordenadas sao: 1 D
P(=2,2,1) ! G
E —F
Como o ponto R é simétrico do ponto P relativamente a origem, tem :
as trés coordenadas simétricas, ou seja, tem as suas coordenadas sao: '
R(27 - 27 - 1) E
Podemos determinar a amplitude do angulo RAP através do produto :
escalar dos vetores AP e AR, pelo que, determinando as coordenadas ! P
destes vetores e as respetivas normas, temos: ‘--1-/-)B
e AP =P A=(-221)—(02,0) = (~2,0,1) e
HﬁH =T+ P+ 2=yI+1=15
e AR=R—A=(2,-2,—1)— (0,2.0) = (2, — 4, — 1) R&

HEH = V2 (AT (C12=IT 1611 =421

Recorrendo a férmula do produto escalar vem:

cos(ﬁlﬁ)— ﬁﬁ _ (=2,0,1)-(2,—4,-1) _ —4+0-1 -5 5
Rl e e
Logo, a amplitude do angulo RAP, em graus, arredondado &s unidades, é
RAP = cos™! <_5> ~ 119°
V105

Exame — 2016, Ep. especial
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14.

15.
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Como o ponto A pertence ao semieixo positivo Oz, tem ordenada e cota nulas, ou seja as suas coordenadas
sao: A(z4,0,0),z4 € RT

Analogamente, como o ponto B pertence ao semieixo positivo Oy, que tem abcissa e cota nulas e as
coordenadas sdo B(0,yp,0),yp € R

Da mesma forma, como o ponto P pertence ao eixo Oz, e tem abcissa e ordenadas nulas e ainda cota
nao nula, as coordenadas sao P(0,0,zp), zp € R\ {0}

Como um angulo é agudo se o produto escalar dos vetores que formam esse angulo for positivo, entéao o
angulo APB é agudo se N
PA-PB >0

Determinando as coordenadas dos vetores P—}l e ﬁ, temos:
o PA=A— P=(2400) - (0,0,2p) = (x40, — zp)
e« PB=B—P=(0y30)— (0.0.2p) = (0,y5, — 2p)
Logo, o produto escalar dos dois vetores, expressos nas suas coordenadas, é:

—
PA'@Z(IA,O,*ZP)'(O,yB,*ZP):IAXO+OXyb+(*ZP)><(*Zp):O+0+ZP2:ZP2

Como zp é um ntimero real, entdo zp 2 > 0

Como zp? = P—.Zl . ﬁ7 entao ﬁ‘l : ﬁ > 0, logo o angulo APB é agudo.

Exame — 2016, 2.? Fase

Como a soma dos angulo internos de um triangulo é 180°, e o triangulo é isdsceles (BAC = AC’B),
Igiemos determinar a amplitude do angulo CBA, ou seja, a amplitude do angulo formado pelos vetores
BAe B?:

CBA =180 — 2 x 75 = 180 — 150 = 30°

—
Desta forma, o valor do produto escalar BA - B?’ é:

B—1>4-B?: Hﬂ” X HB?H X COS (B—1>4/\B?) =2 x V2 x cos30° = 2 x

|5

VG

Resposta: Opgao C

Exame — 2016, 1.* Fase
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16.

17.
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Como os segmentos de reta [AB] e [BC] séo lados consecutivos de um hexdgono regular de perimetro 12,
temos que

— 12

|54 - |5 - 5 -
Como os hexdgonos regulares podem ser decompostos em seis triangulos
equildteros, cada angulo interno do hexagono regular tem o dobro da am-
plitude dos angulos internos de um tridangulo equilatero, ou seja,

B—I>4AB?:2>< 2

il
33

Assim, vem que:
B—/>l~B?:cos(B—1>4AB?'> X Hﬁ” X HB?H_COS<2?T) x2x2:fcos(g> ><4:71><4:7é:72

Resposta: Opgao B

Exame — 2015, Ep. especial

Como o ponto B pertence ao eixo Oz, tem ordenada e cota nulas, pelo que, podemos determinar a sua
abcissa, recorrendo a equacao do plano 3:

2 —y+2—-4=0Ny=0"N2=0=>22-040—-4=0 & 2z=4 & =2

E assim temos as coordenadas do ponto B, B(2,0,0) e podemos calcular as coordenadas do vetor /@, e
a sua norma:;

AB=B—A=(200) —(1,23) = (1, -2, —3)
H,@H =12+ (=22 +(-32=V1+4+9=V14

Como o ponto C' é o simétrico do ponto B relativamente ao plano yOz, tem as mesmas ordenada e cota,
e abcissa simétrica, ou seja, as coordenadas do ponto C' sdo C(—2,0,0) e podemos calcular as coordenadas

do vetor A /Z, e a sua norma:

AC = C— A= (-2,0,0) — (1,2,3) = (—3,— 2, — 3)

|4¢| = VP e = var aTo = v

Recorrendo a férmula do produto escalar vem:

) AB . AC (1,—2,-3)-(-3,-2,-3) -3+4+9 10
B = B B

Logo, a amplitude do angulo BAC, em graus, arredondado as unidades, é

A 10
BAC = cos™! () ~ 55°
v 308

Exame — 2015, Ep. especial
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18. Como o plano QRS é o plano de equagao y = 2, as coordenadas dos pontos deste plano, em particular o
ponto A, tem de coordenadas A(a,2,c),a € R,c € R

Como a cota do ponto A é o cubo da abcissa (¢ = a?), temos que as coordenadas do ponto sdo
A(a,2,a®),a € R.
Como O ¢ a origem do referencial, as coordenadas do vetor O A, coincidem com as do ponto A, ou seja

(Tzl =(a,2,a®),a €R

Calculando as coordenadas do vetor 1@, recorrendo as coordenadas dos pontos 7°(0,0,2) e Q(2,2,0), temos
que

TG =Q T =(220) — (0,0,2) = (2,2, — 2)

H - A ,
Como os vetores OA e T(z) sao perpendiculares, o seu produto escalar é nulo:

OA-TO=0 & (a,2,6%)-(22,-2)=0 & +
S 204+2%x2-2a°=0 &
& -2 +2a+4=0,aeR

Desta forma, visualizando na calculadora gréfica o
grifico da fungao f(x) = —22% + 22 + 4, na janela de
visualizagao sugerida, (reproduzido na figura ao lado),
podemos observar o zero da fungao.

Usando a fungao da calculadora para determinar
valores aproximados dos zeros de uma funcao, ob-
temos um valor aproximado da solugao da equagao,
ou seja, a abcissa do ponto A, cujo valor numérico,
aproximado as centésimas, é

a~ 152

Exame — 2015, 2.% Fase
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19. Como o ponto B tem de coordenadas B(4,0,0), entdo de acordo com as indicagoes do enunciado, as
coordenadas do ponto P, sdo (4,b,0),b € RT (abcissa 4 porque tem abcissa igual ao ponto B, e cota zero
porque pertence ao eixo zOy).

Pelo que,

o AB=B— A= (400) - (0,02) = (4,0, 2)

HEH=\/42+02+(—2)2=\/16+0+4:m

o AP =P — A= (4,0) - (0,02) = (4,0, — 2),b € R* ¢

HI@HZ\/42+b2+(72)2:\/16+b2+4:\/2()er27b€]R+

o AB. AP = (4,0,—2) (4b,—2) =4 x4+ 0x b+ (—2) x (~2) =16 +0+4 =20
Temos ainda que o angulo BAP é o angulo formado pelos vetores ﬁ e ﬁ e que
1
cos (/@Aﬁ) —cost ==
3 2
Assim, recorrendo a definicao de produto escalar, vem que:

B AP = cos (TBAP) ¢ [TB]  [77] & 20= L x VB x VBT 7

40 40 \? 2 1600
& — =20+ 02 = <> =(v/20+12) & — =20+0% =
V20 V20 ( ) 20

& 80=20+b < 80-20=0> & £V/60=10

Logo, como a ordenada do ponto P é positiva, temos que
b= +v60

’ *#% Outra resolugao:

koK >k ‘

Como a o ponto P pertence ao plano zOy e tem a mesma abcissa, a reta BP é paralela ao eixo Oy, e
perpendicular ao plano xOz, pelo que é ortogonal (ou perpendicular a todas as retas contidas no plano,
em particular é perpendicular & reta AB

Assim, o angulo ABP é reto, e o tridngulo [ABP] é retangulo &
em B A
Como BAP = g, recorrendo & definicao de tangente de
angulo, t >
um angulo, temos que 5 Ty
T BP 2
t (7) = — B 4
¢\3) " 4B P
x
Como, AB = 2/5 (ver célculos no item anterior), e tg (g) = /3, temos que
71' BP BP S S
¢ (7)2: e V3="_ o 2/5xV3=BP & 2/15=BP
¢\3) " 4B 25

Logo, como o ponto P tem ordenada positiva (e a mesma abcissa que o ponto B e pertence ao plano zOy),
temos que as coordenadas do ponto P sao (4,yp,0) e

yp:2\/15

Exame — 2015, 1.* Fase
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20. Como o ponto A, pertence ao eixo Ox e o cubo tem aresta 3, temos que A(3,0,0) e podemos calcular as
coordenadas do vetor I?Z, € a sua norma:

HA=A—H=(300)— (3 —23) = (0, - (—2), — 3) = (0,2, — 3)

HEZH =02+ 224+ (-3)2=V119=VI3

Da mesma forma, como o ponto C, pertence ao eixo Oy e o cubo tem aresta 3, temos que C(0, — 3,0) e
podemos calcular as coordenadas do vetor H ( ?, e a sua norma:

HC=C—-H=(0,-30)—(3,-23)=(-3,-3+2,-3)=(-3,—1,—3)

||| = VP P+ (32 = Ve TH9 = V19
Podemos ainda calcular o produto escalar H_—Z . ﬁ8 :
HAHC =(02,-3)-(=3,—1,-3) = 0x (=3) + 2 x (—1) + (~3) x (-3) =0 -2+ 9=7

——
E assim, temos que « é o angulo formado pelos vetores HA e H (3, pelo que, recorrendo a férmula do
produto escalar, vem que:

. HA.HC 7 7
et = () = [ e~ Vv~ vam

Pela férmula fundamental da Trigonometria, temos que

2 2

senla+cos?a=1 < sen?a=1-cos® a

Logo temos que o valor exato de sen®q é

T 247 T 247 247 247

V247

sen o =

2 2
24 4 1
9 1_(7):1 7 7 9 98

Exame — 2014, 1.* Fase

21. Como M é o ponto médio do lado [BC], e o tridngulo é equildtero, temos
que BM = g, e como o tridngulo [ABM] é retangulo em M, podemos
determinar AM:

R . 2 2
AN’ +BM =48 < AM2+(g) —a® o Tu\f:at% -

L 402 2 L 2 L
@AMgz%—%@AMZ:S%éAM:@

p T
Como as alturas de um triangulo equildtero bissetam os angulo internos do triangulo, temos que BAM = —

Assim, vem que:

AB - AN = || 8| A5 | xc cos (ABAR) = 0 Y3 s T = Y302, V5 (VO _ 302

Teste Intermédio 11.° ano — 11.03.2014
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22.

23.

24.

Como as coordenadas do ponto P sao (zp, — 4,1), as coordenadas do vetor O?, sao:
OP=P—0=(zp,—4,1) — (0,0,0) = (xp, — 4,1)

Como os O? e ¥ sdo perpendiculares, entdo o respetivo produto escalar é nulo, pelo que podemos calcular
a abcissa do ponto P:

OP U =0 (xp,—41).(2,3,6)=0 < 2ep —4x3+1x6=0 & 2p —124+6=0 <
6
S 2ep—6=0 < 2zp =6 <:>.TP:§ S zp=3

Resposta: Opgao C

Teste Intermédio 11.° ano — 06.03.2013

Como o quadrado tem lado 4 (AD = 4)e o triangulo [ADE] tem &rea 6, podemos determinar a valor de

AE:
AE x AD AE 2
A= o 2EXAD o AEXL o g5 _8%2 L Jp_3
2 2 4

Assim, considerando o quadrado (e o tridngulo) num referencial o.n. y
2Oy, em que a origem coincide com o ponto A e em que os lados estao N
sobre os eixos coordenados - como na figura ao lado - podemos identi-
ficar as coordenadas dos pontos C, D e E, e calcular as coordenadas 4 D C
dos vetores ED e D

e C(4,/4)

e D(0,4)

e F(3,0)

e« ED=D—E=(04)— (30) = (—34) A E|B .

e DC=C — D= (44) — (0.4) = (4,0) 0 3 4 x
Assim, temos que:

ED-DC = J(4,0)= 3x4+4x0=-12+0=—12

Teste Intermédio 11.° ano — 06.03.2013

De acordo com os comprimentos indicados, podemos escrever as coordenadas dos seguintes pontos:

o (b 0) y/s
° 0,0 —> B
R(0,a—b) ol
* B(a,a) )
e Q(ba—0b) B | @
Determinando as coordenadas dos vetores P—f?, e @ , temos: T a k—a— b —
o@:B—Q:(a,a)—(b,a—b):(a—b,a—(a—b))z a—1b
=(a—ba—a+b)=(a—0b))
oﬁ:P—R:(b,O)—(O@—b):(b,—a+b) (0] P, | A > o
k— b —

Calculando o valor do produto escalar, temos:
QB-RP=(a—bb)-(b,—a+b)=(a—b)xb+bx (—a+b)=ab—b+(—ab)+b> =b>—b> +ab—ab=0

E assim podemos concluir que, como Q? R? = 0, entao os vetores Q? e ]T}% tém diregoes perpendiculares,
ou seja, as retas QB e RP sao perpendiculares.

Teste Intermédio 11.° ano — 09.02.2012
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25. Como os angulos iguais (opostos aos lados iguais) tem 30° de amplitude, temos que:
CAB + ABC + BCA=180 & CAB+30+30=180 & CAB =180 60 < CAB =120°

Assim, vem que:

A
AB-AC = cos (ﬁl@) X Hﬁ” X HﬁH = c0s(90°430°) x8x8 =
120°
= —sen(30°) x 64 = 1 X 64 = _6 —32 30° 30°
2 2 B c

Resposta: Opgao B

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011

26. Verificando que o ponto T pertence ao plano zOz, e designﬂ? por z4 a cota do ponto A, podemos escrever
as coordenadas dos pontos O, T e A, e dos vetores (ﬁ e OA:

e 0(0,0,0)
o 7(4,0,—4)
L] A(4,—4,2’A)
¢« OT =T — 0 = (4,0, — 4) — (0,0,0) = (4,0, — 4)
e OA=A—0=(4,—424)—(0,0,0) = (4, — 4,24
Assim, determinando o valor de z4, temos que:
OT - OA=8 o (4,0,—4)- (4, —4,24) =8 < 4x4+0x (—4) —4x 24 =8 < 164+0 -4z, =8 <
8
S 424 =8—-16 & —4z4 = -8 & ZAZZ S oz =2

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011

27.

ﬂ-A_J}(?) (E+ﬁ)~(ﬁ+fﬁ) :E-E+E-ﬁ+ﬁ~ﬁ+ﬁ-ﬁ(§)
:0+@-B_}+ﬂ.,ﬁ+og),ﬁém+%ﬁ.ﬂ§:
= |8 < § 3B  costo) + |2 x5 [[AB] > costor = 5 [AB] + 5 |4
=5 128+ 5B =543 = a3
(1) Al = AD + DI ¢ AJ = AB + BJ

e (2) o produto escalar de vetores perpendiculares é nulo e E 1 E e 17[} 1 B_J}

. (3)ﬁfl,ﬁeﬁ:%,ﬁ

T2
e (4) Como [ABCD] é um quadrado, temos que AB = AD, ou seja,

[43] =47

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011
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28. Como [AB] um didmetro de uma esfera de centro C, temos que:

o ACB = 180°
e [C'A] e [CB] sao raios da esfera

Assim, temos que:
CA.-CB = cos (CTZFC@) X HCTZlH X HC@H =cos(180°) x4 x4 =-1x16=—16

Resposta: Opcao B

Teste Intermédio 11.° ano — 06.05.2010
Teste Intermédio 11.° ano — 07.05.2009 (adaptado)

2
. . , ar . . Ay .
29. Como a &rea do setor circular é dada por A = —— e o raio da circunferéncia é 5, podemos determinar a

amplitude do angulo «, ou seja, do angulo QCP:

A ar? a x 52 25T 251 X 2
2 2 6 6 x 25 3

E assim, temos que:

Cﬁ'cﬁ:HC¢HXHC@H><cos<CT}>>AC@):5><5><cosg:25><1:§

2 2

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2010

30. Percorrendo as etapas da sugestao, temos:

e O triangulo [OAC] é isésceles, por que os lados [OA] e [OC] sdo ambos raios da circunferéncia.

e Como [OD] é perpendicular a [AC], entdo [OD] é altura do tridngulo [OAC] relativamente A base
[ACT], e como o tridngulo é isésceles, a altura relativamente ao lado diferente ([ACT) é um eixo de
simetria, pelo que AC = 2AD

e Como o angulo o angulo CAB é o angulo inscrito relativo ao arco AB, tem metade da amplitude do
arco. E como a amplitude do arco que € igual a amplitude do angulo ao centro respetivo, que tem
amplitude «, temos que:

. AB COB «
CAB=—=——=—
2 2 2

e Como [OD] é perpendicular a [AC], entdo o tridngulo [ODA] é retangulo e o lado [AD] é o cateto
adjacente ao angulo CAB (de amplitude %) e o lado [OA] é a hipotenusa (de comprimento r), pelo

que, pela definicao de cosseno, vem que:

r

e Como [AB] é um didmetro da circunferéncia, AB = 2r, e como AC = 2AD, vem que:

E . z@ = HEH X Hﬁ” X COS (ﬁﬁﬁ) =2r x 2 (rcos (g)) X COS (E) = 4r? cos? (%)

2 2

Teste Intermédio 11.° ano — 29.01.2009
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31.

Para que o triangulo [ABC] seja retangulo em B, entao as retas AB
e BC' devem ser perpendiculares ou seja:

BA.BC =0

Calculado as coordenadas dos vetores ﬂ e B?, temos:
e BA=A—B=(-50)— (34) = (-8, —4)
¢ BC=C—B=(-316) — (34) = (~6,12)

Assim, o produto escalar é:

BA-BC = (-8, —4)- (—6,12) = —8 x (—6) + (—4) x 12 =

=48 -48=0

Ou seja, as retas BA e BC' sao perpendiculares pelo que o triangulo
[ABC] é retangulo em B

@mat.absolutamente.net
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32. Como a medida da aresta do cubo é 5, e as faces sao paralelas N v
aos eixos coordenados, e como a face plano [OPQR] pertence ‘M
ao eixo zOy, entdo podemos identificar as coordenadas do ponto 1’ U
Q@ e calcular as coordenadas dos pontos M e N, e calcular as :

coordenadas dos vetores QM e QNN e ainda as respetivas normas: R

Como o ponto @ pertence aos planos de equagbes = = 5, .
y=>5e z=0, entdo temos que Q(5,5,0) p

e Como o ponto M pertence aos planos de equagoes z = 5, z = 5 e 10z + 15y + 6z = 125, podemos
calcular o valor da ordenada y,;:

45
10 % 5+ 15yar +6 x 5= 125 & 15y5 =125~ 50 =30 & 1oyy =45 & yar = 1z & yar =3

Ou seja, M (5,3,5)
e Como o ponto N pertence aos planos de equagoes y = 5, z = 5 e 10x + 15y + 6z = 125, podemos
calcular o valor da abcissa zy:

20
10z +15 x54+6x5=125 & 102y =125 -75—-30 & 10zxy =20 @xNzl—O & Ty =2

Ou seja, N(2,5,5)
W =M - Q = (5a375) - (57570) = (07 - 275)
HQ_MH = /2 F (—22+52=0F4+25 =29

¢« ON =N —Q=(255) — (55,0) = (—3,0,5)
)Q—N}H = V(=32 +02+52=9+0+25=134

Finalmente, recorrendo a férmula do produto escalar vem:

H
cos 8 = cos (Q—J\}QHN) QM Q—N} (0,-25)-(-3,05) 0+0+25 25

- HQ—MH N HQ—A}H T V29xV34 V29x34 /986
Logo, o valor de 8 em graus, arredondado as unidades, é:
25
—1 o
= cos — | = 37
b <\/986)

Teste Intermédio 11.° ano — 24.01.2008

33. Como o tridngulo [ABC] é retangulo, o lado maior ([AB]) ¢ a hipotenusa e o lado [AC] é o cateto adjacente
ao angulo CAB (ou ao angulo EAD), pelo que, pela definigao de cosseno, vem que:

cos(CAB) = gji & cos(CAB) = % & cos(EAD) = %

E assim, vem que:
AD . AE = HEH x Hﬁ” X cos (Eaﬁ) —12 % 15 x % =144

Resposta: Opgao D

gmat.absolutamente.net
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34. Como [ABCD] é um retangulo, AC=AB+BC e AD L B?, e assim vem que:

AB . -AC = AL - (AL +BC) = AB - AD + AB - BC =
= [ 22| < [4B] x cos (4B-4B) + [ 4B]| x [ B x cos (4 BC) -
— AB x AB x c0s(0°) + AB x BC x c08(90°) = AB" x 1 + AB x BC x 0= AB" +0 = AB"
Teste Intermédio 11.° ano — 19.05.2006

35. Identificando as coordenadas dos pontos W, @ e V, temos que:

e o0 ponto W pertence ao plano z = 4 e tem abcissa e ordenada igual a metade das respetivas coorde-
nadas do ponto U porque é o centro do quadrado [STUV]:

W (%]%’4) , ou seja, W(1,1,4)

e 0 ponto @ pertence ao plano z = 0 e tem abcissa e ordenada iguais as do ponto U:
Q(zv,yu,0), ou seja, Q(2,2,0)
e o ponto V pertence ao plano y = 0 e tem ordenada e cota iguais as do ponto U:
V(0,yv,2v), ou seja, V(0,2,4)
Calculando as coordenadas e as normas dos vetores Q—VI} e CW temos:
¢ QW =W — Q= (114) — (22,0) = (—1, — 1,4)
’Q—VV)H = VI (C1)E 2 =TF+1+16=+18
e QV =V —Q=(024) - (2,2,0) = (~2,0,4)
)WH =/(-2)2+02+42=/1+0+16 =20

Finalmente, recorrendo a férmula do produto escalar vem:

. ) oW . -.QV (—1,—14)-(—2,04) 2+0+16 18
) e ) e wem e

Logo, o valor do angulo WQV em graus, arredondado as unidades, é:

A 18
WQV = cos™* () ~ 18°
@ V360

Exame — 2001, Ep. especial (c6d. 135)
36. Analisando as alternativas apresentadas, temos que:

e Como o produto escalar é nulo quando os vetores tém diregoes perpendiculares, entdo se x = g,
— ™
entao OA - O? =0, ou seja, f (5) = 0, pelo que o grifico da opgao (C) nao pode ser o da fungao f

e Como o produto esgmlar ¢é positivo quando os vetores definem entre si um angulo agudo, entao se
i _ ) _ _ -
O<z< 5 entao OA - Oﬁ > 0, pelo que o grifico da opgao (B) nao pode ser o da fungao f

e Como o produto escalar é negativo quando os vetores definem entre si um angulo obtuso, entao se

g < x <, entdo OA - O? < 0, pelo que o grifico da op¢ao (D) nao pode ser o da funcao f

Assim, de entre as opgoes apresentadas, o inico grafico que pode ser o da fungao f, é o grafico da opgao (A)

Resposta: Opgao A

gmat.absolutamente.net
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37. Como os vetores E e BA tém a mesma direcdo e sentidos contrarios, o angulo formado pelos vetores é
de 180°.

Como ambos os vetores tém norma 1, recorrendo a férmula do produto escalar vem:
— — —
AB - BA = cos (ﬁABA) x Hﬁ” X HBAH —cos(180°) x 1 x 1= —1x1x1=—1

Resposta: Opgao B

Exame — 2001, Prova Modelo (c6d. 135)
Exame — 2000, 2.* Fase (c6d. 135)

38. Como o ponto A tem coordenadas (8,8,7), o ponto D pertence ao plano xOz e que a base da pirdmide é
paralela ao plano zOy, entdo as coordenadas do ponto D sao (8,0,7)
Da mesma forma, como o ponto B pertence ao plano yOz e que a base da piramide é paralela ao plano
20y, entdo as coordenadas do ponto B sao (0,8,7)

Como a o vértice V da piramide pertence ao plano Oy tem
cota nula como a piramide é regular as restantes coordenadas Z

sdo metade das coordenadas respetivas do ponto A, entao as T
coordenadas do vértice V sao (4,4,0)

Assim, calculando as coordenadas e as normas dos veto-
res VD e Vg temos:

e VD =DV =(807) — (4,4,0) = (4, — 4,7)
)ﬁ” = V2t (42472 =6+ 16149 =81 =9

e VB=D—V =(087) — (4,4,0) = (—4,4,7)
)ﬁ” = (A2 P+ =161 16140 =81 =9

Finalmente, recorrendo a férmula do produto escalar vem:

e

Logo, o valor do angulo DV B em graus, com aproximagao a décima de grau, é:

cos (D7) = cos (ﬁﬁ) VD-VB (4,-47) (—447)  —16—-16+49 17

N 17
DVB=cos ' =] ~77,9°
cos (81) ,

Exame — 2000, Ep. Especial (setembro) (céd. 135)
Exame — 1999, Prova de reserva (céd. 135)

. , . ~ ~ z
39. Como o prisma é regular, as faces laterais sdo retangulos, pelo que angulo

formado pelos vetores T'S e TR é um angulo reto, ou seja tém diregoes
perpendiculares.

Como os vetores tém diregoes perpendiculares, entao:

TS . TR =0

Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 135)
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40.

41.

42.

43.

Determinando as coordenadas dos vetores CT/)I e C@ temos: P
o« CA=A—C=(052)— (4,2,0) = (-43.2)

e CB=B-C=(301)—(420)=(-1,-21) | A
Calculando o valor do produto escalar, temos: 5 o /
CACB = (-4,32)-(~1,-2,1) = —4x(~1)43x(~2)42x1 = 4-6+2 = 0 "y

- C

—
E assim podemos concluir que como C'A. C@ = 0, entao o angulo ACB x
é reto, ou seja, que o tridngulo [ABC] é retangulo em C

Exame — 1999, 2.2 fase (céd. 135)

X V
O produto escalar de dois vetores é nulo se os dois vetores tiverem
direcoes perpendiculares.
T U
De entre as opgoes apresentadas, apenas os vetores w e YT)? re- ;
presentam vetores com diregoes perpendiculares. S / R
Resposta: Opcao B P > 0

Exame — 1999, 1.2 Fase - 2.* Chamada (c6d. 135)

Temos que:
P q =9 cos(F)x| DI T = ~9 & cos(Fq)x3x3 =9 & cos(Pq) = —g & cos(Pq) = —1
Logo temos que 7 "¢ = 180° e como ||?|| = ||7||, entdo os vetores s@o simétricos, ou seja:

P=-7& P+7=0
Resposta: Opgao A

Exame — 1998, Prova para militares (c6d. 135)

Determinando as coordenadas dos vetores % e ]@ temos:
¢« PO=0—P=(000) —(222) = (-2, —2 —2)
¢« PO=0Q—P=(330) —(222) = (1,1, - 2)
Calculando o valor do produto escalar, temos:
PO-PO=(~2,-2,—2)-(1,1,=2) = 2 x 1+ (=2) x 1+ (=2) x (=2) = -2 -24+4=0
E assim podemos concluir que como ]@ - F@ = 0, entao o angulo OPQ é reto.

Exame — 1998, Prova de reserva (céd. 135)
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44. Como o ponto C deve pertencer ao eixo Oz, e com cota positiva, as suas coordenadas sao da forma
(0,0,k),k € RT

—
Calculando as coordenadas dos vetores C'A e C@ , vem que:

o« CA=A—C=(500)— (00k) = (50, — k)
¢« CB=B—C=(031)— (0,0,k) = (03,1 — k)

Como o tridngulo [ABC] deve ser retangulo em C, CT/)I . C@ =0, e assim temos que:
CA-CB=0& (50,—k) (031 -k =04 5x0+0x3+(—k)x(1—k)=0 <

& —k(l-k)=0e -k=0V1-k=0s k=0V 1=k
Como o ponto C' deve ter cota positiva, temos que k = 1 e assim as coordenadas do ponto C sdo (0,0,1)

Exame — 1998, 2.2 fase (céd. 135)

45. Como as faces do tetraedro sao triangulos equilateros, os dngulos internos B
T
tém 3 radianos de amplitude.

Como o tetraedro é regular, todas a medida de todas as arestas é
igual, e assim, vem que:

HQH - HE?)H ~AB =6
E assim, calculando o valor do produto escalar, vem:

B?-Ef)z“B?HXHEﬁHXCOS(B?Aﬁ):6x6xcos(%>=36x1:%:18

Resposta: Opgao A

Exame — 1998, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 135)

46. Determinando as coordenadas dos vetores R e E temos:
¢ AC=C—A=(0,-50) — (4,3,0) = (-4, — 8,0)
e« AB=B — A= (0,50) — (4,3,0) = (—4,2,0)
Calculando o valor do produto escalar, temos:

AC - AB = (—4,— 8,0) - (—4,2,0) = —4 x (—4) + (—8) x 2+ 0x 0 =16 — 16 +0 =0

E assim podemos concluir que como 144(5 ﬁ = 0, entao os vetores ﬁ e ﬁ tém diregoes perpendiculares,
ou seja, as retas AC e AB sao perpendiculares.

Exame — 1997, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 135)
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