Geometria (11.° ano)

Trigonometria

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Designando por P o ponto pertencente ao segmento de reta [AB] com ordenada igual & do ponto C,
temos que [C'P] é a altura do tridngulo [ABC], relativamente & base [AB], e assim, vem que:
1

e AB = tg o
)
1

_ 2
) CP:acA—xczl—cosazl—g:g

o AB = — 1o AB =9-1< AB =8« AB = 212

1 I
o tglatl=—— & AB'+1=
cos? o

W
@Ir—\|}—k

E assim, a 4rea do tridngulo [ABC], é:

2
ABxCP 2V2X3 2p2
Aupay=——F—— =—5 " =3

Exame — 2023, Ep. especial

2. Como a reta AB é tangente a semicircunferéncia no ponto 7', e o segmento de reta [OT] é um raio, entao
as retas AB e OT sao perpendiculares, pelo que os tridangulos [OT A] e [OT B] sao retangulos em T', cujas
hipotenusas sdo, respetivamente, os lados [OA] e [OB].

Como OT =2 e TOB = g — a, recorrendo a definicao de cosseno, temos:

or 2 S 2
e cOSa=—— & cosa=—— & 0OA=
OA 0] cos a
A oT 2 — 2 2
ocosTOB:O:<:)cos(z—o¢)::(:) B = e =
OB 1 B cos (— - a) sen «
2
Assim, determinando a drea do tridngulo, vem:
2 A B — 2 2 4
Alapc) = X OAX OB _ Ax OB = X —
2 cosa  sena  sena.cos

Exame — 2023, 2.* Fase (adaptado)



3. Como qualquer triangulo inscrito numa semicircunferéncia é retangulo, temos
que a medida da hipotenusa do triangulo é AC' = 4, e recorrendo as defini¢oes
de seno e cosseno, para determinar as medidas da base (BC) e da altura

(AB), vem: B
BC BC —
sena = — < sena = —— < BC =4sena Q@
AC 4 A 7 C
B AB S
cosa=— & cosa=—— & AB =4cosa
AC 4
. . L e AC 4 )
Como o raio da circunferéncia é metade do respetivo diametro, r = — T3 2, temos que a area da
regiao é a diferenca da area do semicirculo e da area do triangulo:
Ao 2 BC x AB 2)2 4 x 4 4
A:?—A[ABC]:%— > :W(2) — sena2 Cosa:§—8senacosa:27r—8senozcosa

Exame — 2021, Ep. especial (adaptado)

1
4. Como cosa = 3 temos que:

tg?a+ 1= s tgla+1= s tg?a=4-1 < tga=+V3

%\H‘)—\

1
N2
2

T ~ . ’ . . ~
Como 0 < a < 3 entdo tga = v/3, e como o declive da reta s é a tangente da inclinacao ms = tga = /3,

e a reta s passa pela origem, é definida pela equacio: y = v/3x.

Desta forma as coordenadas do ponto B sao:

?J:?x—&-l \/gngaH—l 333—7333: ?33:1

4 = 4 =

y =3z y =3z y =3z y =3z

Temos ainda que a abcissa do ponto A é:

2 2
?w—Fl:O@?z:—l@z:— & —ﬁ

B

E assim, a drea do tridngulo [AOB], é:

Exame — 2022, 2.2 Fase
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5. Considerando a como a amplitude do angulo AOP, temos que as coorde- Y

nadas do ponto P sao: 1
P(r cos a,r sen a) g P
E assim, como OA = OB =1, OT = xp = rcosa e OS = yp = rsenq, //
vem que: / d
BS+TA=0B—-0S+0A—-OT =r—rcosa+r—rsena= &/a
=r(l—cosa+1— sena)=r(2— sena — cosq) 0O T A -

Como d o comprimento do arco AP, definido pelo angulo «, e o perimetro da circunferéncia é 27r,
correspondente a um angulo de amplitude 27 radianos, entao podemos identificar uma relacao entre a;, r

e d:
« d 21 X d d
= =

= — & o=
2 2mr 2r X r T

57 (2 (2) o (%))

E assim, temos que:

Exame — 2021, Ep. especial
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7r
6. Representando no circulo trigonométrico um angulo de amplitude a € ]0,5 [,

1
tal que, sena = —— (como na figura ao lado), podemos verificar que
( 7r) . 1 1
sen (@ — — ) = —cosq, ou seja, cosa=— | —— | = =
2 ) 5) 5

E, pela férmula fundamental da trigonometria, vem:

sen? o + 1 2—1<:>sen2a—1—i(:)sen2a—%(:>
5) N 25 25

24 V24 V24

S sena =44/ — & sena=+—— & seno= ——
25 5 ae]O,%[ 5

Logo, podemos calcular o valor de tg a:

V24

V24 —

tga:sema: L;, _ _ V3
5

1

E, como tgf = tg(8 —7) e tg(—B) = —tg 8, temos que:
tg(m—oa) =tg(r —a—7) = tg(~a) = —tga = —v24

Como cos 8 = cos(f + 27), logo cos B8 = cos(5 + 4r), e assim, temos que:

cos 77—7T+ = cos 77—7T+ +4r | =

2 ") T 2 ") = y
Ccos (=TT Lo BT (a+7)
= cos g tat o | =cos{atg

™
Representando no circulo trigonométrico um angulo de amplitude « € ]0,5 [,

1
tal que, cosa = — (como na figura ao lado), podemos verificar que:

T V24
cos (a + 5) = —sena = ———

E assim, temos que:

5v24  2v24  —7V24
5 5 5

24
tg (m—a)—+2 cos (—7; + a> = —tga+2(—sena) = —V24+2x (— f)

Exame — 2021, 2.? Fase
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7. Como a circunferéncia tem raio 3 e estd centrada na origem,
as coordenadas do ponto A sdo da forma (3cosa,3senc) e
como [AB] é um didmetro da circunferéncia as coordenadas do
ponto B sdo da forma (3 cos(a + 7),3sen (a + ) .

Assim, considerando o lado [BC] como a base do tridngulo, A

temos que a altura é 2 x OC, porque a abcissa do ponto A é
simétrica da abcissa dos pontos B e C

Como « é um angulo do segundo quadrante, entao:

A 4

e sena > 0 e sen (o + m) < 0, pelo que: . z
BC = |3sen(a+7)| = | —3senal = 3sena &

e cosa < 0 e cos(a+m) > 0, pelo que: B
OC = |3cos(a +7)| = —|3cosa| = —3cos o

Assim, temos que a area do triangulo é:

BC x2x0C

3 =3sena x (—3cosa) = —9sen acos o

Alapc) =

Exame — 2021, 1.* Fase

8. Como o ponto A estd sobre a reta definida pela equacao z = 1, tangente a circunferéncia trigonométrica,
entao a ordenada do ponto A é y4 = tga = a, sendo a o angulo definido pelo semieixo positivo Ox e pela

semireta OA

Como o ponto B pertence a circunferéncia trigonométrica, tem coordenadas (cosc, sena), ou seja, a
abcissa do ponto B é xp = cos«

Desta forma, como 1 + tg2a = tga # 0, e cosa # 0, temos que a abcissa do ponto B:
¢

o0s2 a’

1 1 1 1
1+a’=— & zp2= & =\lTT 3 © TB= 77—
ta rp2 B 1+ a2 23>0 B 1+ a? B V1 + a2

Resposta: Opgao A

Exame — 2020, 1.* Fase
9. C T 1 t 1 .
. Como cos — = —, entdo arccos - = —, e assim:
3 2 2 3
1 T
sen [ 3arccos 5 ) =sen <3 X g) =sen (r) =0

Resposta: Opgao C

Exame — 2019, 2.2 Fase
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10. Simplificando a equacao, temos: R
1 cos %
2cosz+1=0 & 2cosz = —1 @cosx:—§ AN
s 1 , .
Como cos— = 2 podemos observar no circulo trigo-
nométrico que: ‘
_1 3
( n 77) T oo 2m 1 2 O : N
cos(—m+ — ) = —cos — cos | —— | =—= - N
3 3 3 2 : r
Pelo que a solucao da equagao no intervalo [—, 0] é:
2
—
s
COS (—71' + g)

Resposta: Opgao B

Exame — 2019, 1.* Fase

11. Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, vem que:
ACB =180 — ABC — BAC = 180 — 81 — 57 = 42°

E assim, calculando o valor de AB recorrendo a Lei dos senos, e arredondando o resultado as centésimas,
temos que:
sen ABC _sen ACB sen81°  sen42° 5 X sen 42°

— & =—_" & AB=—""_ = AB=~3,39
AC AB 5 AB sen 81°

Resposta: Opgao C

Exame — 2018, 2.? Fase

12. Considerando que:

e sen (g) = 1, temos que arcsen(1) = g

3 1 ¢ 1 2
° — ] = —= — = = —
cos 1 5 €Imnos (que arccos 5 3

E assim, vem que:

(1) + 1 _7T+27T_37T+47T_77T
arcsen arccos 5) =73 3 =3 5 =6

Resposta: Opgao A

Exame — 2018, 1.2 Fase
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13.

14.

15.

7/37

Observando que os dngulos AOP e RQO tém a mesma amplitude (porque sdo dngulos de lados paralelos),
relativamente ao tridngulo [PQR], vem que:

e QR = cosa
e OR =sena

e a altura do tridngulo, relativa ao lado [QR] é

h=2x OR =2sena O

Desta forma, a area do triangulo é: «

=5 Q D cosa
QR xh cosax2sena 2senacosa -
= = = sen « cos «
2 2 2

Aipgr) =

Resposta: Opgao D

Exame — 2016, 2.* Fase (adaptado)

Identificando as medidas relevantes para o calculo da area do trapézio, temos que:
e a base menor é a ordenada o ponto P, ou seja, OP =1

e como R é um ponto do quarto quadrante, entao temos que cosa > 0, pelo que a altura do trapézio
[OPQR] é: PQ = cosa

e como R ¢ um ponto do quarto quadrante, entao temos que sen a < 0, pelo que a base maior do
trapézio [OPQR] é: QR =1+ (—sen o) =1 —sen «

Desta forma, a area do trapézio é:

OP R — 1+41- 2 -
Aopon = SLT@  po_tilosma  a = 2750 e =
2 2 2
2cosa — sen « cos o Sen & cos «
= =cosq — ——
2 2

Resposta: Opgao D

Exame — 2016, 1.* Fase

Como na figura estd representado o circulo trigonométrico, temos que:
OC=1a, AB=sena, OB =cosa e tga =CD

Temos que a drea do quadrilatero [ABC D] pode ser obtida pela diferenca das dreas dos tridngulos [OC D]
e [OAB],

Aiapep) = Ajoas) — Ajocp) = 2 - 9

Assim, vem que:
1x tga cosa X sena tg o — senacos «

A = — =
[ABCD] 9 B 9

Resposta: Opgao B

Exame — 2015, 1.* Fase (adaptado)
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8/37

16. O triangulo [OBC] é retangulo em B, OB = 1, e [BC] é o cateto oposto ao angulo «, temos que:

BC BC —
g OB g 1 g R
Logo, - B
OB x BC 1xtga tga ¢
Aopey=——="—"%5 = @

A area do setor circular de centro O, raio 1 e amplitude «
(delimitado pelo arco AB) é

A:oz><12:g
2 2

0 2

Como a drea da zona sombreada (Ag) pode ser calculada como a diferenga entre as dreas do tridngulo

[OBC] e o setor circular de centro O e delimitado pelo arco AB, temos que

tga «
As =djopoy—A= "= -5 ="

Resposta: Opgao B

17.

tga—

Exame — 2014, Ep. especial

17.1. Como o lado [PR] do tridngulo [PQR] é um didmetro da circunferéncia e o vértice ) pertence & mesma
circunferéncia, podemos garantir que o triangulo [PQR] é retangulo, sendo [PR] a hipotenusa.
Como a circunferéncia tem raio 2, vem que PR = 2 x 2 = 4, e assim, recorrendo a definicao de seno

€ cosseno temos:

sena:@ & sena:@ < QR =4sena
P 4
0 _

cosa:jg & cosa:T & PQ =4cosa

Como os lados [QR] e [PQ)] sdo perpendiculares, temos que:

QR x PQ _ 4sena x 4cosa
2 B 2

Alpgr) =

= 8sen o cos o

Como o tridngulo [PSR] é congruente com o tridngulo [PQR] (ambos tém 1 angulo reto e dois lados

iguais), vem que:

Apqrs) = Aipgr) + Alpsr) = 2 X Alpqr) = 2 X 8senacosa = 16sen a cos «

@ma‘c.absolummen‘ce.net
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1
17.2. Como tgf =2v2 e tg2f+1 = ——, temos que:
cos? 0
2 1
2vV2 l=— & 4x241=—%+
( \[) + cos2 6 * cos2 0

= cost9:|:\/T & cosG::I:}
9 39

E, pela férmula fundamental da trigonometria, vem:

1 1 8 8
sen29+§=1 & sen29:1—§ & sen20:§ & sen9:i\/; & senf =+

Finalmente, recorrendo expressiao da drea do quadrildtero [PQRS], deduzida antes, temos que:

1 32V2

2V2
X

16 x —
73
18. Como
e BC = sena
e OC = cosa

Temos que DC' = OD — OC = 3 — | cos a

3

9

1

2
& 0=
COS 9

cosf = 1
3

3

22

=
™
oc)oz |

senf) = —

Exame — 2014, 2.* Fase (adaptado)

Y

4

Como a € }g,ﬂ[, logo cosa < 0, pelo que

|cosa| = —cosa
Assim,DC = 3 — |cosa| =3 — (—cosa) = 3 + cos

Desta forma, temos que:

DC x BC _ sena(3+ cosa)

A = =
[BCD) 5 5

Resposta: Opgao C

= 5(3+COS(1) sen o

Exame — 2014, 1.? Fase

3
19. Como x € }W,; [, temos que x é a amplitude de um angulo do 3° quadrante.

Assim, temos que:
e senz <0
e cosx <0
o tgx >0

Assim, analisando cada uma das hipdteses, vem que:

e senx + cosz < 0 (porque é a soma de valores negativos)

COS ™
[ ]

tgx

e tgx—senx > 0 (porque é a diferenga entre um valor positivo e um negativo, ou de forma equivalente,

a soma de dois valores positivos)

< 0 (porque é o quociente de um valor negativo por um positivo)

e senzx X tgx < 0 (porque é o produto de um valor negativo por um positivo)

Resposta: Opgao C

@ma‘c.absolummen‘ce.net

Teste Intermédio 11.° ano — 11.03.2014


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#geometria

20. Como no intervalo [0,27] a equagio sen x = 0,3 tem 2 solugdes, entao: Y

e 10 intervalo [0,27 x 10[= [0,207[ a equacdo senxz = 0,3 tem
20 solugoes, (correspondentes a 10 repetigdes das duas solugoes
iniciais por cada uma das 10 voltas completas no circulo trigo-
nométrico, no sentido positivo).

A 4

|
Analogafnente7 ) Q
e 1o intervalo [—27 x 10,0[= [-207,0[ a equacdo senz = 0,3 tem
20 solugoes, (correspondentes a 10 repetigoes das duas solugoes
iniciais por cada uma das 10 voltas completas no circulo trigo-
nométrico, no sentido negativo).

Assim, temos que, no intervalo [—207,207], a equagao trigonométrica sen z = 0,3 tem 20+20 = 40 solugoes.

Resposta: Opgao B

Teste Intermédio 11.° ano — 11.03.2014

21.

21.1. Como os angulos DOC' e AOP sao angulos verticalmente opostos, Q
x também é a amplitude do dngulo AOP. Como [OA4] e [0OQ)] sao
raios da semicircunferéncia, OA = OD = 1, e assim, recorrendo 1
a definicao de seno e tangente temos: 0O
senr = jR & senx = QR & QR = senz
@) 1 1

P

t ﬁ@t ﬁ@ﬁ t
r = — r = —— — x
&Y= oa & 1 8 B 2 c

E assim, temos que a drea do poligono [BCDQP] pode ser calculada como a soma das dreas do
tridngulo [ODQ)] com a do retangulo [ABC D] subtraindo a drea do tridngulo [OAP]:

ODXxQR —— . APxOA
Aipepqr) = Alopq) + Ajasep) — Ajoap) = f+DC x BC — — =
1 x senx tgx x1 senzx tgx tgx  senx
— D XST L g BTN o BT _o 87
g T2 2 2 T 2 T

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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3T
21.2. Como cos <2 — x| = —senzx (como se pretende ilustrar na figura ao

lado), entdo temos que: N

St V=3 o _ (3 = _3
COSs 2 T = 5 senr = 5 senr = 5

Assim, recorrendo & férmula fundamental da trigonometria, vem:

L 4

2

2
3 9 16
(5) +0052x=1(:>0052x:1—%<:>cos x:%®c05x2i5

T 4
Como x € }0, Z}’ entao cosx > 0, e assim, temos que: cosx = 5
3
sen x 4 3
Calculando o valor da tangente de x, vem: tgx = =5 -2
cos 4 4
5

E assim, substituindo os valores de tgx e senz na expressao da drea do poligono [BCDQP], obtemos a
area para a posicao do ponto P:

3
5 _, 3,3 _8 15 12 177
2 8 10 40 40 40 40

Teste Intermédio 11.° ano — 11.03.2014

22. Vamos considerar DA a medida da altura do triangulo e EC' a medida da base.
Sabemos que C'A = 1, porque é a medida do raio da circunferéncia.

D C
Como [CA] é a hipotenusa do tridngulo e [DA] o cateto oposto ao angulo z,
usando o seno do angulo temos que:
DA DA —
senr = —— < senx = —— <& DA = senx
CA 1 A

Por outro lado, como [DC] é o cateto adjacente, usando a definigdo de cosseno, temos:

D C _
coOsr=— & cosx=—— & DC =cosx
CA 1

Como ED = 6 temos que: - o
EC=FED+DC & EC=6+cosz

Logo, calculando a area do triangulo, obtemos:

EC x DA (6+cosxz)(senz) 6senz+ senzcosz  senxz(6 4+ cosx)

2 2 o 2 B 2

Alaec) =

Exame — 2013, Ep. especial (adaptado)
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23. Comegamos por definir o ponto P(—3,0) e o d&ngulo AOP, cuja amplitude é m — a.

Assim, como sabemos que que OP = 3, podemos usar a definicdo de cosseno podemos calcular O A:

oP 3 — 3 y
cs(m—a)=—— & cos(m—a)=— & O0A= ———— 1
0OA OA cos(m — ) Al
Como cos(m — o) = — cos a, temos que:
— 3 — 3 — 3
A=——— & OA= & 0A=-—
cos(m — ) —cosa cos &
_ TARS
Depois, calculamos AP recorrendo a definicao de tangente: I3 O > "
AP AP —
tg(ﬂ'—a):OjP & tg(ﬂ'—a):T < AP =3tg(r —«)
Como tg (m — @) = —tg «, temos que:
_ _ B
AP =3tg(mr—a) & AP = -3tga
Como AB =2 x AP e OB = OA, calculado a expressao do perimetro vem:
Poas = AB+O0A+0B =2 x AP+ 2 x OA =2 x (~3tga) + 2 x (— ) _ Gtga—
cos o cos o

Exame — 2013, 2.* Fase (adaptado)

5t 4w
6’3
no circulo trigonométrico, podemos verificar que, neste intervalo:

V3 1

o —— < senzx < —
2 = -2

24. Representando as amplitudes dos angulos do intervalo

o —1<cosz < —3

V3

Como — 5 ~ —0,87, temos que —0,9 < fé, pelo que a

equagao senx = —0,9 nao tem solugoes no intervalo considerado.

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 11.° ano — 6.03.2013
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25.

25.1.

25.2.

Como o circulo representado é o circulo trigonométrico, entao,
temos que OP = 1, e que as coordenadas do ponto P sao

. Y
(cos a, sen ) a
Como o ponto @ ¢é simétrico do ponto P relativamente ao B—-
: . : R R : <cosa TN
eixo Oy entdo os dois pontos tém ordenadas iguais e abcissas p / k —cosa %

simétricas, pelo que as coordenadas do ponto @ s&o (— cos a, sen )

. Q .
e assim, como « € }g,w{, ou seja, no segundo quadrante, temos

que cosa < 0, pelo que PQ = —2cos o

Como o ponto R tem a mesma abcissa que o ponto @Q, e
como « ¢ um angulo do segundo quadrante, sena > 0, pelo que
R(Q = sena e como o ponto R pertence ao semieixo positivo Oz,
vem que OR = — cos «

Desta forma, considerando a base maior do trapézio o lado [PQ)], a base menor o lado [OR] e a altura
o lado [RQ)], temos que a &drea (A) do trapézio é dada por:

P OR — 2 — -3 X 3
A:LXRQ: cosa+ (= cosa) x sena = o CBAXINE 9 acosa
2 2 2 2
Como a reta OP intersecta a reta de equacao x = 1 no ponto de y
7
ordenada o0 temos que tga = 51 N

1
Como tgZa+1= ——, temos que: /
cos? «
P
7 1 49 576 1 625 1

2
57 l=——© -t =——5— © =55 = &
( 24) * cos? «v 576 T 576 costa 576  cos?a

W

@COSQQ—L<:>COS2Q—@<:>COSQ—i @ = COS(X_—%
- 625 625 ~ TV 625 cos<o 25
576

Logo, recorrendo a férmula fundamental da trigonometria, vem:

sen’a + 576 _ 1 & sen’a=1 576 & sena = 19 & sena =+ ’ = senqa = !
625 625 625 T 25 send>0 25
~ . L. 3 -
Logo, de acordo com a expressao da drea do trapézio [OPQR], —5 sen a.cos « |, para a posigao do
ponto P definida, a drea, na forma de fragao irredutivel, é:

T 1250 625

3T (_24)_ 504 _ 252
25

Teste Intermédio 11.° ano — 6.03.2013
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26. Definindo o ponto P, como o ponto médio do lado [AB], a drea da regido sombreada pode ser calculada
como a diferenca entre a drea do quadrado e a soma das dreas de 8 tridngulos retangulos (o tridngulo
[AEP] e os restantes 7 semelhantes a este):

AiaeBroapn] = AlaBcep) — 8 X AlAEP] \C/

Como P ¢ o ponto médio de [AB], temos que AP = 2, podemos determinar q E 3
E P, recorrendo a definigao de tangente de um angulo:

EP EP —

g P g B g
A 9 P
Assim, calculando a drea da regiao sombreada, vem:
——2 AP x EP 2x2tgzx

AagpBrcapmn) = Alapep) — 8 X Ajapp) = AB” — 8 X —y = 42 — 8 x 5 g

=16 -8 x 2tgz = 16 — 16tgz = 16(1 — tgx)

Exame — 2012, 2.# Fase

27. Considerando um ponto P, sobre o lado [AB] do trapézio, tal que o segmento [DP)] seja perpendicular

ao lado [AB], consideramos o dngulo ADP com amplitude g -«

C
Como DP =1, recorrendo a definicao de cosseno, temos:
DP N 1
Cos(a—z):j & DA= — ————
2 DA cos (o — %)
€ como Ccos (a — 1) = senq, temos que: DA = !
2 sen o B
1
Da definicao de tangente de um angulo, e como tg (a — g) = ——— temos:
@
¢ ( 7r) AP ot ( 7r) AP o AP 1
o — — = — o — — = — = ——
& 2 DP & 2 1 tga

Logo, o perimetro do trapézio é:

- 1 1
P[ABCD]:PB+BC+CD+DA+AP:1+1+1+—i—(—):

sen « tg o
3 1 1 34 1 Ccos & 3 1—cosa
sen o sén & sena  sena sen o
cos o

Exame — 2012, 1.* Fase
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28. Usando a definigao de seno, temos:

L o P
P P _
senx:jQ & senx:?Q & PQ =2senx
.. 2
e usando a definicao de cosseno, vem:
B BQ _— *
cosx:ﬁ & cosm:TQ & BQ =2cosx A 9 B 0
Calculando a area do triangulo vem:
Anpo = (E—l—?) x PQ _ (2 + 2003295)(2861&315) _ dsenz —|—42senxcosx — 9seng 4+ 2senz cos T =

=2(senx + senx cosz) = 2senz(1 4 cosx)

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012 (adaptado)

29. Representando no circulo trigonométrico um angulo de amplitude 6, tal que, y

1 .
senf = -3 (como na figura ao lado), podemos verificar que, a representagao

1
do angulo com amplitude 7+ 6 verifica a condicao sen (7 + ) = 3’ ou seja:

sen (m 4+ 6) = —sen 6

E assim, de entre as opgoes apresentadas m+ 6 € a tnica solugao da equagao
1

senx = —
3

Resposta: Opgao B

Teste Intermédio 11.° ano — 9.02.2012
30. Considerando que o altura assinalas na figura divide o triangulo [ABC] em dois tridngulos retangulos

cujas hipotenusas sdo os lados [AB] e [C] e usando a definigdo de seno, temos que:

h
sen o = & sena=— & h=2sena

AB

E como sen 30° = 2 vem que:

sen 30° =

Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 11.° ano — 9.02.2012
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31.

31.1. De acordo com a sugestao apresentada, como o ponto P se move sobre a circunferéncia que delimita
o circulo trigonométrico, temos que as coordenadas do ponto P, sdo (cos «, sen «)
Assim como as coordenadas do ponto B sdo (3,0), a distancia PB é:

d=+/(cosa—3)2 + (sena — 0)2 = V/cos?a — 6cosa + 9 + sen2a =

= \/sen2a—|—cosza—6cosa+9:\/—6cosa+9+1:\/10—6cosa

E assim, vem que:
d=+v10—6c¢cosa = d° = (\/10—600504)2 = d?2=10—6cosa

31.2.

31.2.1. Resolvendo a equagao no intervalo [0,27[, temos que:

=

| w

d>=7 < 10—6cosa=7 <& —6cosa=T7T—10 < 6cosa =3 < cosa =

1
& cosa= — @cosa:cosg & a:§+2k7r\/o<:—%+2k7r,kzez

, as solugoes da equagao correspondem aos valores de k =0e k = 1:

Como « € [0,27

e k=0: a:g \Y a:—g,ege[o,%r[
5 5
o k=1: a:% 2m Vv a:—g—i—Qw, —%+27r=§e§6[0,27r[
5
Assim, as solugdes da equacio d? = 7 que pertencem ao intervalo [0,27[ sdo % e g

1
31.2.2. Como tg? v+ 1 = —5— e tga = —V/35, vem que:
cos? a

2 1 1 , 1 [1 1
(f\/35) +1:COSQO¢ <:>35+1:C()82a & cos a:%écosa::t %@Cosa:ié
Como « € [0,7] e tga < 0, entdo « é um angulo do segundo quadrante (a € } gﬂr D, pelo que

. 1
cosa < 0, e assim temos que: cosa = ——

Calculando o valor de d, correspondente, vem:

1
d>=10—6cosa < d>=10—6 x (—6) s d?=10+1 < d=+V11

Como d > 0, vem que d = v/11

Teste Intermédio 11.° ano — 9.02.2012
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. L T 5T
32. Como se trata de um circulo trigonométrico, o ponto B tem coordenadas B <COS —, sen 3), porque o

3
- . . 2 om )
segmento [OB], define com o semieixo postivo Oz um angulo de 7 + 3 =73 radianos.
Podemos considerar como a medida da base do triangulo OA =1 e Yy
o valor absoluto da ordenada de B como a medida da altura: T
lys| = sen5—7r = ‘—senz‘ = —@ = ﬁ
L i N 317 2| T 2
T+ 2%
Assim, calculando a area do tridngulo vem: A / a .
V3 I
OA x |yg| 1% 5 V3 \ altura
Aoap =5 =5 =%
- B
Resposta: Opgao A
Exame — 2011, Ep. especial
33. Como OA = 1, usando as definicdes de seno e cosseno temos: y,\
OF OF S
senf = — & senfl = —— & OFE = senf A
OA 1 E
EA EA —
cos = — & cosf=—— & EA=cosl
0OA 1 O 0 c,
E assim, o perimetro da regiao sombreada é: .
Puppr)=AO+0B+BD+DO+0OE+EA D
B
Como AO =OB; BD = EA ¢ DO = OF, temos:

Pappr) = 2A0 +2EA+20E =2 x 1+2cosf + 2senf = 2(1 + cos ) + send)

Resposta: Opgao C
Exame — 2011, 2.* Fase
34. Como OQ = 1 (medida do cateto oposto ao angulo x) e OP = 1 +d

(medida da hipotenusa do tridngulo retdngulo), usando a definigdo de
seno de um angulo, temos que:

oQ 1
senx:jQ & senz=—— & 14+d= &
oP 1+d sen x
o de 1 e de 1 _ senw - dzl—senx
sen x senx senx sen x

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011
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35.

36.

37.

Representando no circulo trigonométrico um angulo de amplitude «, tal Yy
3’/T 4 . A
que, cos | o —a ) =—= (como na figura ao lado), podemos ilustrar que:
cos| — —a | = —sen«
2 >
x
) 4 4
E assim, sena = — =% pelo que, podemos calcular o valor de cos «,

recorrendo a férmula fundamental da trigonometria:

4\? 16 9 [9 3
(5) +eosla=1 < cos2a:1—% & 0082a:2—5 & cosa ==+ % = cosoz:ig

us 3
Como «a € ]0,5 {, entao cosa > 0, e assim, cosa = 5 pelo que o valor de tg a, é:

4
sen o 5 4
t = = = = —
& cos « 33
5
Desta forma, temos que:
1 3 1 3 3 12 3 9
tga 4 7 4 4 4 4
3

Teste Intermédio 11.° ano — 24.05.2011

Y
. ~ . T 3T
Representando as amplitudes dos angulos do intervalo {4,4} no
circulo trigonométrico, podemos verificar que, neste intervalo:
| |
2 V2 N\ :
—— <cosx < — 4
2 = =2 l i
. - - ~ . 09 T
Ou seja, a equagao cosxz = —0,9 nao tem solugbes no intervalo *@ 0 §
considerado. /
Resposta: Opgao C

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011

Y
Como a ordenada do ponto de intersecao do prolongamento da reta O com
a reta tangente ao circulo trigonométrico no ponto de coordenadas (1,0) é 2,
temos que tga = 2 Y PR P
Assim, o valor de um angulo cuja tangente é 2, pode ser calculado s
por:
tg™t (2) ~ 1,107
Como este valor corresponde a um angulo do 1° quadrante, podemos obter «a a 1,107\ 4
um angulo do 3° quadrante, cuja tangente também ¢é 2, somando 7 & solucao ) "
anterior:
a=tg 1 (2)+m~425
Q
Resposta: Opgao B r

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011
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38. Observando que:
™ - ™ . T
e Como o+ 3 = 5 entdo o = 5 — f3, e assim, cos @ = coS (5 —6) = senpf
e Como a+ 0 =27 entdo a = 2w — 6, e assim, sena = sen (2m — 0) = sen (—0) = —send

Podemos concluir que:

sena + sen 8+ senf = sena + cosa — sena = cos «
—_——

CcoSs —sen o

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011
39.

39.1. Como OP = 5, usando as definicdes de seno e cosseno temos:

PR PR —
seha = — & sena= —— & PR=5sena Y
oP 5
L r
cosa:g©cosa:@@@:5cosa P
OP 5 R
E assim, como %j PQ, também PR = RQ, pelo que 0 aR A Q @
0Q = OR+ RQ =20R; e a drea do tridngulo [OPQ)] é dada
por: /
0OQ x PR 2x5 5
Ajopr) = Q; X COSZ xosena 25senacosa = f(a)
39.2. Resolvendo a equagao no intervalo }Og [, temos que:
9 9 25sen o cos o sen o
fla) =25cos” @ & 25senacosa =25cos’a & @ ——— =1 <& =1<
cos? a0 2D COS (v COS ¢ COS (v
71' m
S tga=1 < tga= tgz & a:Z—i—kﬂ',kEZ

Assim, no intervalo indicado, a tnica solucao da equacgao é o =

39.3. Como f(#) = 5, temos que;

1
f(0)=5 < 25senfcosd =5 & senfcosh = 25—5 < senflcosf = 5

E assim, vem que:
2 2 2 2 2 I 5.2
(senf+cosf)” = sen” 0+2sen d cosf+cos” 0§ = sen” +cos” 0+2senf cos = 1—|—2><5 = g—l—g =3

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2011
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40.

40.1.

40.2.

20/37

Analisando as figuras podemos dividir o célculo da altura em dois casos:
No primeiro caso, (0 € }O,g} ), h=3-0C

Como OB = 3, recorrendo a definicdo de cosseno de um angulo,
temos:

“|§

cosb = < OC =3cosb

No segundo caso, (0 € ]g,w[), h=34+0C

Como OB = 3, recorrendo a definicao de cosseno de um angulo,

temos:

cos(w—@):?c & 0OC =3cos(m—0) & OC =3(—cosh) &

& OC = —3cosb

(Q
0
. ¢ B
e assim,
h=3-0C=3-3cosf \_/
ﬁ\
B
T — 0
O
0

e assim,

A
h=3+0C =3+ (—3cosf) =3 — 3cosh A

Ou seja em ambos os casos, isto é, para qualquer 6 €]0,7[, a altura h pode ser calculada como que
h(0) = 3 — 3 cos(d)

Como h(#) =3 — 3cos(), temos que:

h#)=3 < 3—3cos(f) =3 < —3cos() =0 < cos(d) =0 <

™

& cos(9)=cos§ & O=—-+kn kel

il
2
Como 6 €]0,x[, § = g é a unica solugdo da equacao.

Calcular 6 tal que h(8) = 3, significa determinar o adngulo associado a uma quantidade de com-

bustivel no depdsito com 3 metros de altura.
Assim a solugdo calculada significa que, quando o combustivel no depdsito tiver uma altura de 3

~ 7z A 71—
metros, o angulo 6 serd um angulo reto (5 rad. )

Exame — 2010, 2. Fase
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Como o triangulo estd inscrito numa semicircunferéncia é um triangulo retangulo. Sabemos que a hipo-

tenusa coincide com o didmetro e tem comprimento 2 (OA = 2).

Assim, recorrendo a definigao de seno temos:

AB A -
sena = — & sena= —— & AB =2sena

Analogamente, pela defini¢ao de cosseno, vem:

OB OB —
oS = —— & cosa = 5 < OB =2cosa

T
Logo, para cada valor de o € }0, 5
Exame — 2010, 1.* Fase

{, o perimetro do tridngulo [OAB] é dado, em fungao de a, por:
Poap =0A+AB+ OB =2+2sena+2cosa = 2(1 + cosa + sen )

42. Relativamente ao tridngulo retangulo [ABP], do qual conhecemos a medida do cateto adjacente ao angulo
C

x, usando a definicdo de cosseno e de tangente do angulo x, temos:
5 —_— 5
COST = —— & cost = — & AP =
AP AP coszT T
BP BP —
— & tgr=—— & BP=5tgx
i g 5 g 5
Pl
B

t = —

8T = =
A

—— 5 —i

Temos ainda que
BP+PC=5 <& PC=5-BP < PC=5-5tgx

Recorrendo ao teorema de Pitdgoras, podemos calcular a medida do segmento [AC]:

AC° = AB°+BC° o AC =545 o AC =254+25 o AC =50

Assim, para cada valor de x € }O,E {, o perfmetro do tridngulo [APC] é dado por:
5

Papo) = AP+ PC+4AC =
COS T
Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010

43. Como o ponto P pertence a superficie esférica, as suas coordenadas verificam a equacao que define a

superficie esférica, pelo que:
(tg)® + (sena)® + (24 cosa —2)2 =4 & tg2a+ sen’a+cos’a =4 &

s tg?a+l=4 e tg?a=3 & tga==+V3

Como « € ]0’, {, entdo tg o = /3, pelo que a = tg~! (V/3)

Desta forma, os valores numéricos das coordenadas do ponto P sao:
s m s V3.1 V35
t 9 772 7) = 7772 o = "o Yo
( g3 sen 3 + cos 3 <\/§ 5 + 2) <\/§ 5 2)
Teste Intermédio 11.° ano — 6.05.2010
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™
44. Como um angulo raso tem 7 radianos de amplitude, e — < 3 < 7, entdo um angulo com amplitude de 3

radianos é um angulo obtuso, ou um angulo do 2° quadrante.

Resposta: Opcao B

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2010

Yy
T
45. Representando as amplitudes dos angulos do intervalo [6,5} no 1
circulo trigonométrico, podemos verificar que, neste intervalo:
1 o
3 < senzx <1 2l =
2
. 0,1-5 "6
Ou seja, como 0,1 < = a equagdo senx = 0,1 ndo tem solugdes no o v
intervalo considerado.
Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2010

46.
D P C
46.1. Considerando um ponto @, sobre o lado [AB] do trapézio, tal que o seg- |
mento [PQ] seja perpendicular ao lado [AB], e recorrendo & definicao de [
tangente, temos: !
_ 12 2
2 - 2 I
AQ AQ tgx # i
Comoﬁ:m—ﬁzm—m:2—t , vem que A 2 Q B
2+2 2
tasoq = AT o T E 2
[ABCQ] — 2 B 2 B tgx
46.2. Resolvendo a equacao, temos que:
2 12 — 2+/2 2 24/3 2 2v/3 2x3 3
——:J <:>4——:4—i & —:i & L:tg:c & —==tgr &
tgx 3 tgx 3 tgx 3 2v/3 V3
3v3 3v3 s T
S tgr=—r & tgr="" o tgr=V3 & tgr=tg- @ r=—+km, kel
g NG g 3 g g &3 3
12 — 24/2
Como z € } %72 [, o valor de de x para o qual a drea da regiao sombreada é %, éx = g
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15 15
46.3. Como cos <a + g) = —senq, vem que: —Senzx = 17 & senx = 7

Pela formula fundamental da trigonometria, temos que:

15 2_% 20w (15 2_% 2l e cotee 1 2D L el 289225
— COS™ X = -— COS™ X = COS" & = 1 — —— COS" &X' = — — ——
17 17 289 289 289

64 64 8
2p=— =44/ — =+
© 8"z = 5on & cosT 559 & 08T T

C er W[ ta >0 i 8
omo r —, entao cosx € asslim CoOsxTr = —
4’20 17

Temos ainda que:

15
senx 17 15
tgr = =L =
8T = sz 8 8
17
T 15 - , e .
Desta forma, se cos (m + 5) =17 entao a area da regiao sombreada correspondente é:

1660 16 44

2
4— = =4-—==——-—==
15 15 15 15 15
8

Teste Intermédio 11.° ano — 27.01.2010

47. Como a medida da hipotenusa do triangulo é 2 (porque é um didmetro de uma
circunferéncia de raio 1), podemos recorrer & definigdo de seno e cosseno, para
determinar a medida da base (b) e da altura (a): N

b a
Senx:§ < b=2senx e Cosx:§ & a=2cosx

Logo a area sombreada é a diferenca da area do circulo e da area do tridngulo:

b x 2 X 2 d
A=A, — Ap =71 — 2a:7r(1)2—w:ﬂ'—2$enxcosx S~

Resposta: Opgao A
Exame — 2009, 1.* Fase (adaptado)

48. Como o ponto P pertence ao circunferéncia que delimita o circulo trigonométrico, as suas coordenadas
580 (cos 53°,sen 53°)

Considerando um ponto A, sobre o lado [PQ)] do tridngulo, tal que o dngulo Y N
OAP seja reto, como a reta PQ é paralela ao eixo Oz e a circunferéncia Q _A P
esté centrada na origem, temos que PA = QA e como [PO] e [OQ)] sdo raios
de um circulo trigonométrico, entdo OP = OQ = 1, e assim perimetro do
tridngulo [OPQ)], arredondado as décimas, é: .

PlOPQ] = PA+QA+0P+00 = 2x PA+2x 0P = 2xcos 53°+2x 1 ~ 3,2

Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 11.° ano — 7.05.2009
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49. Como uma rotagao de —3w radianos corresponde a uma volta completa e mais meia volta
(=37 = =27 + (—m)), no sentido dos ponteiros do relégio (porque o sentido positivo é contrario ao sentido
dos ponteiros do relégio), entao a Inés voltou a ver as horas 1 hora e meia depois da primeira vez.

3
50. Representando as amplitudes dos angulos do intervalo [g,;} no

51. Como [OB] é um raio do circulo trigonométrico e O é a origem do
referencial, entdo as coordenadas de B sdo (cosf,senf), ou seja,
OC =cosf e BC = senf

52.

Assim, uma hora e meia depois das 10 h e 45 min, corresponde a 12 h e 15 min.

Resposta: Opgao C

circulo trigonométrico, podemos verificar que, neste intervalo a
equagao cosx = —0,3 tem duas solugoes.

0
Podemos ainda verificar que nos intervalos [0,5} e [

equacao nao tem qualquer solugao, porque cosz > 0 nos 1° e 4°
quadrantes; e que no intervalo [0,7], a equacdo sé tem uma solucao
(no segundo quadrante).

Resposta: Opgao B

Como o arco de circunferéncia AB tem centro no ponto C, te-
mos que BC' = AC', e assim a abcissa do ponto A é: O

Resposta: Opgao C

52.1.

52.2.

Teste Intermédio 11.° ano — 7.05.2009

3
7T,27T a

2

Teste Intermédio 11.° ano — 29.01.2009

Y

N

sy

>

W

al----2
N
S

24 =0A=0C+ AC = cos + senf

Teste Intermédio 11.° ano — 29.01.2009

D
Recorrendo a definicao de tangente temos que:
BD BD —
g B g 5 g
Como a drea do tridangulo [AC D] pode ser calculada como a diferenga das dreas / 1C
dos tridngulos [ABD] e [ABC], temos que a drea do triangulo [ACD] é dada, 4 x B
em fungao de z, por: 92

ABxBD ABxBC 2x2tgx 2x1
Atacp) = Aapo) — Alapo) = 5 - 5 = 2g - =2tgx —1

Equacionado o problema e resolvendo a equagao, temos:
2tgr—1=1 & 2tgr =2 & tgr=1 & tgx = tgg & xz%—&-knr,kez

E assim, como x € }O,g [ a Unica solugao da equacao é %, ou seja, a drea do triangulo [ACD] é igual

1 = —
alsex 1
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5
52.3. Como sen (g + a) = cosa, temos que cosa = —

13
Como tg?a +1 = ———, temos que:
cos? o
1 1 169 25 144 12
2 = — 2 = — — 2 = — = — = _— = _—
tga+1= 52(:)tga 25 1 & tga o5 25<:)tga + 25(:)tga :I:5
13 169
™ N . 12 .
Como a € }075 [, entao tga > 0 e assim, tga = 5 pelo que o valor de 2tga — 1, é:
12 24 5 19
2X —=—1l=——-=—
5 5 5 5
Teste Intermédio 11.° ano — 29.01.2009
53. Como a circunferéncia tem lado 1, é a circunferéncia que delimita o circulo Yy

AN

trigonométrico, e por isso, o ponto C tem coordenadas (cos«, sena); em
particular a ordenada é yo = sena

Como a reta r é paralela ao eixo Ox e a distancia entre a reta e o
eixo é 1, temos que:

d+yc=1< d+sena=1 < d=1-— sena

@]

Resposta: Opgao B
Teste Intermédio 11.° ano — 6.05.2008
7
54. Como z € ]0,5 [, entdo x é um angulo do 1° quadrante, pelo que senz > 0 e cosz > 0

Assim, temos que:

e cos(m — x) = — cosz, ou seja, cos(m —x) <0

e sen(m —x) = senz , ou seja, sen (m —x) > 0

3 . 3
cos ?—x = —cosx, ou seja, cos ?—x <0

3 . 3T
sen 7—35 = —senz, ou seja, sen 7—33 <0

Resposta: Opcao B

Teste Intermédio 11.° ano — 6.05.2008

55. Como o ponto ) estd sobre um circulo trigonométrico, temos as coorde-

nadas do ponto @ sao <cos 577r’ sen 577r>

Considerando o lado [OR] como a base, a medida da altura é yg
(a ordenada do ponto Q). E assim a drea do tridngulo pode ser calculada
como:

L . 51
ORXyQilx 5en7
2 N 2

A[OQR] = ~ 0,39

Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008
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56. Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 7w radianos, vem que:
atoa+fB=1m& f=1m-2a
E assim, como cos(m — x) = — cos x, vem que:
B=m—2a = cosf = cos(m — 2a) < cosf = — cos(2a)
Resposta: Opgao D
Teste Intermédio 11.° ano — 24.01.2008
57. Como 6 € ]g,w{ entao 6 é um angulo do 2° quadrante, pelo que:

e senfl >0
e cosf <0
e tgh <O

E desta forma, temos que:

e cosf — senf < 0 (subtragdo de um valor negativo por um positivo, ou soma de dois negativos)
e senf x cosf < 0 (produto de um nimero positivo por um negativo)
e senf x tgf < 0 (produto de um nimero positivo por um negativo)

e senf — tgf > 0 (subtragdo de um valor positivo por um negativo, ou soma de dois positivos)

Resposta: Opgao D
Teste Intermédio 11.° ano — 24.01.2008

58. Resolvendo a equagao, temos:

3
1+3tg(20) =4 & 3tg(20) =4-1 & tg(W) = & tg(2) =1 & tg(20) = tg% =

@2xz%+kw,k€2@x:g+k§,kez

Desta forma, se £ = 1 uma solucdo da equacéo é:

T 4w 5

7T+
r= — = — R _
8

-4
2 8 8 8
Resposta: Opgao C

Teste Intermédio 11.° ano — 24.01.2008

59.
59.1. Considerando o ponto P, como a projegdo ortogonal do ponto B y,\
sobre o eixo Oz, e usando a definicao de seno e cosseno temos que:
BP BP — d |
seha = —= & sena = —— & BP =5)sena 1
OB 5 a
OP OP L A 0] P 5 T
cosa=—= & cosa=—— < OP =5cosa
OB 5
Como o triangulo [ABP] é retangulo em P, recorrendo ao teorema
de Pitagoras, vem que:

4> =BP + AP =BP + (A0 + OP)” = (5sena)? + (5 + beosa)® =
= 25sen’ o + 25 + 50 cos o + 25 cos® a = 25sen? o + 25 cos? a + 25 + 50 cos a =
= 25(sen2a+<3082a) + 254 50cosa =25 x 1+ 25+ 50cosa = 50 + 50 cos «
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1
59.2. Como tga = /24 e como tg2a + 1 = , temos que:
c

0s2 o

2 1 1 9 1 /1 1
(\/24) +1:m <:>24—|—lzcosza < cos a:% & cosa ==t % @cosa::l:g

Como o ponto B se desloca ao longo da circunferéncia, no primeiro quadrante, entdo o é um angulo
1

do 1° quadrante, cos a > 0, e assim, temos que cosa = 5

Assim, temos que:

1

d? =50 + 50 x 5

o d?=50+10 < d2:60d:>>0d:\/60

Teste Intermédio 11.° ano — 24.01.2008
60. Resolvendo a equagao, temos:
T T T
54+2cosx =6 & 2cosx =6—5 & cosx:cosg & z:§+2k7r \Y l‘:*§+2kﬂ',k€z

Desta forma, as solugdes da equagio que pertencem ao intervalo ]0,27[, sdo:

Resposta: Opgao B
Teste Intermédio 11.° ano — 10.05.2007

61. Como a ordenada do ponto de interseccao do prolongamento da semirreta OA com a reta de equagio
r=1¢ \/g, temos que tga = V8

1
Como tg?a + 1=
¢

—5—, temos que:
0S“ «v

2 1 1 9 1 1 1
(\/§> +1= & 84+ 1= & cos“a=— & cosa=E4/ - & cosa=E—
cos? o cos? o 9 9 3

. 1
Como « é um angulo do 3° quadrante, cosa < 0, e assim, temos que cos o = —3

Assim, podemos observar que:
(7r n ) 1
[ —_ = = ——
sen | 5 +a cos 3
e cos(3m — ) = cos(m — ) = —cos o = — (> ==
E, desta forma, vem que:
1 1 5 2 3
5 sen (g—i—a) +2cos(3m —a) =5 (—3> +2x < =—§+* =—-=-1

Teste Intermédio 11.° ano — 10.05.2007
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62. Considerando o ponto ) como o pé da altura do triangulo relativa a
base [OR] e usando a definigdo de seno e cosseno temos que

PQ

sena = —— < sena= —— < PQ = sena
opr

oQ __
cosa = ——
OA

& cosa = TQ & 0Q =cosa

em funcao de «, é:

Assim, como o triangulo [OPR)] ¢ isésceles, OP = PR e também OQ = QR, pelo que a drea do tridngulo,
Ajorr) = 3
Resposta: Opgao A

OR x PQ B (@—Fﬁ) x PQ ~ (cosa+cosa) x sena
5 — —

2

2cosa X sen o
2

=cosa X senq
63. Pela férmula fundamental da trigonometria, temos que:

Teste Intermédio 11.° ano — 19.05.2006
sena+cosPa=1 < sena=1—cos’a & sena =+

1 —cos?
Como cosa < 0 e tga > 0, entdo o é um angulo do 3° quadrante, e assim sen a < 0, pelo que:
Resposta: Opgao B

sena = —v/1 — cos? a

Teste Intermédio 11.° ano — 19.05.2006
64. Representando no circulo trigonométrico um éngulo de amplitude S, yA
tal que, sen8 = — (como na figura ao lado), podemos verificar que, r
m i
a representacdo do angulo com amplitude — 4 [ verifica a condicao vy
s 1 . "‘ 5
cos (5 + 6) = ——, ou seja: 20 .
_1|o "z
x 5
cos (5 + ﬂ) = —senf
: - T L < < 1
E assim, de entre as opgoes apresentadas — +  é a unica solugao da equagao cosx = —
Resposta: Opgao B

Teste Intermédio 11.° ano — 19.05.2006
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65. Considerando o lado [OC] como a base do triangulo (OC = 1), a alturaserd oy

segmento que contém o ponto P e a sua projegdo ortogonal (P’) sobre a reta AB
ocC. —
L altura P
Como OP =1, recorrendo a defini¢ao de cosseno, vem: P’
PP PP’ —
COST = —= & COST = & PP =cosx o & A
OP 1 >
Assim a drea do tridngulo [OPC] é: %
o
4 _ OCx PP’ 1xcosx cosx
[OPC] = B =Ty T ~—c

Resposta: Opgao B
Exame — 2006, Ep. especial

66. Como o arco BA é um arco de uma circunferéncia de raio 1, e com am-

plitude «, tem de comprimento «. y,\
Como OA =1, e recorrendo as defini¢des de seno e cosseno, vem: A
AC AC .
sena = — & sena = —— < AC = sena
OA 1
L @
90 -9 L oe- >
cosa = o coser = — =cosw 0 C B .

Logo, OB=0C +CB < 1=cosa+CB < OB =1—cosa
Assim, o perimetro da regiao sombreada é:
P=a+AC+CB=a+sena+1—-cosa=1+a+ sena — cosa
Resposta: Opgao D
Exame — 2006, 2.* Fase

67. Como a reta PR é tangente & circunferéncia no ponto R, é perpendicular ao raio [OR], ou seja o angulo
ORP é reto, e por isso o tridngulo [ORP] é retangulo.

Como o angulo POR tem amplitude 3 radianos e OR = 1, recorrendo & definicdo de tangente, temos:

S R
o RP o RP —_— o
el = D O B P=tgo y
8y =or © 'y TPy Q.
Logo, considerando [OR] como a base do tridngulo [ORP] e
. P
[RP] como a altura, vem:
B
- a a
ORxRp lxte5 i85
Alorp) = 5 = 3 =3
S

Como os pontos R e S sdo simétricos relativamente a reta AB, temos que, para cada valor de «a €]0,7[, a
area do quadrildtero [ORPS] ¢é dada por:

t (6%
&5
2

[0
Ajorps) = Ajorp) + Ajops) = 2 X Ajorp] = 2 X =tg3

gmat.absolutamente.net
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68. Como OB = 3, recorrendo a definicao de seno e cosseno temos: G
or o s
senr = — < senzx = —— < O] =3senx A L B
OB 3 3 |
|
JR— —_ |
BI BI — L !
cosSr = — <& cosz=—— <& BlI=3cosx E F
OB 3
Recorrendo a decomposigao sugerida na figura temos que a area da zona 7
sombreada pode ser obtida através da soma das areas de 4 triangulos C \-/ D
congruentes e de 4 setores circulares de raio 3 e amplitude x, ou seja, Vi

para cada valor de x € [O,g} , a area da regiao sombreada é dada por:

OI x BI 2 x OB’ 3senx X 3cosx z x 32
— +4 =4 +4 x =

X [OIB] + 4 X AsetorFB X 9 +4 X B X B 9

=2x9senz.cosr+2x x x9 =18z + 18senz.cosx = 18(z + senz.cosx)

Exame — 2005, 1.% Fase (céd. 435)

69. Como @ = 5, recorrendo a definicdo de seno e cosseno, e notando que
CR = OB e ainda que OC = BR, temos:

senx:g pan senx:ﬁ < CR=5senx & OB =35senz
OR 5

cosx:Lj & cos:c:ic < 0OC=5cosx & BR=5cosx
OR 5

Temos ainda que:

OB+BM=8 & BM=8 & BM=8-0B< BM=8—-5senx
Logo, usando o Teorema de Pitagoras, vem:

S, S B — —2 9 9

RM =BM +BR & RM = (8—5senx)”+ (5cosz)® &
& RM2:64—805enx+25sen2x—|—25(zos2x & RM2:64—805enx+25(sen2x+coszx) &

& RM’ =64—80senz+25(1) < RM =64-+25—80senz < RM =89—80senz

Logo, para cada valor de z, a distdncia da Rita & mae, é: RM = /89 — 80senx

Exame — 2003, Prova para militares (c6d. 435)
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70. Calculando a area do trapézio, temos:
B 10 C

AD+BC —— 30410
Aiapep) = AP 5C a5 = T 10 = 20%10 = 200 TP'

2 2 -

—
Logo, dividir o trapézio em duas figuras com a mesma JL A =100
drea, significa que o tridngulo [APD] terd drea 100. z
A 30 D
Usando a definigdo de tangente vem:
PA PA N
g D g 30 g

Exm_?)OX?)Otgx 30%tgx

Logo a drea do triangulo [APD], é: Ajapp) =

2 2 2
302t
Ou seja, Ajqpp) =100 & 2g:v =100
Resposta: Opgao B
Exame — 2003, 2.* Fase (céd. 435)

5 1

71. Como tg°r+1=—— e tgf =, vem
cos

2
1 1 1 1 5 1 1 4
S l=—— & “H4l=— & “=— & 20— - & 2pg_ 2
(2) + cos2 0 4 + cos2 0 4 cos20 cos % cos 5

4
Como sen?z +cos?z =1 e cos?f = — , vem:
5 )

4 4 5 4 1
2 - = 2 = —_ = 2 = - — = 2 = -
sen” 0 + 5 1 & sen“f6=1 3 & sen” 0 T E < sen” d 5

1
Logo,2—5sen20:2—5<g) =2-1=1
Exame — 2003, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435) (adaptado)
72.
72.1. Considerando o tridngulo [BCE],e recorrendo & definigdo de G F
seno e cosseno, temos: B
CE CE -
senr = — < senrx=—— <& (CFE=2senz 2 N
BE 2 |
BC BC - )
COST = — & cosac:—C & BC =2cosz -
BE 2 A 2 B C D

Logo, considerando a drea da zona sombreada como a diferenga das dreas do o trapézio [ACEG] e
do tridngulo [BCE], para cada valor de = € {0,%], a drea do poligono [ABEG] é dada por:

AG+CE —— BCxCE 2+2senzx — . 2cosx X 2senzx
AaBrc) = Alacee)—AlBcE) = TXAC— B = B) X (2+BC)—f =

4
=(1+ senz) X (24 2cosx) — w =2+ 2cosx +2senx + 2senx cosx — 2sen T Cos T =

=2+ 2senz + 2cosx = 2(1 + senx + cosx)
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72.2. e Sex =0, entdo Ajappa = 2(1 + sen (0) +cos(0)) =2(14+0+1)=2x2=4
O que também pode ser observado na figura, porque se z = 0, o ponto E coincide com o ponto
D, e por isso a drea sombreada também pode ser calculada como a édrea do triangulo [AGD]:

AG x AD  4x2

4
2 2

Ajagp) =

e Sex = g, entao Ajappq) = 2 (2(1 + sen (g) + cos (%)) =2(1+140)=2x2=4
O que também pode ser observado na figura, porque se x = 5, o ponto E coincide com o ponto
F, e por isso a drea sombreada também pode ser calculada como a drea do quadrado [ABFG]:
A[ABFG] :EXEZQXQZZI
Exame — 2003, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

73. Considerando o ponto I como a posicao inicial do ponto P, e o ponto () como a projecao ortogonal do
ponto P sobre a reta IC, pela definicao de cosseno vem:

cosa:ciiQ < cosa:ﬂ = Tchosa
CcP 1

Como CQ+QI=1 & QI=1-CQ < QI=1-cosa, temos que:
dla)=2-QI & d(a)=2-(1-cosa) &

< dla)=2—-1+4cosa & d(a)=1+cosa

Resposta: Opgao A

Exame — 2002, 2.* fase (c6d. 435)

74. Considerando o ponto P como interseccao da reta AB com o eixo Ox e Yy
usando a definigao de seno e cosseno temos que:

N

AP AP — A
senoy = —— <& sena= —— & AP = sena
OA 1
a [\C |
oP or — O P T
cosa=— & cosa=——— & OP =cosa
OA 1 B

Assim, considerando [AB] como a base e [OP] como a altura, a drea do
tridngulo [OAB] é:

AB xOP 2 x AP x OP
2 o 2

= AP x OP = sen«.cos o

Ajoap) =
Resposta: Opgao A

Exame — 2002, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

gmat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#geometria

75. Usando as definigoes de seno e tangente, vem:

D C
B 1 I 1 -
seny = —— & senr=-— <& EC =
EC EC sen
BC 1 — 1
EB EB tgx
Sabemos ainda que F
. x
AE+EB=1 & AE=1-EB & AE:l—t— A B B
g

Assim, como FC = EC e AF = AE, para cada valor de = € } 2, g [, o perimetro do quadrilatero é:

= —= 1 1 2 2
Pepar =2xXAE+2x EC=2x |1—— ) +2x )
[ ] n o

g sen sen x

Exame — 2002, 1.? fase - 1.2 chamada (céd. 435)

76.

76.1. Considerando A; e Ay as projegbes ortogonais do ponto sobre as B A, P,
retas BP; e BP,, respetivamente, temos que o angulo A;AP;
também tem amplitude z, pelo que recorrendo as defini¢bes de
seno e cosseno temos:

AA 12 N 12
senac:i1 & senx = =— & AP =

APy APy sen x

AA 16 I 16
COST = 2 & COST = —r < APy =

AP, AP, cos T

Calculando o comprimento da ponte, em funcao de z, vem:

R 16 12 16senx 12cosx 16senx + 12cosx
AP2 + AP1 = =+ = —+ —
COST SenT  COSZ.Senx  SenT.cos T sen x.cosx

76.2. Se BP; = BP,, o triangulo [P; BP] é um triangulo retangulo isésceles, ou seja os angulos agudos sdo

. . . A . ™ .
iguais, e por isso, tém amplitude 1 radianos.

. . ™
Assim, calculando o comprimento da ponte, para x = 1 vem:

VI, V2
2

16 sen (%)—l—l?cos(g) 16x 12 5 28

L V2
_ _ 2
sen (%) . COS (%) ? % g %

= 28v/2 ~ 39,6

Ou, seja, se o vértice a ponte for construida entre dois pontos equidistantes do vértice B, terd um
comprimento aproximado de 39,6 metros.

Exame — 2001, Ep. especial (c6d. 435)
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77. Designando o ponto (1,0) por P e recorrendo & defini¢ao de tangente, temos que: y,\

T _ /
& tga:T & AP = tga A

tga =

OP

Logo, podemos calcular a drea da regiao sombreada, como a soma do quarto de
circulo de raio 1, com a drea do tridngulo [OPA]:

A, mx12 OPxAP 1w 1xtga 7 tga ol1 "
A= Tdora ==+t =5 — =3T3 3t

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

78. Para determinar a drea de uma das faces laterais, comecamos determinar a altura do triangulo (EG).
AB 2

Recorrendo & definicao de cosseno, como FG = - =5 1, vem: E
FG 1 — 1
ST = — & cosr=— <& EG=
EG EG Ccos T
Assim, calculando a drea do triangulo [BCE], temos:
- 1 C
BC xEG X oz 1 4
2 2 cos T
A B

Logo, para cada valor de x € }O,g [7 a area da piramide é dada por:

Loxo— 4 iy 4 +4cos:c:4cosx+4
Ccos T Ccos T Ccos T Ccos T CoS T

AT =4 x A[BCE] + A[ABCD} =4 x

Exame — 2001, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

79. Recorrendo as defini¢oes de seno e cosseno temos:

A
sen o = 7;40 & osena = 7AC < AC =2sena
BC 2
AB AB — o
cosq= —— & cosa=—— & AB=2cos« B C
BC 2 2m

E assim, considerando o lado [AB] como a base e o lado [AC] como a altura, a drea do tridngulo [ABC] é:

AB x AC _ 2cosa X 2sen « _ 4 sen o cos o
2 N 2 N 2

Alapc) = = 2sen . cos o
Resposta: Opgao A

Exame — 2000, Prova para militares (c6d. 135)
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80.

81.

80.1.

80.2.

81.1.

81.2.

Considerando as projecoes ortogonais dos vértices A e D sobre o lado A D
[BCY, respetivamente os pontos P e @, e recorrendo as definigdes de
Seno e cosseno, vem:

AP AP S
sena:Aj = sena:f & AP = sena

B BP N -
cosa:Aj = cosozzT < BP =cos«o P 1 Q

Logo, como AD =1~ BP —QC =1—2BP =1 — 2cos a, para cada valor de o E}gg] a area do

trapézio é:

xﬁ_fxsena: 5

= (1 —cosa)sena = (sena)(l — cos a)

BC + AD
44MBCD]=*447544*

1+1—2cosa 2 —2cosa (2 2005a>
= ——————Xsenqa =
T - , L
Se a = 3’ entao a area do trapézio é:

(Seng> (l—cosg)zlx(l—O)zlxlzl

Se o = g7 o dngulo ABC é reto, tal como o angulo BCD, e como os lados [AB], [BC|] e [CD] sao

congruentes, o quadrilatero é um quadrado de lado 1, pelo que a sua area também é 1, de acordo

com o calculo anterior.

Exame — 1999, Prova modelo (céd. 135) (adaptado)

Usando as definigoes de cosseno e de tangente, temos: c
AB 1 — 1
COST = —— <& CoOsT=— < C =
AC AC cosx
BC BC —
g B g 1 g A - B
Logo, para cada valor de x € }O,g [, o perimetro do triangulo é:
—_—_— = —— 1 cosxT  senzx 1 1+ senx 4 cosx
COST  COST COST  COSZT coszT
T 3 3
Como cos (5 + a) = —sena, temos que: sena = — =)=z
E, pela férmula fundamental (sen?a + cos? a = 1), temos que:
2
9 25 9 16
2 2 2 2
- =1 & =1-—= & == - = & = — &
<5) + cos” « cos” « cos” 95 o5 cos” 9%

25
< =44/ 10 < = j:4
cos v = 25 COsS ¥ = 5
4

Como a € }O,g { sabemos que cosa > 0, logo cosa = —
Desta forma, o valor do perimetro do tridngulo [ABC] para este valor de « é:

3 4 5 3 4
1+sena+cosa71+g+gig+ +575+3+47B73

_5 5
4 4 4
5

COS &

Exame — 1998, Prova para militares (c6d
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82. Como DE=1e EH =

1 — 1
tgr = —— tgr = — & D= — B
AD AD tgx i
BH |
Assim, temos que: i
, ) E H \F
_Oz_D+D_+@:2_D+2=2(—> == 42 A1
tgx tgx 1 \
o | w
BI=BH+ HI=tgx+1 A D Ji G C
Logo, para cada valor de x € }O,g [, a drea do tridngulo [ABC] é:
<i+2)x(tx+1) 218% L 2 otgat2
A :A X I: tgx & _ _tgx tgx & _
[ABC] 5 5 9
t
B igat1
tgxr  tgx 1 1
=14+ —+tgx+1=2+tgx+ —
2 tgx tgx

Exame — 1998, 2.* fase (céd. 135)

83. Considerando o ponto P como a projegao ortogonal do vértice B sobre
a reta HF', e recorrendo as defini¢ées de seno e cosseno, vem:

BP BP —
senr = —— <& senx=—— < BP=05senz
OB 5
cos:v:g = cos;zc:2 < OP =5cosx
OB 5

Sabemos ainda que
e AB=20P =2 x 5cosxz = 10cosz
e BC =2BP =2x5senz = 10senz

™ p )
Logo, para cada valor de x € ]0,5 { a 4rea da zona relvada, em m?2, é

dada pela diferenga da area da circunferéncia e do retangulo [ABCD]:

A=A, —Apapep) =7 (O_B)2 — AB x BC = 7(5)? — 10cosz x 10senz =
= 257 — 100senz. cosx = 25(m — 4 sen x. cos x)

Exame — 1998, 1.2 fase - 2.2 chamada (c6d. 135)
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84.

— AB 4
84.1. Como AM = —5 =35 2, e recorrendo a definigao de cosseno e tangente, vem:
AM 4 — 4
COST=—— & cosz=— <& PA=
PA PA cosT

PM PM -
g Wi g 1 g

Como FM = FP + PM e FM = 4, temos que:

FP+PM=4 & FP=4-PM & FP=4—41g2  j— 4pm —"

Assim, como PA = PB, temos que, para cada = € {0,%} , 8km

o comprimento total é dado por:

U 8
PA+PB+FP:2PA+FP:2< >+4—4tgx=+4—4><se”=
COST COST COST
_ 8 _ 4dsenx _4 8 —4senzx
o COS T COS T o COS ™

84.2. Para z = 0, o comprimento da canalizagao é:

8—4ser10:4_'_8—4><0:44_8:12

4
+ cos0 1

Ou seja, se o angulo x tiver amplitude de 0 (zero) radianos, o comprimento da canalizacgao é 12 km,

o que pode ser observado na figura, porque com este valor do angulo x, o comprimento ¢ dado por
AB+ FM =8+ 4 =12, tendo a canalizacdo a forma de um ”T”invertido (.L).

Exame — 1988, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 135)

85. Recorrendo as definigoes de seno e cosseno vem:

B
Senxzi PEN senmzﬂ < BH =2senz
BC 2 2
CH CH —
cosx:cj = cosx:CT < (CH =2cosx z
BC A 1 H C

Como AH =1e AC = AH + CH, temos que:
AC=AH+CH & AC=14+CH & AC=1+2cosw
Logo a area do triangulo [ABC] é:

AC x BH (1+2cosz) x2senx  2senx + 4senz cosw
5 = 5 = 5 = senx + 2senx cosx =

Aapc) =
= senz(1 + 2cosz)

Exame — 1998, Prova modelo (céd. 135) (adaptado)
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