MATEMATICA A - 12° Ano
N° Complexos - Equacoes e problemas
Propostas de resolucao

Exercicios de exames e testes intermédios

1. Simplificando as expressoes de z; e zo, temos que:

19 _ j4x4+3 _ ;3 _

e Como i —i, vem que:

1-3i% 1-3(—i) (143)1—i) 1—i+3i—32 142 —3(-1) 4+2
zZ1 = = = = = =
T4 T (1+4)(1—14) 1— 2 1—(-1) 2

e Como cis <327r) = cos (3;) + isen (327r> =0+1i(—1) = —i, vem que:

29 = —3kcis (327T> = —3k(—i) = 3ik

=2+

Assim, como a distancia entre as imagens geométricas de z1 e de zo é dada por |z; — 22|, ou seja:

|21 — 20| = |24 — 3ik| = |2+ i(1 — 3k)| = /22 + (1 — 3k)2 = V4 + 1 — 6k + 9k2 = \/9k2 — 6k + 5

E como a distancia entre as imagens geométricas de z; e de z é igual a /5, temo que:

2 2
21 — 20| = V5 & Ok2 — 6k + :\/gk:>0<\/9k2—6k+5> :(JS) & 92 —6k+5=5 <
>

& 9k —6k+5-5=0< 9k* —6k=0 < k(% —6)=0< k=0V 9% —-6=0 <

6 2
S k=0VEk==-<k=0VEk=-
9 3

2
Como k € RT, temos que k = 3

Exame — 2017, 1* Fase
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Escrevendo —1 + ¢ na f.t. temos —1 + ¢ = ycis «, onde:

'y—|—1+z|—\/— +12=Vi+1=1v2

e tga=—=—1;comosena >0 e cosa <0, a é um angulo do 2° quadrante, logo

1
™ 4dr w37
a=T—--—"—=——— = —
4 4 4 4
3
Assim temos que —1 + i = v/2cis Zﬂ, pelo que podemos simplificar a expressao do niimero complexo z

3 3
V2 cis = V2 cis = 5 3
4 _ 4 _ £cis ( T _ 20)

z = = - = -
(p cis 9)2 p2 C1s (20) p2 4

3
= ﬂcisg

Escrevendo w na f.t. temos w = —/2i

Como z = w, entao temos que:
\f
@— —=p° e 1= 1
o el =l & -5 \f%éo\/i P’ P = p=
3T 3T 3 3w
oArgz—Argw—l—QkﬂkeZ(:)Z—29—7+2k‘ﬂ'k€Z@29—1—7—2k7rk:6Z(:>

3m

@20:734 2k7rk€Z<ﬁ>9ff§ kn, k€ Z

Como 6 €]0,r[, determinamos o valor de 6, atribuindo valores a k

— Se k=0, entdo 0 = —3—77(9 ¢]077r[)

3 3m 8t  bw
— Se k= —1, entao 6 = g (—m) = -y + 5 = §<9 6]0,7T[>
3T 3 167 137
51

Assim, se z =w, p > 0e 0 €]0,7], temos que p=1e 0 = 3
Exame — 2016, 2 Fase
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3. Escrevendo —1 + /3 na forma trigonométrica temos —1 + /3i = pcis a, onde:

« p=|=1+V3il = \/(-1)° + (v8) = VI+3=Vi=2

3
o tga = £1 = —+v3;comosena >0 e cosa <0, a é um angulo do 2° quadrante, logo
™ 3m 9w 27
aOa ="M= —— — = —

3 3 3 3

27 . . ~ .
Assim temos que —1 + v/3i = 2cis 5 pelo que podemos simplificar a expressao do niimero complexo zy:

8cisd 8 2 2
z1=%:§cis (9—;) = 4cis (0—;)

2cis —
3

2w

2
Como Arg (W) = — Arg (w) e |w| = |w|, vem que: Z7 = 4cis (— (9 - 3)) = 4cis (; — 0)

Logo:
2 2 2
Z1 X 29 = 4cis (;—9) x cis (20) = (4 x 1) cis (;—9—}—29) = 4cis (;4—9)

Para que Z7 X 29 seja um nimero real, entdo Arg (zZ7 X 20) = km, k € Z
Atribuindo valores a k, vem que:

2 2
e Se k=0, entdo Arg (Z7 X 22) =0 < §+9:0 = 92—%,(9@?}0,#[)
2 2
e Se k=1, entdo Arg (21 X 22) =7 < g—l—@:ﬂ &= 0277—% & 92%,(96]0,#[)

2 2 4
e Se k=2, entdo Arg (7 X 29) =27 & §+9:27r = 9:271'—?7T = 9:§7(9¢]0,7r[)

. — 7’ ’ re Tr
Assim, o valor de 6 €]0,7[ para o qual Z1 X 2o é um ntimero real é § = 3

Exame — 2016, 1* Fase
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19 _ ;ax4+3 _ ;3

4. Temos que % =14 = —1

Pelo que, escrevendo o numerador da fragao que define z na forma trigonométrica vem que

—2+42i% = —2 4 2(—i) = -2 - 2i = p cis«

Em que
« p= 22+ (2P =VIFTA=E=2/2
—92 )
o tga = - =1;comosena <0 e cosa <0, a é um angulo do 3° quadrante, logoa:ﬂJr%: Zﬂ

5
Logo o numerador da fracao que define z é 2v/2cis Zﬂ, pelo que

Y
z = —2+2i" _ 2ﬂc1sz — 2\/icis (577_9) = 2cis <57T_9>
V2cisf V2cis 6 V2 4 4

Como z é um imagindrio puro se Arg(z) = g + km, k € Z, vem que

57 ™ St m 5t 27
Z—Q—§+k7r,k€Z<:> —9——I+§+k7r,k€Z<:> —9——Z+Z+kw,k€Z@

3 3
& —0=—"+hknkel & 6="F —krkel
Como 6 €]0,27[, podemos atribuir a k os valores do conjunto {—1,0} e calcular os valores de 6, para os
quais z é um imaginério puro:

3 3 4 7
oSekz—l,entéoﬁz%—(—l)><7T:—7r+l:—7r

3 3
° Sek:O,entéoezzﬁ—OXﬂ':%

Exame — 2015, 1* Fase

EFE

Pagina 4 de mat.absolutamente.net ‘| [


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho

5.1. Simplificando a expressao de z; vem:

1=y 1

1 1—i 2 1—-i—-2 —1—i (=1—4d);i
z1 = = = =

2 2% i 2 2 2% 2% (20

—i—i?  —i—(=1) —i+1 -1 -1+i 1 1

22 2(-1) -2 2 2 2 2

Escrevendo z; na forma trigonométrica, temos que z; = pcis#, onde:

2 2
11, 1 1 11 2 V2
'f’—“fz’ —\/<‘2> +<2) —\/4+4—\/;—2
_1
otgﬁzTQ:—l; como senf >0 e cosf <0, 6 é um angulo do 2° quadrante,
2
1 0 ™ 3m 9w 37
ogoll=m——=———=—
& 1-3 1 1
3
Logo z1:7dszﬂ-

E assim, pela férmula de Moivre para a potenciacao

V2 e\ (Ve e (V) 4 1
(z1)* = (2 cis 4) = <2> cis (4 X 4> = cis (3m) = 1—6(:15(37r) = 4 Cis7

_ . 7T . 7T . . Sy
Como Z3 = cis (—f) = cis (— (_Z)) = cis R fazendo o produto na forma trigonométrica, vem:

(21) x 7 = (i Cis7r> x (Cis %) _ <i o 1) cis (WJF 9

Como arg ((z1)* x z3) é da forma % + km,k € Z, a imagem geométrica de (z1)*

X Z5 pertence a

bissetriz dos quadrantes impares.
™ ™
5.2. Como sen (2a) = 2sen & cos o, sen « = €os 5 ~ @) ecosa=sen |5 —a)vem que
w = sen (2ar) + 2i cos® v = 2sen v cos o 4 2i cos® o = QCosa(sena + icosa) =

= 2como (cos (5 ) isen (5 —0)) = 2cosa cis (5~ o)
= ZCOS x| COS 9 (0% 7 8sen B (0% = 4ZCOSx | CIS B (0%

™ : - , .
Como cosa > 0, porque o € }0,—{7 a forma trigonométrica do nimero complexo w é w =
i
2 cos a (c1s (5 — a)), em que |w| = 2cos

Exame — 2014, Ep. especial
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6.1. Escrevendo z na forma algébrica temos:

LT T . T V3 o1 .2 .
z = 2cis (6) —2(cosg+zsen6> —2<2+zx2> —\/§+z><§—\/§—|—z

Assim temos que

E:\/g-i—lz\/g—?, Im(z)/~
E, simplificando a expressao que define w, substituindo z, vem: V3 .
[0) ! Re
-t (i)t (/B 32 IR
= = = = = . |
T+zi 14 (V34i)i 14+V3i4+i2 14+v3i—-1 —if A
9 9 X V3 X1 9v 31
=— = \[?(Z: V3i = —3V3i
V/3i (V/3)2i2 3x (1)
Assim, podemos fazer a representagdo do tridngulo [AOB], como na
figura ao lado.
Por observagdo da figura, temos que a drea do tridngulo [AOB] é
Re(2) x |Im (w)]  +v3x3V3 3x3 9 —3V/3i
[40B] 2 2 2 2
6.2. Considerando a equacdo na forma az? +bz+c =0, coma =1, b = —2cosa e ¢ = 1, temos uma
equagao do segundo grau na variavel z.

Assim,

—(—2 + -2 2 -4(1(a 2cosa + v4cos?a — 4
(—2cos ) \/;chosa) (H(1) o o 2cosa \/2coso¢ N

22—2cosaz4+1=0 < 2=

2cosa £ /4(cos o — —4(1 — cos? /—4(sen?
_ 2cosa (cos?a—1) - .o 2cosa+ 4(1 — cos? ) - . 2cosa + 4(sen’a) o
2 2 2
2cosa + (\/—4 X \/sen2a)
= &z z
2 2 2
& z=cosatisena & z=cosa+isena V z =cosa —isena <

= Zz

B 2cosa+ (s/—l X ﬂsena) o s 2 cos o £ 27 seno

= Z

& z=cosa+isena V z =cos(—a)+isen(—a) & z=cisa V z= cis(—a)

Resposta: A equagdo tem duas solugbes, que sao, na forma trigonométrica em funcdo de a: cisa e
cis (—a)

Exame — 2014, 22 Fase
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7.1. Escrevendo —1 4 v/3i na forma trigonométrica temos —1 + v/3i = pcis @, onde:

« p=| =143 = /(-2 + (V3) = VTT3 = Vi=2

V3

e tgh = == = —\/3; como senf > 0 e cosf < 0,  é um angulo do 2° quadrante, logo

gy _T_ 3T _m™_ 27

3 3 3 3
Assim —1 + v/3i = 2cis 2%
3 2m\® 2
Pelo que (—1++/3i)" = (2cis 3> = 23cis <3 X 3> = 8cis (27) = 8cis0

Escrevendo 1 — ¢ na forma trigonométrica temos 1 — i = @ cis 3, onde:

e p=[1-il=I2+(-1)2=yVI+1=+2
1

o tgf= i —1; comosenf <0 e cosf >0, 8 éum angulo do 4° quadrante, logo § = —% =
Assim 1 — i = v/2cis (7%)

Desta forma, calculando as poténcias, o quociente e o produto na forma trigonométrica, vem:

8v2 T

i 2
8cis0 5 cis e cis (2a) =

21 % () = \/ET(—Z) x (cisa)® = %cis (0 — (—%)) x cis (2a) =

- 4\/§cis£ x cis (2a) = 4v/2 cis (% + 2a>

Logo, para que 21 X (z2)? seja um imagindrio puro, temos que arg (21 X (22)2) =T + km,k € Z.

2
Pelo que:
T T T T T Tk
Z+2a—§+k7r,k6Z & 2a—§—1+k7r,k€Z & 204—Z+k7r,k6Z & a—g—k?,kEZ

Como « € [0,7[, concretizando os valores de k, temos que o = g (k=0)e

T n ™ w 4w 5w

o = — —_— = — = —
TR T2 87T® T8
imaginério puro.

7.2. Seja z=a+ bi
Assim, vem que:

k = 1) sdo os unicos valores de a € [0,7], para os quais 21 X (22)% é um
( ) Tl P q 1 2

T4+22+[1-22 <10 & [1+(a+bi)]>+[1—(a+bi)|> <10 < |I+a+bi*+|1—a—bi)]> <10 <

s (VI+a2+0)’+(VI—a2+(0)?)* <10 & (1+a)?+0+(1—a)+(-b)><10 <
S 1420+a?4+024+1-2a+a>4+02<10 & 24224+20°<10 & 142>+’ <5 &

& d2+vP <4 24?2>0 2+2<Vi & Va2+2<2 & |z| <2
a‘+bs>

Exame — 2014, 1* Fase
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8 COHIOCOS577T_—COSK_—ﬁ856115771-_Senﬁ_1 €1m que:
' 6 6 2 6 Mg T g vemane
5 3 1
1+2icis<g>:1+2i<—\2[+ix2>:1—\/§i+i2:1—\/§i—1:—\/§i:\/§cis (—g)

Escrevendo 1 + v/3i na forma trigonométrica temos 1+ v/3i = pcis 6, onde:

o p=[1+3i| =12+ (3) = VT+3=vi=2
V3

o tglh = T = V/3; como senf >0 e cosf > 0, # é um angulo do 1° quadrante, logo # = %

Assim 1+ v/3i = 2cisg

. T
Logo - 14 /3 2c1s§ 2 vis (7r ( 7r)> 2x+/3 is (77+7r)
1= = - T = —_— —_— —_— = —_— —_ —_ —
1+ 2icis (5g> V3cis (75) V3 3 2 V3x V3 32
2V3 . (2m  3m 2V3 . br
=—0Cs | —+ —F— | =—F——cC8——
3 6 6 3 6
z cis @ 1 5 cis 6 3 5T
Se z = cisf, entdo — = = cis [0 —— ) = = cis [0 — —
21 23 . 5m 2V3 < 6> 2V3 . 5r 23 ( 6)
—cis— — ——cis —
3 6 3 3 6
E como Z é numero real negativo, entao arg (2> =m+ 2km, k € Z, logo temos que:
Z21 21
5 5 6 5 11
0— " —r42%r & O=m+4 o 42%n & O0=-— 4 " 4 2%r & O=— + 2%
6 6 6 6 6
117

Como 6 € [0,27[, entdo k =0e 0 = o

Exame — 2013, Ep. especial
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9. Como 32?2 = 4¥5+2 =42 = _1, temos que:

LHVBi Ly 1+VBI | 14V
= — 1 = — = - — — _— _—
2 2

2 1-2+4V3i  -1+V3i 1 3i
2 2 2 B 2 22

21

Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pcisé, onde:

om0 () )i

V3
=)

o tgl =

2
= —v/3; comosenf >0 e cosf < 0, § é um angulo do 2° quadrante, logo 6 = %

=
V]
| = %

2

Assim z; = cis il
3

E como —2 = 2cisw e i = cis g, temos que:

—2 2cism 2cisw 2cism 2cism 9 i T 9 i ( 7T)
2o = — = = = = = 4CI1S mw— — = zCIS | ——
2 121 cis T % cis 2 A n 2w . [ 3m n 47 cis n 6 6
= - cis| =+ — cis | — + — —
2 3 2 3 6 6 6
. . T\\" . m
Assim temos que (22)" = (2 cis (_6)) = 2"cis (n X (_6))

E para que (z2)™ seja um nimero real negativo, arg (z2)" = m + 2k7, k € Z; ou seja:

2k 6 12k
nx(—%>:7r+2k7r,kez o =T pez o =" pe7z o
6
&S n=—-6—-12k, ke Z
n—+6 —n—6
C ,n=—-6—12k & =k & =k
omo , n 13 3 .
logo, para que k € Z, o menor valor natural que n pode tomar é 6, ficando — =k & k=-1
Exame — 2013, 22 Fase
10. Temos que z3 = cosa +isena e que z3 = 1 — 4, pelo que
z3+Zz =cosa+isena+1—i=cosa+1+i(sena—1)
Como z3 + zz é um numero real se Im (z3 + z2) = 0 temos que:
sena—1=0 <& sena=1 < a:g 2km, ke Z
4 3
Comocv€]727r,77r[,sejak:71,eassirna:gf27r:gf?7r:777T
Exame — 2013, 1* Fase
!_EI [=]
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11. Fazendo z = 2cis %, temos que:

6 3
cis (6 X 1) = 64cis£ = 64ci8§

6

. LT, ~ ~ _ . A .
Assim, para mostrarmos que 2 cis 0 ¢ solugao da equagao z° x Z = 128¢ vamos substituir z por 2cis 0

na equagao:

S xz=128 o (64cis %) X <2cis (—1%)) =128i < (64 x 2)cis (?g + (—{B)) =128 ©

5
& 128cis % —128i < 128 cisg —128i < 128i =128i
Como a substituicao gerou uma proposicao verdadeira, z é solugao da equacao.

Teste Intermédio 12° ano — 24.05.2013

1

12. Temos que metade do inverso de w é =3
w

M‘S\»—A

1
Logo, como o conjugado de w é igual a metade do inverso de w, vem que: w = 2w & wXw= 3
w
Se w = pcisf, entao W = pcis (—0) e, por isso, w X W = (p x p)cis (0 + (—0)) = p2cisO = p? = |w|?

Assim, temos que:

_ 1 _ 1 , 1 1 1x+2 V2
W= & wxuw== & |lwf=z & |Jw==%/z & lw=%t—— & |w==t—
2w 2 2 2 V2 x 2 2
1 2 2
Como |w| é um valor positivo, temos que w = — & |w| = i & |lw—0] = £ é a condigdo

2w
que define os numeros complexos, cujas imagens geométricas, no plano complexo, pertencem & circun-

feréncia de centro na origem e de raio -

Exame — 2012, Ep. especial
13. Como 21 = cisa =cosa +isena e
. m m ) T .
Zo = CIS (aJr 5) = cos (aJr 5) + 2sen (onr 5) = —sen o + 1 Cos &, vem que:
21+ 22 = (cosa +isena) + (—sena +icosa) = (cosa — sena) + i( sen a + cos )

Assim,
T T
e Re(z1 4+ 22) = cosa — sena e como « € } i) [, logo
cosa < sena < cosa— sena < 0, logo temos que Re (21 + 22) <0
e Im (21 + 22) = sena + cosa e como « é um angulo do 1° quadrante,
sena >0Acosa>0 = sena+cosa >0, logo temos que Im (21 + 2z3) > 0
Ou seja, a representagao geométrica de z; + zo no plano complexo, pertence ao 2.° quadrante.

Exame — 2012, 22 Fase
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14.

14.1. Comegamos por simplificar as expressoes de z; e de zs:

Recorrendo aos coeficientes da linha 3 do Triangulo de Pascal (1 3 3 1), temos que:
= (=2+414)% = 1(—=2)2+3(-2)2(i) +3(—2) ()2 +1(i)3 = —8+12i—6i? —i = —8+6+12i—i = —2+11i

. _1+28i_(1+28¢)><(2—i)_2—¢+56i—28¢2_2—28(—1)+55¢_30+55z'_GHM
T 24 2+ix(2-i) 22 — ;2 T 4—(-1) 5

Assim, temos que
B =20 & P4 (2411)=6+11li & 22-2+1li=6+11li & =8 & 2=V8 <

0+ 2km

2k
& z=+/8cis0 & z=+/8cis ke{012} & z=2cis —, ke {012}

Ou seja, temos 3 raizes de indice 3, que sao as 3 solugoes da equagao:
e k=0 — z=2cis0

2
e k=1 — ZZQCiS?ﬂ-

4
o k=2 — z=2cisg

1 . . _ \"
14.2. Se w e — sao raizes de indice n de um mesmo nimero complexo z, entdo w™ =ze | — | =z
w w

Logo temos que:

\" 1
w”z() & w'=— & wxuw'=1 & W')P=1 & w' =+V1 & w'=+1
w w
Como w"™ =z temos que w” =%+1 & z=41 & z=1V z=-1

Exame — 2012, 1* Fase

15. Como (v/2i)? = (v/2)3i® = 2v/2(—i) = —2V/2i,

ecomocisz—lx(cosﬁ—i—isenE)—@—f—iﬁ
4 4 4) 2 2
Vem que
\[.3 LT —24/2i x £+ @ —2i><\@2 —2i><iﬁ2
(V2i)" x cis 7 2 sty —2i-2  —2i—2(-1)
k+i B ki - k+i - k+i k+i a
2-2i  (2—2i)(k—1i) 2k—2i—2ki+2® 2k—2—i(2+2k)
Ck+i (ki) (k—d) k2 — 42 B k2 +1
oo o cner e (V2i) xeis T\ g2 o (V2i) x cis 24 2k
Vem que: = m = —
& d [ K21 K+ K21

Como z é um um nimero real se Im (z) = 0, temos que:

242k

—2

Teste Intermédio 12° ano — 24.05.2012
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16.

16.1. Resolvendo a equacgao, vem:

—124+ /12 —4(1)(1) - Z_—li\/1—4 - —1+/-3
1) 2 T

2Hz41=0 & z=

2( 2 2
—1++/3x(— — — — i
L x (=1) - .- 1+v3x /1 - .o 1+iV3
2 2 2

1 3 1 3
SR S C P S

2 2 2 2
Como w é a solugao com coeficiente da parte imaginaria positivo, w = —= + 7@

Escrevendo w na forma trigonométrica temos w = pcisf, onde:

o= () (2 -0+ (- -

V3
2 V3 ‘o A 0
o tgh = T=g=" 3; como senf > 0 e cosf < 0, § é um angulo do 2° quadrante, logo
2
0 ™ 3m 9w 27
- T = — — — = —
3 3 3 3
Assi . 2w ) 1 lcisO 1 0 2m ) 2w
ssim z; = cis — elogo — = —— = —cis —— | =cis | ——
! 3 80w T 2w T 1 3 3
CIS?

16.2. Seja z=a+bi,coma c€RebeR.
Assim temos que Z = a — bi, pelo que:
(Z+i) x (z—i)=(a—bi+i)(a+bi —i) = a® + abi — ai — abi — b*i® + bi® + ai + bi* —i* =
=a? —b%(=1)+b(=1)+b(-1) = (=1) =a? +b*> - 2b+1

2
E como |z —i|> = la+bi—i|]? = [a+i(b—1)]* = ( a?+(b— 1)2) =a’+(b-1) =a’>+b2-2b+1

Temos que (Z +14) X (2 — i) = |z — i|?

Exame — 2011, Prova especial

17.

17.1. Como i4"+3 = 3 = —i, vem que:

2 X = (14 2i)(—i) —b=—i—22 —b=—i—2(-1)—b=2—b—1i

E como:

. om 5T o T T V2 V2. .
\/§CIS4\/§<COS4+7,S€‘H4) —\/i(*COSZf'LSGH1> \/§<22'L> =—-1—3

Logo temos que:

xS h 2 (2-b—i)(~14+i)  —24b4i+2—bi—i®

- - _ _. - _ _. o B - _ 2_2
\/5018(52> 1—1 (=1 —=0)(-1419) (=12 —i
_—2+b+3i—bi—(—1)_—2+1+b+i(3—b)_—1+b+i(3—b)_—1+b+3—bi
N 1—(-1) B 1+1 B 2 2 2
Assim para que w seja um nimero real, Im (w) = 0, ou seja:
3-0
Im(w)=0 & T:O & 3-b=0 & 3=0D
ElFE
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17.2. Seja z=a +bi,coma € RebeR.
Temos que:

o |z| = Va? + b2, pelo que se |z| = 1 entéo:
VTR =1 & (V@+0)' =12 & a2+b2=1
2
. \1+z\2:|1+a+bi|2:< (1+a)2+b2) = ( 1—|—2a+a2+b2)2:1+2a+a2+b2

2
o \1—2\2:|1—a—bi|2:< (1—a)2—|—(—b)2> :(\/1—2a—|—a2+b2)2:1—2a—|—a2—|—b2

Assim temos que:
T4z +[1—z22=14+2a+a?+b?+1—2a+a®+b* =2+2a?+2b> =2+2 (a® + %) =2+2(1) =4

Exame — 2011, 22 Fase

18.

18.1. Como z; é raiz do polindémio, este é divisivel por (z — 1), pelo que
podemos usar a regra de Ruffini para fazer a divisao e obter um
polinémio de grau 2.

1 -1 16 -16

1 1 0 16

E assim temos que 1 0 16] 0
22— 224162 —16= (2 — 1)(22 + 02+ 16) + 0 = (2 — 1)(2? + 16)

Podemos agora determinar as rafzes do polinémio 22 + 16 (que também sdo raizes do polinémio
23 — 22 + 162 — 16) resolvendo a equacgio z? + 16 = 0:

22+16=0 & 22=-16 & 2=4/-16 & z==4/16x(-1) & 2=4i V 2= —4i

Escrevendo as raizes encontradas na forma trigonométrica, temos:
. . T
z=4cis—- V z=4cis | —=
2 2

18.2. Comegamos por escrever zs na forma trigonométrica e calcular o produto zs X z3 na forma trigo-
nomeétrica:

. . e ™ LT
Como 7y é um imaginério puro, arg (z3) = 5 € |z2] = 5, pelo que zo = 5cis )

Assim temos que:

X *(5c'sz)x(c's (n—ﬂ))*@xl)c's (ern—W)*E\c's 2077r+n77r *5C.SM
s =Py "\10/)) ~ P20/ TP a0 T0) TP T a0

Como a representagdo geométrica do numero complexo zy X z3 estd no terceiro quadrante e per-
tence a bissetriz dos quadrantes impares se

T 47w  8km  bmw+ 8kw
arg(zQ><23)—7T+Z—|—2k7r—I—FZ—&—T—f,kEZ,mmque.
20 +nmw 5w+ 8kw 20 +nmw 507 + 80kw
= = 2 =
10 1 & 10 10 & 20 +nm =507 + 80kt &

& 20+n=50+80k & n=30+80k, kcZ

Substituindo & por valores inteiros, vem que:
e k= —1, temos n = —50;
e k=0, temos n = 30;
e k=1, temos n = 110;

Logo, o menor valor natural de n é 30.

Exame — 2011, 1* Fase

EFE
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19. Como 1 é solucdo da equacdo, o polinémio 23 — 22 + 4z — 4 é divisivel por

(z — 1), pelo que podemos usar a regra de Ruffini para fazer a divisdo e obter I -1 4 4
um polinémio de grau 2.

0 4
E assim temos que 1 0 4]0
22— 22442 —4=(2-1)(Z2+02+4)+0= (2 —1)(22 + 4)

Comoz22+4=0 & 22=-4 & z=4y/-4 & 2=+ /4Ax(-1) & 2=2iV 2=-2i

Temos que:
P—22442—-4=0 & (2-1)(2?+4)=0 & 2-1=0V22+4=0 & 2=1V2=2iVz=-2i

Ou seja as trés solugoes sao w; = 1, wy = 21 e wg = —2i

Logo as medidas dos lados do triangulo, cujos vértices sao as representagoes geométricas das solugoes
da equagao podem ser calculadas como

o lwy —wo|=|1-2i =12+ (-2)2=y/1+4=5
o lwy —wz|=|1—(=2))=1+2i|=vV12+22=/1+4d=15
o |wo —ws| = |20 — (=2i)| = [2i + 2i| = |[4i| = V02 + 42 = /16 = 4

Logo o perimetro do triangulo é:
lwy — wa| + |wy — w3| + Jwy —ws| =VE+VE+4=4+2V5

Teste Intermédio 12° ano — 26.05.2011

20. Como nao podemos calcular somas na forma trigonométrica, devemos escrever z; na forma algébrica:

. (ﬂ) 7r+, m
Z1 = CIS — = COS — 17 8€en —
! 7 7 7

Assim temos que:
T . T . T . m
zl—i—zQ:cos?+zsen?+2+z:2+cos?+z(1+ sen?)

2
2 2 2 2
Logo, |21 + 22|? = <\/(2+COS g) + (1 + sen g) ) = (2 + cos g) + (1 + sen g) =

2 2
:22+2x2xcos§+(cos§> +1242x1x sen%—i—(seng) =

2 2
:4+4c0s§+ (cos%) +1+25en§+ (sen%) =

2 2
=5+4COS§+25en§+ (sen%) + (cosg) :5+4cos§+25en§+1:

=6+ 4cos (g) + 2sen (g)

Exame — 2010, 1* Fase

EFE
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21. Escrevendo 1+ v/3i na forma trigonométrica temos 1 + 1/3i = pcis#, onde:

e p=1+3il=\12+v3 = yTT3=I=2
V3

o tglh = T = V/3; como senf >0 e cosf > 0, # é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = g
. ) LT
Assim 1+ v/3i = 2cis 3
Calculando o quadrado e, depois, o produto na forma trigonométrica temos:
. 2 . 9 . . T . 7T . 7T'
(2¢is0)? x (14 V/3i) = 2% cis (20) x 2C1S§ = (4 x 2) cis (29 + g) = 8cis (29 + g)

Para que a imagem geométrica do niimero complexo (2cisf)? x (1 + v/3i) pertenca & bissetriz do 3.°

quadrante, o seu argumento deve ser igual a % + 2km , k € Z, pelo que podemos calcular o valor de 6

com a igualdade:

T 5T 5t 15w 4rw
117 117
T 117
ComoOe[OE},parak:O, temos queG:ﬂ

Exame — 2009, Ep. especial

22. Simplificando a expressao indicada para z;, temos:
21 = (k—1)(3 —2i) = 3k — 2ki — 3i + 2i® = 3k +i(—2k — 3) + 2(—1) = 3k — 2 + i(—2k — 3)

Ou seja, Re(z1) =3k —2eIm () = -2k -3

E para que z; seja um imagindrio puro, Re (z1) = 0, logo temos que:
2

3k—2=0 & 3k=2 & k=

3
Resposta: Opgao C

Exame — 2009, 2 Fase

EFE
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23. Temos que w = a + bi, com a € RT e b€ R*, pelo que W =a — bi e —w = —a — bi.
Como BC = [w — (—w)| = |a — bi — (—a — bi)| = |a — bi + a + bi| = |2a| e BC = 8, vem que:

|2a] = 8, como a > 0, sabemos que 2a =8 & a =4

E como w = Va2 + b2, sendo a = 4, vem que w = V42 + b2 = /16 + b2. Como |w| = 5, vem que:
VIGFRE =5 & (VIET0)) =5 o 16+02=25 & B=2-16 & l=9 & b==5/0
Como b > 0, sabemos queb:\/§:3

Assim, como a =4 e b = 3 temos que:
e w=a+bi=4+3%
e w=a—bi=4-3i
e —w=—-a—-bi=-4-3i

Pelo que podemos representar o triangulo, e perceber que con-
siderando [BC] a base do triangulo (BC' = 8), a altura é [ADB]
(AB = |w —w| = 6).

Assim temos que a area é:

BCxAB 8x6 48

Exame — 2009, 2 Fase

24. Escrevendo —i na forma trigonométrica para facilitar o cdlculo do produto temos:
—i = cis <—g), e logo:

. ( . ( ﬂ')) « Y cis T 4 5m cis 37 n 5T i 27 cis s
—izg = (cis (—= cis— |=cis|——4+—]=cis|——+— | =cis— = cis—
s 2 6 2" 6 6 6 6 3
. . T\" . ™ . nmw
Logo (—iz)"™ = (c1s —) = cis (n X —) = cis —
3 3
E como —1 = cis, temos que:
(—izg)"=—-1 & cis % = cism, pelo que % =7+2kn, keZ
Como %T = 7 + 2km, se atribuirmos valores a k temos:

.Sek:—l,n?ﬂ:ﬂ'-i-2(—1)ﬂ' & nr=3r—6r & n=3-6 & n=-3 (mas—-3¢N)

nm

oSekzO,?=7r+2(0)7r & nr=31 & n=3 (3€N)
OSekzl,n?ﬂ-:ﬂ—I—ﬂl)ﬂ & nr=3n+6r & n=3+6 & n=9 (9N, mas9>3)
Logo que o menor valor natural de n € N; tal que (—izg)” = —1 ¢ 3, para k =0

Exame — 2009, 1* Fase

I_EIEEI
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25. Representando os pontos A e B, podemos desenhar o triangulo Im(z) o
[ABC] (ver figura ao lado).

Como zo = 8cis (— , podemos escrever este nimero na

NE

forma algébrica:

20 = 8cis (-%) — 8 <cos (—%) +isen <_%)) _

:8(cosg—isen%> = (ﬁ—z\/—§> = 4v/2 — 4/2i

E assim, considerando como base do tridngulo o lado [AB],
temos que a medida da base é 2|Im (2)| = 2 x 4v/2 e a medida da
altura é Re (z) = 4v/2.

Logo a drea do triangulo [ABC] é:

2 X 42 x 44/2 2
A[ABC]:—\/; \/_:42>< (\/5) =16 x 2 =32
Exame — 2008, Ep. especial
26. Como 16 = 4*11+2 — 2 = _1 pelo que 23 = 2.i%0 = 2;(—1) = —2; = =1 +/3i

Como AB = |z — 2|, vem que:

E:’1—\/§z‘—(—1+\/§i)‘:‘1—\/§i+1—\/§i‘:‘2—2\/§i‘:

=\/22 4+ (—2V3)2=V4+4x3=V4+12=1/16=4

Exame — 2008, 1* Fase

27. Como zy = 4izy, vem que:
2o = dizg = 4i(3 + yi) = 120 + 4yi® = 12i + dy(—1) = —4y + 12i

Assim sabemos que Im (23) = 12, e também que Im (21) = y.
Como Im (z1) = Im (22) temos que y = 12, pelo que, substituindo na expressao simplificada de zo temos:

29 = —4(12) + 12i = —48 + 12i

Exame — 2007, 2® fase

28.
28.1. Como [AOBC] é um paralelogramo temos que C é a imagem Imn(z) &
geométrica da soma dos complexos que tém como imagens ~_A
geométricas os pontos A e B, ou seja, w =z +Z S
O
_ . _ . Zd 4
Como z—_c1sa—coscu.—i—zsenoz7 0 -7 “CRe(2)
temos que Z = cosa — i sen « 7
--B
Assim w = z+Z =cosa +isena + cosa — isena = 2 ¢os
[=I5E
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28.2. Como z = cis @, pela férmula de Moivre para a potenciacio, 2% = 13 cis (3 x a) = cis (3a)
. LT e~ . s
Como i = cis 5’ fazendo a divisao na forma trigonométrica temos:

3 .
’i = CIS(?)T?) = cis (3@— I) = coS <3a— E) + isen (3(1— E)
t cis — 2 2 2

Z3 , , 23 e
E — é um nimero real se Im | — | = 0, pelo que, sen (3@ — 5) =0
) )

sen<3a—g):0 o 3a—g:0+k7r,k€Z o Sa:g—i—lm,kez o a=%+%”,kez

U . m
Como se pretende que o € }0,5 [, atribuindo o valor zero a k temos a = s
Exame — 2007, 1* fase

29. Resolvendo a equagao temos:

3 i V3
i—V3-i=0 & i*=V3+i & F= —\.f#_ & z3=4+1 & PA=—iV3+l & B =1-V3i
2 2 2

Escrevendo 1 — v/3i na forma trigonométrica (2% = pcis ) temos:

e p=1 =12+ (VB2 = VT3 =Vi=2

-3
o tglh = %ﬁ = —+/3; como senf < 0 e cosf > 0, § é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = —g

. . i . . .
Assim 23 = 2cis (75) , € por isso, usando a formula de Moivre, temos:

p ‘ I + 2km
312 cis (—g) = {/2cis % ,k € {0,1,2}, ou seja, temos 3 raizes de indice 3:

)

2
—|—7T> = {/2cis (—F+6ﬂ-> = \3/§cis5—7r

e k=0 — w; = V2cis (f

oy o3

k=1 = 2cis | —
° — Wy \fms( 3 9 9 9

. 4 ) 12 ) 11
e k=2 — w3 = 2 cis (—g—i—;) = 2cis (—g—i—;) :\d/icisT7T

. - - . 11w 37 )
Logo w3 ¢é a tnica solugao da equacao que pertence ao terceiro quadrante, porque m < 5 < 5 ou seja

3m
m < arg (wg) < 5

Logo, a solugao da equagao que pertence ao 3° quadrante, escrita na férmula trigonométrica é:

. 11
wg = V2cis Tﬂ

Exame — 2006, Ep. especial

EFE
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30. Como o tridngulo [AOB] é equildtero e tem perimetro 6, logo cada lado tem comprimento 2.
Assim A e B devem estar sobre a circunferéncia de centro na origem e raio 2, para que OA = OB = 2
(o que significa que |z| = |Z| = 2).

Como B ¢ simétrico de A relativamente ao eixo real (porque Z é o
conjugado de z) e AB = 2, sabemos que A estd sobre a reta Im(w) = 1
e B sobre a reta Im(w) = —1

Como Im(z) = 1 e Re(z) > 0, sabemos que z é da forma z = a+i,a € Rt

Por outro lado, temos que |z| = |a +i] = va2+12 = Va?+1, e

como |z| = 2, temos que:

Va+i=2 & (Va@+1) =22 = a>+1=14

Como a > 0, temos que a> +1 =4 < a2 =3 & a = V3, - -7
logo z =3+

Exame — 2006, 2% fase

31. Temos que:
z1 = cisa =cosa +isena, e
Nz s , 7r , ‘
z9 = cis (5 —a) = cos (5 —a) + isen (5 —a) = sena + icosa = sena + icosa
Logo z1 + zo = (cosa + isena) + (sena + i cosa) = (cosa + sen «) + i( sen o + cos )

Logo Re (21 + 22) = Im (21 + 22), o que significa que a representacido geométrica de z; + z2 pertence
a bissetriz dos quadrantes impares.

Exame — 2005, 1* fase

32. Como a érea do retangulo é 6, e a lado maior mede 3v/2 (OR = 6), temos que:

OP x OR opr ro¥z —— 2
Appor=6 & OPxOR=6 & OPx3/2=06 < OP:3\6/§ - OP_G;};
6v2

& OP=—"" & 0OP=+2
3 %2

Assim, temos que |z1| = v/2 e arg (1) = %, ou seja:

. T T ™ V2 V2. 2 2, .
zl—\/§c1s4—\/5(0054—1—28&14)—\/5(2+22>—2+22—1+l

Por outro lado, como as retas OP e OR sao perpendiculares (porque contém lados adjacentes de um

A ™ - T . e
retangulo), se arg (z1) = T entdo arg (z3) = ~1 (22 tem a imagem geométrica no 4° quadrante).
Assim, temos que |z2| = 3v/2 e arg (z;) = —%7 ou seja:
(T ™ | ™ V2 V2 . 3x2 3x2.
= v () = e (o () i (<)) —ava (P (<)o) - 52 - 252
=337

Exame — 2004, Ep. especial

EFE
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33. Considerando z na forma trigonométrica temos z = pcisf, e pela férmula de Moivre, vem que:
23 = p3cis (30)

. r . . U .
Como a imagem geométrica de z pertence ao primeiro quadrante, temos que 0 < 6 < 5 © assim:

3
3><0<39<3><g o 0<39<77T

3
Logo 0 < arg(z?) < 5 o que significa que, dependendo do valor de 6, a imagem geométrica de z>

T T
pode pertencer ao primeiro quadrante ( se 0 < 36 < 5), ou ao segundo (se 5 < 36 < m), ou ao terceiro

3
(se m < 30 < 7), mas nunca ao quarto quadrante.

Exame — 2004, 12 fase

Im(z) &
l
|
34. Como a representagdo geométrica de z estd situada sobre a reta definida pela AN 4
equagdo Re (z) = —2, temos que z = —2 + bi, com b € R.
Assim zZ = —2 — bi, com b € R.
Tomando para altura a distancia da origem & reta Re (z) = —2, temos que a altura
é 2, e a base terd de comprimento |z —Z| = |a+bi— (a—bi)| = |a+bi—a+bi| = |2bi|
Como a representacao geométrica de z pertence ao segundo quadrante, b > 0, e
logo a medida da base serd 2b. 0 5
—2 Re(z)
Como a drea do tridngulo é 8, (com altura 2 e base 2b) temos que:
2b x 2
A[AOB]:8 ~ 5 =8 & 20=8 & b=4
Assim temos que z = —2 + 44, pelo que Z = —2 — 4i e temos, na figura ao
lado a representacao, no plano complexo, do tridngulo [AOB]. gV ] 4
|
|

Exame — 2003, 2? Fase

EFE
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35. Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pcis 6, onde:

e p=lz|=/12+(-1)2=V1+1=V2

o tgh= T = —1; como senf <0 e cosf >0, § é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = —%

Assim, z1 = V2 cis (—g)

Por outro lado, podemos escrever z = pcisf e Z = pcis(—0), pelo que usando a férmula de Moivre e
multiplicando na forma trigonométrica temos que:

22 =Zxz & (pcish)? = (pcis(—0)) x (\/icis (—%)) & p?cis(20) = (p x V/2)cis (—9 - %)

Como dois nimeros complexos wy e wa, sdo iguais se |wy| = |wa| A arg (wy) = arg (wq) + 2k7, k € Z vem:
p*=pv2 - P> =pV2=0 - plp—v2)=0
20 = —0 — 7+ 2km 20 +6 = —7 +2kn 30 = —% + 2km

A 7 2kn LkEZ
0=——+ —
12 3
Assim, atribuindo valores 0 e 1 a k, porque a equacao de grau 2 tem duas solugoes, temos:
71'
k=0 —=0=——
* 12
eh=1 g2 __m S _Im

1273 12 12 12
Logo os niimeros complexos, nao nulos, que sao solugoes da equagao sao:

. m . Tm
w1 = \/iClS (75) € Wwo = \/5(3185

Exame — 2002, Prova para militares
36.
36.1. z; é raiz do polinémio se z? + b(z1) + ¢ = 0, pelo que temos:
(1432 +b(1+i)+c=0 & (124+2i+i®)+(b+bi))+c=0 & 1+2i—1+b+bi+c=0 &

& btc+2i+bi=0 & (b+c)+ (2+b)i=0+0i

Como dois nimeros complexos, wy e wp sao iguais se Re (w1) = Re(wz) A Im(wy) = Im (ws),
temos que:
b+c=0 —24+c¢=0 c=2
<~ 54
2+b=0 b=—2 b= —2
Logo 21 é raiz do polinémio 2% + bx +¢ se b= -2Ac=2
I
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36.2. Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pcis#, onde:
=V12+12 =2

=1; comosenf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1° quadrante, logo 8 = %

° p= x|
1

tgf = -
[ ) g 1

Assim, z1 = \/icisg

E sabemos que zz = cis (—a), pelo que:

21 X Zg = (\@cis %) x (cis (—a)) = (V2 x 1) cis (g + (,a)) =/2cis (% — a)

Como z; X Zz é um niimero real negativo se arg (21 x zz) = m + 2km, k € Z, temos que:

4 4 4 x 2k
E—a:ﬂ+2k7r & E——a:—ﬂ-—i—u & m—da=4n+8knr & —da=31+8knr &
4 4 4 4 4
3 8km 3m
= - — =—— -2 7
S« 1 1 S« 1 km, k €

Como se pretende um valor de «, pertencente ao intervalo de [0,27], para k = —1, temos:

3 3T 3r  8m o7
a=— A== =T

Exame — 2002, 2® Fase

37. O perfmetro do triangulo [ABO] é dado por: Papo) = AB + OA + AB.

Escrevendo z; na forma algébrica temos:
3 3 3 2 2 2 2
zgzx/iciszzx/ﬁ<cosz —i—isenZ) :\/§<— <\2[> +\2[2> :_§+§i:_1+i
e OB = || =2
e OA=|z|=V12+12=2
e AB=l|z1 —2z|=1+i—(=14+49)|=1+i+1—i|=2|=2
Assim, Papo) = AB+OA+AB=2+V2+V2=2+2/2

Exame — 2002, 12 fase - 1* chamada

7r
38. Como 2t = 2cis —, calculando o produto na forma trigonométrica, temos que

29 =21 X 21 = (2015%) X (pcis%) = 2pcis (% + g)

Ou seja, arg(z2) — arg(z1) = (g + g) — g = g, o que significa que o tridngulo [AOB] é retangulo
em O.

Assim podemos considerar |z1| como a medida da base e |z2| como a medida da altura (ou vice-versa):

2
M M:m = p2=16 & p=%/16=p=+4

=16 <
2

A[AOB] =16 &

Como p é positivo, temos que p =4 e logo z; = 4cis%

Escrevendo z; na forma algébrica, vem:

1 3 4  4+/3
21:4cisg:4(cos§+iseng):4<2+\2[i> :§+T\[i:2+2\/§i

Exame — 2001, Prova para militares

EFE

Pagina 22 de mat.absolutamente.net ‘| [


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho

39. Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pcis 6, onde:
e p=lzn|=VI2+12=12
o tglh = % =1;comosenf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %
Assim, z1 = \/icis%

Logo calculando 2™, temos:
4n+1

2 = (\/icis %) = (\/5)4n+1 cis ((4n +1)

— (\/§)4n+1 cis (Z +mr) ,neN

s dn+1 . dnmt  w
x7) = (V)" s (4+4):

Como um numero complexo w tem a sua representagao geométrica sobre a bissetriz dos quadrantes
) T m - s

fmpares se arg (w) = 1 +km,k €7, e arg (zf"“) =1 +nm,n € N, entdo a imagem geométrica de zf”“
esté sobre a bissetriz dos quadrantes impares para todos os valores naturais de n.

Exame — 2001, Ep. especial
40.
L .. 20
40.1. Como um losango tem os lados todos iguais, temos que o lado (I) do losango tem medida i 5.

Logo, se o ponto A, for a representacdo geométrica de z;, o ponto B, simétrico de A, relativa-
mente a origem também é um vértice do losango, por este estar centrado na origem, ou seja, B é a
imagem geométrica do numero complexo zo = —4i.

Como o losango esta centrado na origem, as suas diagonais estao sobre os eixos, pelos que os restantes
vértices sdo ndmeros reais, z3 € 24, tais que |21 — 23| =5 e |21 — 24| = 5.

Im(z) o
Assim, sendo z = a¢ um numero real, temos que: 4
|z21—2|=5 & [di—a|=5 & |—a+4i)|=5 <
o JCa?P1@2E=5 & VaZ116=5 o 0
& (V@ZF16)"=(5? & a®+16=25 & a2=25-16 < a_,
—a 0 Re(z)
& a:i\/g S a=3Va=-3
Logo os numeros complexos, cujas imagens geométricas sao os res-
tantes vértices do losango, sdo zo = —4i , 23=3 e z4 = —3. —4
2
40.2. Como (\/ﬁcis %) = (\/5)2 cis (2 X %) = QCisg = 21, temos que:
2 2+4i 2+ 4i)(4
(\/ﬁcisz) 2=242z & 2iz2=244 & z= +,Z & Zzw
4 2i 2i(17)
2i + 44° - 2i+4(-1) N —4+ 21 9
o = 7 = SR S = — ZzZ=4—1
22 2(—1) -2

Exame — 2001, 12 fase - 2% chamada

EFE

Pagina 23 de mat.absolutamente.net ‘| [


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho

41.

41.1. Seja w o ntmero complexo que tem por imagem geométrica o ponto P, e como w é uma das raizes

quadradas de z1, temos que w? = z;.
)

w? = (4+bi)? =42 +2 x 4 x bi + (bi)? = 16 + 8bi + b%i®> = 16 + 8bi — b? = 16 — b + 8bi

2

Como w? = z1, entdo Re (w) = Re(2z1) A Im (w) = Im (21), ou seja:

16— =TA8=24 & 16—-02=7TA8 =24 & 16—-T=0Ab=3 & 9= Ab=3 &
o b=+VIAb=3 & b=43Ab=3 & b=3

Logo a ordenada do ponto P é 3.

41.2. Como Re(z1) > 0 e também Im (z1) > 0, temos que a representagdo geométrica de z; pertence ao

. . . re ﬂ-
primeiro quadrante, isto é 0 < arg(z1) < 5"

Mas também, e porque Re(z1) < Im(z1), a representacio geométrica de z; estd acima da bisse-

. , .7 3
triz dos quadrantes impares, ou seja, 1 < arg(z1) < T

Pela conjuncao das duas condicoes sabemos que g < arg(z1) < g

Considerando |z1| = p e fazendo o produto na forma trigonométrica, vem:

21 X 29 = (p cisB) X (cisa) = p cis (0 + «)

Assim, como arg (z1 X z2) = 0 + «, vem que:

T3 e arg(ixm) <t dm o T ag(ixzm) < t+ T o m< arg(n X 2) < X
1 1 arg(zi ) ) s 4 arg (zi zZ92 2 B) s arg (zi z92 2

Ou seja, a imagem geométrica de (z1 X z9) pertence ao 3° quadrante.

Exame — 2001, Prova modelo

42.
s . . T .
42.1. Como z; tem argumento 5’ podemos considerar z; = pcis s p € RT, e assim:

4 4 2
29 =21 = (pcis%) = pcis (4>< %) :p‘lcisf7T :p4cis§

Assim, vem que, a amplitude do dngulo A;OAs, é dada por:

21 71'_471' 7r_37r s

arg (z2) —arg () =5 — g =G —3=F =3

Ou seja, angulo A1OA, é reto.

42.2. Se o perimetro Pg da circunferéncia é 47, entdo podemos calcular o raio r:

4
Po=2mr & 4n=21r & 21:7" & 2=r,ouseja |z =2
™

Logo podemos escrever z; na forma trigonométrica e depois na forma algébrica:

3 1
21:20is%=2<cos%+isen%> =2<\2[—|—2i> =3 +i

Exame — 2000, 22 fase
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43.

43.1. Como 1 é raiz do polinémio, este é divisivel por (x—1), pelo que podemos

usar a regra de Ruffini para fazer a divisao e obter um polinémio de 1 -3 6 -4
grau 2.

1 1 -2 4
E assim temos que ‘ 12 4]0

22 =322 4+6r—4=(x—1)(22 -20+4)+0=(z—1)(2% — 22+ 4)

Podemos agora determinar as rafzes do polinémio 22 — 2z + 4 (que também sdo rafzes do polinémio

2% — 322 4 62 — 4) resolvendo a equacio z2 — 2z + 4 = 0:

22 20+4=0 & x= —(=2) £ V(=2 —4()(4) o x:w

2++/-12
r=————— <
2x1 2 2
24+ /4 x3x (-1 2+2iv3
&S x= 5 (=1) = x:TZ\[ & le:l:\/gi
Logo as rafzes do polinémiosdo 1 , 1++v3i e 1—+/3i
Im(z) o
43.2. e como Z é o conjugado de z, sabemos que arg (z) = — arg (Z) N
e como o angulo AOB é reto, temos que arg (z) + —(arg (z)) = T ) {1
Logo, \
™ ™
arg (2) + —(ag(2) = 7 & arg(2)+ —(~arg(:) =7 o P
™ 0 ,’I Rl,s(z)
< arg(z) + arg(z) = 5 © 2arg (z) = - & arg(z) = — /
Logo z = 2cis — _.'B

. . LT . . rpos
Assim, como ¢ = cis 57 fazendo a divisao na forma trigonométrica. e escrevendo o resultado na forma

algébrica vem que:

LT
5 2cis — o

=2 (cos%—&—i(—seng)) =2 <\g§+z<—\é§>) =2 -2

e (o) re () e () =2 (e () v () -
2

Exame — 2000, Prova modelo
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