MATEMATICA A - 12° Ano
N° Complexos - Poténcias e raizes
Propostas de resolucao

Exercicios de exames e testes intermédios

1. Simplificando a expressdo de z na f.a., como 23 = §4X5+3 = (2'4)5 x 13 =15 x 43 = {3 = —4, temos:
. 2i g 2 g 24 _ 22'(1—.@‘) _ 2 _ 2@—2.1'2 _ 2@—2&2@'2 _ —2‘
1—1 1—1 1—1 (1—1) 1—1 1—1 1—1 1—14

Considerando 1 — i = pcis €, com o objetivo de escrever z na f.t., vem que:

e p=[1—-il= 12+ (-12=VI+1=V2

-1
o tgf = T = —1; como senf <0 e cosf >0, 8 é um angulo do 4° quadrante, logo
™

4

Como —2 = 2cisw, temos que:

24 -2 2ci 2 2v/2 4
R S T (W_<_z>>:icis (uﬂ):\@dsfm
1—1 1—1 V2 cis (_Z) V2

0=—

Pelo que o conjugado de z, é:

Z =2cis (—T)

E assim, usando a férmula de Moivre, temos que:

o7
5 N 5 —— +2km
w? =7 < w=Vv2cis (—Z—) & w= {/V2cis (—I) @w:\g/\/icis % ,k €{0,1,2}

3

Ou seja, temos 3 numeros complexos w tais que w” = Z:
°T 10
e 5
e k=0 — w; = V/2cis 743 = /2cis (—17;)
57r+2
e ™ 5 2 5 8
e k=1 — wy = V2 cis 4# = 2cis <_172r+;r) = 2cis (—17;—&—1;) = \G/icisg
57T+4
Ty T S 4 5m 16 11
e k=2 w3 = vV2cis % = f/?cis(—;;—l—;) = /2cis (—lg—i—l;) = \6/§Cisl—27r

Exame — 2016, Ep. especial

2. O poligono cujos vértices sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 de um qualquer ntimero com-
plexo, é um hexagono regular.
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Como qualquer hexagono regular pode ser decomposto em 6 triangulos
equilateros, temos que, o comprimento do lado do hexagono é igual
ao raio da circunferéncia em que o hexdgono esta inscrito.

Assim, podemos determinar o raio da circunferéncia como a
distancia a origem do ponto que é a representacao geométrica do
ntimero complexo z, ou seja |z|

Desta forma vem que o perimetro do hexagono regular é:
Pr=6x|2l=6xv32+42=6xVv25=6x5=30

Resposta: Opgao C

Exame — 2016, 2? Fase
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3. Escrevendo 1 + i na f.t. temos 1+ ¢ = pcis6, onde:

e p=|1+il=VvI2+12=y1+1=V2

1
o tglh = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo

0=

e

m
E assim 1+ i = /2cis 7 pelo que, recorrendo & férmula de Moivre, temos

6 _T\6 6 . /x 2®  6r . 3r 3
71 =(141) :(\/5(:151) :(\/5) cis (ZX6): (\/5) CISZ=2 c157:8ms?

T
Como 8i = 8cis 3 calculando o quociente de complexos na f.t., temos:

. T
29 = il = 8CIS§ —§CiS T_ (o = 8cis E—&-EE =
2_,(67r)_,(67r>_1 2 5 N 25 )
C1S _— C1S _—

5 )

B 0T 0 ) T 0

Como um poligono regular de n lados, pode ser dividido em n
triangulos isésceles, em que a soma dos angulos adjacentes, junto

27
da origem é 27, entao cada um destes angulo tem amplitude —
n

Como as imagens geométricas de z; e 2o sao vértices de um
. - . . 27

destes triangulos entao os respetivos argumentos diferem de —,
n

ou seja
27
arg (z2) — arg (21) = o

Assim, temos que

2w 170 3« 2 1770 157 2 2r 2w _ 21 x 10

-~ s —=— 8 —=— & & n=10
arg (z2) —arg (21) = 0 2 n 10 10 »n 10 =n " o "

Exame — 2015, Ep. especial

EFE

Pagina 3 de mat.absolutamente.net ‘| [


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho

4. Escrevendo —1 44 na f.t. temos —1 4+ ¢ = pcis#, onde:

e p=|—-1+i=y/(12F12=V1+1=12

1

e tg = — =—1;comosenf >0 e cosf <0, 0 éum angulo do 2° quadrante, logo
o 7 4w w 3w
4 4 4 4

3
E assim —1 +i = \/icisZ7T

Simplificando a expressao de z; temos:

. 3m
“14i V2T g (3# w) | <97T .
1= T = T = —=Cis | —— | =1lcis | — — —

Como se w = pcisf entdo W = pcis (—6), entdo

2

Zi = cis<

E assim, usando a férmula de Moivre, temos que:

Ou seja, temos 4 solugoes da equagao:

k=0 — w; = v1cis

k=1 — wy = v1cis

k=2 — ws = v1cis

k=3 = wy = V1cis

2
—— 40
3+

) & 2= V1cis

L 2T 27 .
= cis 1 1) = cis
L 2T n 4 L
= cis D = cis
. 2 67 .
= 1; _—— _— = 1,
cis D 1 cis

21
—— + 2k
3 + 2km
4
2 6m
12 12
2T 127
12 12
2 187w
12 12

’k e {071’2’3}
Y .
IS — = cis —
c512 083
107 . om
= —_— 1S —
12~ %
167 Y
= 1S — — 1S —
S B 083

Exame — 2015, 2% Fase
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5. Como os vértices do hexdgono sao as imagens geométricas das 6 raizes de indice 6 de um niimero complexo
z, entao estao sobre uma circunferéncia centrado na origem.

Desta forma, sendo ws = pcisf o nimero complexo cuja imagem geométrica é o vértice F, temos que:

p:|—2\@+2\/§i\:\/(—2\/§)Q+(2\/§)2=\/22x2+22x =VB+8=116=14

Como o vértice C pertence ao segundo quadrante é a imagem geométrica
m(z) g

de um m’lmero complexo ws, tal que Re(ws) = —Im (ws), temos que

(w3) = + T 27 n ™ 37 B
r — =4 =—
MM Ty T T T T

Assim, como os argumentos dos numeros complexos que sao raizes A
. . 2r  om
indice 6 de um mesmo ntimero complexo diferem de 5 =3 temos que: (
AY S
\ L4
O/ Re(z
T 3m 2r 9w 87 17w 37’ +2xZ o @)

12

0 (ws) (ws) + = + + +
= arg (ws) = arg (w — == — = —
B =l T T3 T T T2 T 12 12 i
: 17) \// F
E

Logo ws = 4 cis (77

Resposta: Opgao D
Exame — 2014, 1* Fase

6. Sabemos que |Zz| = |22| e que arg (Z3) = —arg (22), logo Zz = v/2cis (—%)

Assim, temos que o poligono regular pode ser decomposto em n
tridngulos isésceles, congruentes com o tridngulo OAA’, em que o
ponto A é a imagem geométrica de zo e A’ é a imagem geométrica de

Z3. Como a amplitude do angulo AOA’ é 2 x % = %, sabemos que
2r 7 2T X 6
=—- & =n & 12=n
n 6 us >
Re(z)

Assim temos que zo (e também Z3) s@o raizes de indice 12 de w,
ou seja w = (22)2, logo usando a férmula de Moivre e escrevendo o

resultado da poténcia na f.a., temos:

w=(20)12 = <\/§Cls( ))12 = (V2)2cis (12 X ﬁ) =64cism = —64

12

Exame — 2013, Ep. especial

7. Comegamos por simplificar a expressao de z; fazendo a soma na f.a.:
\f+2(31834—\[+2(00534+lsen) \[4—2(—\[4—\[1) V2 =24+ 2 =2
Escrevendo os nimeros complexos na f.t. temos
z21 = ﬂcisg e
29 = ﬂcis%, porque |zp| = V12 + 12 = /2 e para 6 = arg (z;) temos tgd = % =lefecl°Q

LT

.2 ﬂCISE \/§ L/ T . 2t 0w LT
Assnn—:iﬂ:—ms(——f):lcls — — — | = cis—
22 ﬂcisz V2 2 4

21, . . P .
Como — é uma raiz quarta de w, aplicando a férmula de Moivre e escrevendo w na f.a., temos que:
22

4 4
w = (2) = (cis%) = 1%cis (4>< Z) = cism=—1

Exame — 2013, 1* Fase
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8. Escrevendo z na f.t. temos z = pcis 6, onde:

o p=lzl=

-8 1 V3

83 V3 3

o tgl =

como senf < 0 e cosf >0, 8 é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = —%

(8v3)2 4 (—8)2 =164 x3+64=64x4=8x2=16

. . 7T . . .
Assim z = 16¢is (76)’ e por isso, usando a férmula de Moivre, temos:

T okn

7 = V16 cis Gf

s 21 ™ 127
o k — 22 CIS<24+4> 015(24+24)
. T 47 T 247
o h=2 =2 <‘24+4>—2‘”S (_24+24)_2
T 61 ™ 367
= =2cis | ——+— ) =2cis (——+— | =2
o k=3 — 24 c1s<24+4> c1s(24 24)

,k € {0,1,2,3}, ou seja, temos 4 raizes de indice 4:

Exame — 2012, Ep. especial

9. Designado por z e w 0s niimeros complexos que tém por imagens geométricas os pontos F' e A, respetiva-

mente. Assim temos que |z| = |w| = 3, porque os pontos A e F estdo a igual distancia da origem.

4 8
Sabemos que o angulo FOA tem amplitude 9 X 21 = —W, porque os vértices do poligono dividem o

9
angulo giro em 9 partes iguais.

10
Logo arg (w) = arg (z) + 777

Como o ponto A estd dobre a parte negativa do eixo imaginario

3

temos que arg (w) = ?ﬂ, pelo que, substituindo na igualdade
anterior, vem:
3 () + 8T - 3m 8w () o
— =arg(z)+ — — — — =arg(z
g — M8 9 2 9 M

27T 167 () o 117 (2)

— — — =arg(z — =arg(z

18 18 8 18~ M8

Resposta: Opgao B

Exame — 2012, 2 Fase
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10. Usando a férmula de Moivre para a radiciagao temos que:

T o%kr

oz = v/8cis GT ,k €{0,1,2,3,4,5}, temos que

™
g +2km 2% 12k 12k
e Para cada k € {0,1,2,3,4,5}, arg (w) = GT = ?% + ?ﬂ = % + 367T = ﬂ-+36 T

24 25
Assim, se k = 2, temos que arg (w) = WJ;TW = 3—;

Resposta: Opgao A

Exame — 2011, Prova especial

11. Sendo a imagem geométrica de w o vértice A do octégono, designemos por z a imagem geométrica do
vértice C' do octdgono.

Como os dois nimeros complexos sao raizes de indice 8 de um mesmo
ntimero complexo, temos que |w| = |z|.

Como o octdégono estd centrado na origem, e tem oito lados, o
2r 7
angulo AOB tem de amplitude 5 =1 radianos. Como o angulo BOC

tem a mesma amplitude, temos que o dngulo AOC tem de amplitude
% + % = g radianos.

Ou seja arg(z) = arg(w) + g, e como |w| = |z| podemos afirmar

que z =w X &

Resposta: Opgao C

Exame — 2011, Ep. especial
12. Compo §4n+2014 — jan+4x53+2 — 4(n+53)42 — 2 — 1 temos que 21 = 2+ V/3i + (—1) = 1 + /3i

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:

Op:|zl|:\/12+\/§2=\/ﬁ=\/41:2
V3

o tglh = T = V/3 como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %

. . T . s s . N
Assim 2y = 2c¢is —, e como /z = z1, recorrendo & férmula de Moivre para a poténcia, temos que:
3 b ) )

3
z=(z)= (2018%) = 23 cis (3 X g) = 8cisT = —8

Exame — 2011, Ep. especial
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2

‘ . ) ar p . ~ .
13. Como a area do setor circular é dada por ——, onde « é a amplitude do dngulo ao centro do setor circular

e r o raio da circunferéncia, e designado por w o nimero complexos que tem por imagem geométrica o

ponto A, temos que:
e 7= |w| = V/32 = V2% = 2 (usando a férmula de Moivre); Im(z),,

e « é a amplitude do angulo AOB e como A e B sdo vértices
adjacentes de um pentdgono regular centrado na origem (por
serem raizes de indice 5 de um mesmo nimero complexo) te-

2
mos que a = g A
Logo o valor da area do setor circular AOB é o Ré(z)
2w 5
2 — x 22
2 4
Sl e LR
B

Resposta: Opgao B

14.

14.1. Comecamos por escrever (—1 —¢) na f.t.:
Seja —1 —i = pcis6:

e p=|-1—il= /D2 (12 =2

Exame — 2011, 1* Fase

5 -1
° 9:7r+z = —ﬂ-,porquetgﬁz — =1,logo 0 = %\/19:7r+%,mascomosen&<0ecos0<07

4 4 -1
logo 6 é um angulo do 3° quadrante.

Assim, aplicando a férmula de Moivre para a poténcia, temos que
o7

8
5 40
(—1—14)® = (\/icis I) = (v/2)8cis (8 X 4) = 16cis Tﬂ = 16cis (107) = 16 ¢is0

. ™ 2 . T . m
Da mesma forma temos que (ms (g)) = CIS (2 X g) = CIS (Z)

—1—14)8 5 16¢cis0 5
Assim temos que z = Q X cis <W> - 2T cis (;) = 16cis (—

(e (5)) @ (1)

z)><cis 5—7T =
4 2 )

5 10 9
— 16.cis (—Z ¥ ”) — 16cis (—7T W) — 16.cis (I) — 16.cis (% —|—27r> - 16cis£

2 4 4

o
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14.2. Sabemos que as quatro raizes quartas de z sao nimeros complexos cujas imagens geométricas sao os
vértices de um quadrado, centrado na origem.

. . LT
Seja w uma das raizes quartas de z, como z = 16cis 1 recorrendo

a férmula de Moivre, temos que |w| = V16 = V2% = 2, ou seja a
distancia dos vértices do quadrado ao centro é 2. A S

Assim, podemos calcular o lado a do quadrado, recorrendo ao ! 9 \
teorema de Pitdgoras: I 2\\‘ w

a?=22422 & @2=444 & a?=8 & a=+%8 (consideramos ! 0 B :'R«'s(z)
apenas a raiz positiva por se tratar de uma medida). ) ,

Temos assim que a drea A do poligono cujos vértices, no plano AN e
complexo, sao as imagens geométricas das raizes quartas de z é dada 1

por A = (\/g)2 =8

Exame — 2010, Ep. especial

15. Os vértices do pentdgono sdo a representacdo geométrica de 5 niimeros

complexos, que sao raizes de indice 5 do mesmo numero complexo. Im(z) o
Sejam z e w os nimeros complexos que tém por imagens geométricas os
pontos A e D, respetivamente.
!
/ !
Como o ponto A tem de coordenadas (1,0), temos que z = cis0. RS 7/\
27 6m . >
Como |z] = |w| e arg(w) = 3 x = = 5 porque os vértices do 0 1 Re(z)
pentagono dividem o angulo giro em 5 partes iguais, temos que D /\ \\\
. 67
w = cis —
5

Resposta: Opgao B

Exame — 2010, 22 fase

16. Como a representacao geométrica de w estd sobre a parte negativa do eixo imaginario, sabemos que
. 3T
w = pcis —.

2
. < e . 6 6 - 3m 6 . 18w 6
Assim, recorrendo a férmula de Moivre, temos que w® = p°cis | 6 X 5 | =pcs— - =pocis (97)

Descontando as voltas completas, temos que w® = pS cis (97) = p° cis (97 — 87) = p® cis 7, logo podemos
concluir que w® é um niimero real negativo.

Resposta: Opgao A
Exame — 2010, 22 fase

17. Comecamos por determinar z*, recorrendo & férmula de Moivre:

A= (ﬁcis (g)f = (V2)*cis (4 x %) —dcisT=—4+0i =4

Assim temos que:
2 di —4+4i (—4+4i)xi —4di+ 47 —4— 4 .
- - = = = T = 4444

) ) 1 X1 ) —

Escrevendo w na f.t. temos w = pcis#, onde:
e p=|w =V +42 =42 x2=4/2

1
o tglh = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, # é um angulo do 1° quadrante, logo § = %

Logo w = 44/2 cis Z

Exame — 2010, 22 Fase

EFE
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18. Comegamos por determinar (z1)7, recorrendo & férmula de Moivre, e escrever o resultado na f.a.:

(21)" = (cis (%))7 = cis (7 X g) =cism = —1

Como zZ3 = 2 — i, temos que:

wo 37X )T _3-ix (<) _ (3+0)2+i) _6+3i+2+P# 6-145i 545 _
T m  2-ie-dev)  P-@ 4+l 5

Escrevendo w na f.t. temos w = pcis#, onde:
o p=lu| = VITF T = 3

=1; comosenfl >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %

= =

o tgl =

T

Logo w = V2 cis 1
Exame — 2010, 1* Fase

19. Como w é um dos vértices do quadrado, o niumero complexo que tem como imagem geométrica o ponto
D, é um nimero complexo z, tal que:

e |z| = |w| = 2, porque o quadrado estd centrado na origem, logo,
todos os vértices estao a igual distancia do centro
T
e arg(z) = arg(w) — 5 porque a imagem geométrica do nimero Im(z) &
T
complexo w é o ponto A, visto que 0 < arg (w) < —, ou seja é um
angulo do primeiro quadrante, e o angulo AOD é reto

Assim, temos que:

z = 2cis (% — g) = 2cis (7(; — 3(?-) = 2cis (—2(?) = 2cis (—g)

Acrescentando 27 ao argumento calculado temos: ¢
z = 2cis (—g + 27r) = 2cis (—g + 6;-) = 2cis (5;1-)
Resposta: Opgao D
Exame — 2009, Ep. especial
20. Comecgamos por usar a formula de Moivre para calcular (cis (§>)7 =17cis (7 X %) =cism=—1

Como a adigao deve ser feita na f.a. vamos optar por calcular (2 +4)® também na f.a.:
2+ =242+ =2+i)4+4i—1)=2+9)(3+4i)) =6+8i+3i+4>=6—4+11i =2+ 11i

Escrevendo 4 cis <327r> na f.a. temos: 4cis (3;> = -4y

Assim, simplificando a expressao de z, vem:

. (T N3
(015(7))+(2+’) 142411 A4+ xd i+ 112 1140 1144 11

= = = = =——+4—1i

= = = = = = ——
—44 —44 ; — 442 —4(—
Acis (37T> 4i 4i X i 4i 4(-1) 4 4 4

Exame — 2009, 2 Fase

EFE
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3
21. Seja w = 2cis —57T> Como —7 < arg (w) < —g, a imagem geométrica de w pertence ao 3° quadrante,

logo o tnico vértice do poligono que pode ser a imagem geométrica do nimero complexo w, é o vértice H
Resposta: Opgao C
Exame — 2008, Ep. especial

22. Escrevendo z; na f.t. temos z; = pcisf, onde:

e p=lz|=12+(-1)2=V1+1=V2

o tgf = T = —1; como senf <0 e cosf >0, 8 é um angulo do 4° quadrante, logo 8 = f%

Logo z1 = V2 cis (—%)

Como existem 4 raizes quartas de z, cujas imagens geométricas sao os vértices de um quadrado cen-
trado na origem, temos que as outras 3 raizes quartas de z sao:

2
o 2o =+/2cis (—I—i-I) = V/2cis (—W+7r> ZﬂCiSz

4 2 4 4 4
. /m T . (7T 27 . 3
® 23 = \/§Cls (Z + 5) = \/§CIS <4 + 4) = ﬁmsz
. (3T 7 . (T 27 . om
023—\/5018 (4—&—2)—\/5(:15 <4+4)— 2CISZ
. . e . . o
Pelo que a raiz quarta de z cuja imagem geométrica é um ponto do 3° quadrante é z3 = v/2cis i

Exame — 2008, 2 Fase

23. Temos que —z; = —(1 — /3i) = —1 + 1/3i e escrevendo —z; na f.t. temos —z; = pcisf, onde:

e p=|—z|=/(-1)2+(V3)2=V1+3=2
V3

e tgh) = — =—+/3; comosenf >0 e cosf <0, 6 é um angulo do 2° quadrante,
™ 3mr 9w 27
1 9 = —_—_— = — = = = —
BV ET T T T3 T 3
2w

Logo —z1 = 2cis —
3
Vamos agora recorrer a férmula de Moivre para determinar (—z;)3:
21\ ° 2
(—21)% = <2 cis 3”) = s (3 x ;) — 8cis (27) = 8cis0
Como (—21)3 = z2, podemos concluir que (—21) é uma raiz ctbica de 2y

Exame — 2008, 1* Fase

24. Sabemos que as representacgoes geométricas de duas raizes quadradas de um mesmo numero complexo,
sao os extremos de um didmetro de uma circunferéncia centrada na origem, ou seja, os argumentos dessas
raizes diferem de 7 radianos.

Nas opgoes A, B e C a diferenca dos argumentos é de § radianos. Na opgao D as representagoes
geométricas dos dois nimeros complexos estao sobre a bissetriz dos quadrantes impares, a igual distancia
do centro.

Resposta: Opgao D

Exame — 2007, 1* Fase

EFE
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25. Sendo A a imagem geométrica de um nimero complexo w = pcisf, temos que w é uma raiz quadrada de
z se z = w? = p?cis (26).

T

Se 5 < 0 < m, entdo T < 20 < 27w e das quatro hipdteses de resposta, apenas o nuimero complexo
- -

—t=cis satisfaz esta condigao.

Resposta: Opgao D

Exame — 2006, 1* Fase

6
26. Comecgamos por usar a férmula de Moivre para calcular (cis (%)) = 16cis (6 X %) =cisT= -1

Substituindo na expressao dada temos:

(. T\
4+21(Clsg) L A42i(-1)  4-2  (4-20)B—i) 12—4i—6i+2> 12-2—10i
3+1 344 340 B3+0)B-—4) 9 — 2 99— (1)
10— 10i

10

=1—i

Escrevendo 1 — i na f.t. temos 1 — i = pcisf, onde:

e p=|1—i|l=/124+(-1)2=VI+1=1V2

1
o tgh = 4= —1; comosenf <0 e cosf >0, 6 é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = —%

Logo1—1i= V2 cis (7%)

Exame — 2006, 1* Fase

6
27. Comecamos por usar a férmula de Moivre para calcular (cis (%)) = 16¢is (6 X %) =cismt = -1

Substituindo na expressao dada temos:
[i X (21)° — 1}2 o (ix(-1)—=1)2  (=1—-9)?  (-1)242(-1)(—i)+ (—i)® 142+ (-1) 2 )
i - i T i B i T

Exame — 2005, Ep. especial

28. A imagens geométricas de nimeros complexos que sejam raizes cibicas de um mesmo nimero complexo
estao sobre os vértices de um triangulo equilatero centrado na origem.

. . A . 27
Logo os argumentos de quaisquer dois, dos trés nimeros complexos, diferem de 3

. . 3 < . .3 2
Na opgao D, a diferenca dos argumentos é ?ﬂ —g = m; na opcao C, a mesma diferenga é Zﬁ —% = % = g
2
e na opcao B, a diferenca dos argumentos é ?ﬂ — g = g A opcao A, é a tunica que verifica a condicao
4 2
estabelecida para a diferenca dos argumentos: % — % = % = %

Resposta: Opgao A

Exame — 2005, 22 fase

EFE
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. oy . . T
29. Comegamos por escrever zo na forma trigonométrica: zo = 2i = 2cis 3"

Como as raizes de indice n de um ntimero complexo sdo os vértices de um poligono regular, se [Py Ps] é

. ~ . s
um lado desse poligono, entdo os argumentos de z; e z9 diferem de —.
n

2w

Toow 77
ssim temos que arg (z2) — arg (21) 5 11 1°1
2 2m 8m
Logo —=— & — = & —=n
n

™
s ] —
1 n 4 p "

i3

Resposta: Opgao C

Exame — 2005, 1* Fase

30. Escrevendo w na f.t. temos w = pcis g, onde p = |w.
Recorrendo & férmula de Moivre para a radiciagao, podemos calcular as 3 raizes de indice 3 de w: Jw =
T
— 4+ 2km

pcis QT ,k € {0,1,2}, ou seja, as 3 raizes sdo:

e k=0 — 21:\3//7015%
. T 27 . T 4w . bm
e k=1 — 2z = ¥pcis (64—3):\3/5018 (64—6):\3/50156
4
o k=2 — z = ¥pcis (g—i-;):\i"/ﬁcis <g+8ér>=\3/ﬁcisggzg/ﬁcisg;

. 3T : : < :
Desta forma temos que zy == Ypcis o5 é uma raiz ctubica de w e tem a sua representagao geométrica so-

bre a parte negativa do eixo imaginario, pelo que a opcao D é a tinica que é compativel com esta conclusao.

Resposta: Opgao D

Exame — 2004, Ep. especial

31. Sabemos que 21 = pcis Z, logo |z1| = p = pcisO,
e que
2o = 3v/2cis b, logo 73 = 3v/2cis (—0)

Podemos assim calcular:
2y X Z3 = (3v/2cis0) x (Z3 = 3v/2cis (—0)) = (3v/2)?cis (6 — 0) = (9 x 2)cis0 = 18cis0 = 18

e
8

™
8 pcis — 8 g 3
) ==k | = (Beis (F-0)) = (reisT) =1%cis (8% T ) =leis = = cis (2m) = 1
21 cis
1] pis0 » "\ 1 1 1

Substituindo os valores calculados, na expressao dada, vem:

2o X Z9 21 8 18
L) 241 -9241=3
9 *(w) g TiTET

Exame — 2004, Ep. especial

32. Sabemos que as representacoes geométricas das raizes de indice n de um nimero complexo, sao os vértices
de um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de centro na origem.
Assim, as imagens geométricas das raizes quartas de w sao os vértices de um quadrado centrado na origem.

Resposta: Opgao B

Exame — 2004, 2% Fase

EFE
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33. Se w é uma raiz quarta de z, entao a representagao geométrica de w e das restantes raizes quartas z, estao
sobre os vértices de um quadrado centrado na origem.

Como a operagao multiplicar por i corresponde a fazer uma rotagao de amplitude 7 radianos e cen-

tro na origem, se multiplicarmos sucessivamente w por ¢ obtemos as restantes raizes quartas de z. Assim
temos que as restantes 3 raizes quartas de z sdo:

o wy=wxi=(1+2i)i=1i+2i>=-2+i
o wy=wxi?=(1+2i)i%=(1+2i)(-1)=-1-2i
o wy=wxid=(1+2i)i3=(1+42i)(—i)=—i—2i>=2—1

Exame — 2003, Prova para militares

34. Escrevendo 1+ v/3i na f.t. temos 1 + v/3i = pcisf, onde:

o p=|14+V3i|=/12+ (V3)2=yV1I+3=V4=2

V3

o tgld = T = V3 como senf >0 e cosf > 0, # é um angulo do 1° quadrante, logo § = g

Logo 1++/3i = 2cisg

Vamos agora recorrer & férmula de Moivre para determinar as raizes quartas de 1 + v/3i:

T 4 okr
V14 V3i= v2cis 3T ,k € {0,1,2,3}, ou seja, temos 4 raizes de indice 4:
Ok=0—>2’1—\4/§cibi
12
2
Ok=1—>22—\4/§cis<17; I)ZWCiS(fQ+617;) \“/Q(zlsl—;T
T Ar T 127w 137
k=2 — = 2 cis — —_— = 2 N - —42 _
* = \[C“<12+4> Clb(l2+12) V2eis
6m T 187 197
k= = V2cis [ =+ 20 ) = ¥2cis [ = + 0 ) = ¢2eis ——
° 3 = 2 f01s<1+4> fls(12+12> V2 15

Exame — 2003, 2 Fase

35.

35.1. Comecamos por calcular

o (V3-2)2=(3-2)(V3-2)=v3 —V3x2—3x2i+(20)2 =343 — 4= —1— 43
° (20185)3 3 cis (3><§> :8cis§:8<cos7r+isen73r>—8<2+ \/§> =4+ 43

9 3
° cis—ﬂ- =—1
5 =
Substituindo na expressao dada, temos:
V3 N2 . m\3
(V3-2i)" + (2¢is %) _-1-4VBi+d+4vBi o 3xi 8 3
3m B —i Co—ixi —i2 —(=1)
C157

35.2. Se z; e z9 forem raizes cibicas de um mesmo nimero complexo, as suas representagoes serao os

vértices de um tridangulo equildtero, inscrito numa circunferéncia centrada na origem.
27

Ou seja |arg (z2) — arg (z1)] = 3
2

Como |arg (z2) — arg (z1)| =a+rm—a=7# g, logo 21 e z2 néo sdo raizes ciibicas de um mesmo

ntimero complexo.

Exame — 2003, 12 fase - 2% chamada
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36. Se w um numero complexo diferente de zero, cuja imagem geométrica pertence a bissetriz dos quadrantes

; . T . OT
impares, temos que w = pcis 1 V w = pcis T

Logo, pela formula de Moivre para a poténcia, temos que:
T 37
w?* = ptcis (4 X Z) v wt = ptcis (4 X 4) & wh=plcist V wt = ptcis(37)

Ou seja, w? é um nimero real negativo, logo a sua representacdo geométrica pertence 3 parte nega-

tiva do eixo real.
Resposta: Opgao A
Exame — 2003, 1# fase - 1* chamada
37. Se w é um nimero complexo cuja representagdo geométrica pertence a parte negativa do eixo real, temos
que w = pcis7 (p = |w)).
. (T +2km . , ~
Vw = /pcis (2> ,k € {0,1}, ou seja, as 2 raizes quadrada de w sao:
T
o k=0 — zlz\/ﬁc1s§

okzl%zg:\/ﬁcis%

Logo as duas rafzes quadradas de w sd@o nimeros imagindrios puros (um positivo e outro negativo), e as
respetivas representagoes geométricas pertence ao eixo imaginério..
Resposta: Opgao B

Exame — 2002, Prova para militares

38. Como 2 e zp sdo duas das raizes quartas de um mesmo niimero complexo z, temos que (21)* = (22)*.
Também sabemos que as representacoes geométricas de z; e 29 sao dois vértices de um quadrado inscrito

. A . ™ . e
numa circunferéncia centrada na origem. Como arg(z1) = —, e a imagem geométrica de 29 pertence ao

q drant 5 (22) ( )+7r 7T+7T 2r 3w 5m
segundo quadrante, entao arg (z2) = arg (z — =4+ —-—=—+ —=—
g q ) g2 (%2 g(z1 9 3 9 6 6 6

Sabendo que |z2| = 4, podemos escrever zo na f.t. e depois na f.a.:

5 5 5 3 1 43 4
29 :4Cis% :4((:05 (67T> + 7sen (g)) =4 (—\2[—1—22') = —Tf—i—?: —9/3+ 2

Exame — 2002, 12 fase - 2% chamada

39. Comecgando por escrever z; na f.t., temos z; = pcis, onde:
e p=|ul=vE+12=y/1+1=2

1
o tgl= 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, § é um angulo do 1° quadrante, logo 6 = %

Logo z1 = ﬂcis%

21 e 29 sdo rafzes quartas de um mesmo ndimero complexo se (21)* = (22)*. Recorrendo a férmula
de Moivre para a poténcia, temos:

(21)* = (\/icis 2)4 = (V2)*cis (4 X g) =4cism = —4

(22)* = (\/Qcis ?Zr>4 = (V2)*cis (4 X 3:) = 4dcis (37) = —4

Logo, como (21)* = (22)* = z, 21 e 29 sdo raizes quartas de z = —4.

Exame — 2002, 12 fase - 1* chamada
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40. Um ndmero complexo z tem a sua imagem geométrica no interior do circulo de centro na origem
e deraio 1, se |z] < 1

Podemos verificar que:
o [2i] =2, logo |2i] > 1
o [1+i=vV12+12=/1+1=+2,logo |l +i|>1

3 3
(2 cis g) (2 cis g)
1c'sz ’ = 1 3*1 logo 1c'sI ’
27 ) 17 \3) Ty %\ a7

3
. . . T . s . . , .
Assim concluimos que (2 cis 7) tem a sua imagem geométrica no interior do circulo de centro na origem

=23 =8, logo >1

<1

e de raio 1.

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, Prova para militares

41. Como |z1| = p temos:

.
pcis —
3 :Bcis (z—O) zlciszz CisI

p 3 3 3

z1 o
|21 p

Logo, recorrendo a formula de Moivre para a radiciagao, temos que as duas raizes quadradas sao dadas por:

o il + 2k
\/T =+/1cis 3T ,k € {0,1}, ou seja:
<1

e k=0 — zlzcis%

e k=1 — 29 =cis +2—7r = cis erGI —cislr
- 2 2 ) 6 6) 6

S

Exame — 2001, Prova para militares
42. Como w — 2 = (2+1i) — 2 =i, temos que (w — 2)1t = jll = #¥2+3 =3 =

Simplificando (1 + 34)?, temos que:
(1430)2=1+3)(1+3i)=12+3i+3i+ (3))>=1+6i+9*>=1—-9+6i = —8 + 6i

Substituindo na expressao dada, vem:
(w—2)11(1 + 3i)2 = (—i)(—8 + 6i) = 8 — 6i> =8 — 6(—1) =6+ 8i

Exame — 2001, 22 fase

43. Como a figura é um heptagono, tem 7 vértices, que correspondem a 7 raizes de indice n, ou seja n = 7.
Como um dos vértices do heptdgono pertence a parte positiva do eixo imagindrio e estd sobre uma cir-
cunferéncia centrada na origem e de lado 1, é a representacao geométrica de um nimero complexo w que

. LT
pode ser escrito na f.t como w = cis —.

Como w é uma raiz indice 7 de z, temos que:

7 4
z:w7:<cisz) =17cis (7><E):cis7—ﬂ:cis E*Qﬂ' =cis Tm _dm :cisg—ﬂ:fi
2 2 2 2 2 2 2

Resposta: Opgao D

Exame — 2001, 12 fase - 2% chamada
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44. Recorrendo a féormula de Moivre para a poténcia, e escrevendo o resultado na f.a., temos:
. T\ 3 s
zf:(Qcisg) = 23cis (3x§):8ds7r:—8

Substituindo na expressao dada e simplificando, vem:
2+2 -8+2 —6xi —6i 60
= = = = YA
i i T X1 (-1)

3
, , 2H+2 . o
Como Re (6i) =0 A Im (6i) # 0, temos que é um numero imagindrio puro.
i
Exame — 2001, 12 fase - 1* chamada

45. Como z = yi, temos que:
2 = (yi)! =yt x it = y* xi® = y* x 1 = y*, ou seja z é um nimero real positivo, pelo que a sua
representacio geométrica pertence a parte positiva do eixo imaginario, ou seja o ponto A.

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, Prova modelo

46. Como os vértices do hexdgono sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 de um certo niimero com-

plexo, os vértices estao sobre uma circunferéncia centrada na origem, logo cada par de vértices adjacentes
27

definem com o semieixo real positivo, angulos que diferem de 5
Im(z)

Sejam w; e we 0s nimeros complexos cujas representagoes geométricas B
sao os vértice C' e D, respetivamente.

2T
6 b)
2 ?ﬂ 21 97 Arw 137

1 = 5= BREPRETIET)
ogo arg (wg) = arg (wq) + 6 4 + 6 +12 + 12 12

3
Temos que arg (wy) = Zﬁ e que arg (wy) = arg (wy) +

Re(z)
Como os vértices C' e D estao a igual distancia da origem,
13
temos que |(wy)| = |(w2)], pelo que wy = v/2cis 1—;

Resposta: Opgao B

Exame — 2000, 12 fase - 1* chamada
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