Nidmeros Complexos (12.° ano)

Equacdes e problemas

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Escrevendo zy na forma trigonométrica (pe’?) temos:

e p=ldl = /(-2 + (VB2 = VITB=Vi=2

-3 4
o tgh = —\( =1/3; como senf < 0 e cosf < 0, # é um angulo do 3° quadrante, logo § = 7r+% = ?W
Logo z = 2¢'%".
Como 23 = §4X5+3 = §3 = —j escrevendo z; + %> na forma trigonométrica, vem:
2 +i% = —5i—i= —6i = 66" F
Assim, simplificando a expressao de w, temos que:
R M G
2y (2€i47") onei(nx4F)  2n
Como w é um imaginario puro se Argw = g + km, k € Z, temos que, para k € Z:
T 3 dnm 7 9r  8nm 3w 6km
A =—+4+bkre ———=—-H4krn& ———=—+— & Y7 —8nr =31+ 6kr &
rgw 2+7r B 3 2+7r 6 6 6+6 s nm T + Ok
2m(3 —4 3—4
& 97— 37 — 8nm = 6kr < 61 — 8 = 6kn & 21(3 — dn) = 6k o ¥=k s L
™

Como n € N, o menor valor de n que corresponde a um valor inteiro de k é 3:

3—4(1) 1

o n — 3 3
3—4(2) 5

on — 3 3
—4

en=3— k=3 3(3)=—§——3
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2. Observando que:

e podemos escrever —1 — 1/3i na forma trigonométrica (pe*?):

o p=1-1-V3il = /(-1 + (-v8)’ = VIT3=Vi=2
V3

o tgh = —_ = V/3; como senfl < 0 e cosf < 0, # é um angulo do 3° quadrante, logo
T A4r

9 = —_ = —

373

Pelo que —1 — v/3i = 2ei(%);

e como it = i*¥%H3 =3 = —j entdo 2it! = 2(—i) = —2i = 261 () .

Assim, simplificando a expressao de z, temos que:

11 i i( 3 ia
L= 2ie :26(24):(6 :2X1ei(%+a7%)*el(9g+a %)7ei(%+a)
—1-/3i 26/ (%) 2
7

Como Rez = —Im z, e o afixo de z pertence ao 4.° quadrante, entdo Argz = f + 2km, k € Z, ou seja,
para k € Z:

T s T om 27 27 197

= =—+2kn & a=——-—=-+2kr & a= —— +2km & a=—+2k

R e i A T R T A T B

19

Como « € [0,27], entdo o = 1;
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3. BEscrevendo ¢/() na forma algébrica, temos:

() — s 4 ison 2T = —eos™ tisen T o V3,1
e\ 0056+zsen6 (:056—|—zsen6 B —i—z><2

Como i'7 = §4*4+1 =41 = simplificando a expressdo do nimero w, vem:

i(5x . Y2 - _V2 -
_ ) i g TX57! 2~ '"9 _
w = = = = - =
i i i i X (—1)
V3, V3 1
A Z Y2 1x =
_ 7 X 5 + 17 X 5 9 X 5 L @
—i2 —(-1) 2 2
Escrevendo w na forma trigonométrica (pe'?), vem que:
1\? 1 3
= (-= 4= =1
o= (-3) + ( ) T e
V3
5 2
o tgh = Ll = —/3; comosen® > 0ecosf < 0,0 éum angulo do 2.° quadrante, logo § = W—g = ?ﬂ-

2

Assim, temos que;
27 4okn

P =w e 2 =elF) <:>z:el( : ),kE{O,l}

Assim, os dois nimeros complexos que sao solu¢ao da equacgao, sao:

V3

(2T faxoxw (2
1| 22— 1| —5— (27 g 1
.(k:())—)e< 2 >:€<2):€Z(2><3):62(3):(308731——}—7;56]371-:—|— Z

(2T qoxixw g 3 2 2
°(k:1)%el< 2 >:61<

8m

67
- il 5 i(Bx x
>:6<2 ) :61(28X3)*6(7):COS4§+7:SGH4§:

vl +

T s 1 V3,
= —cosg —iseng = —g5 — <

3 2 2
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4. Simplificando a expressao de z1, como i’ = 43 =43 = —j_ temos que:
% P » , q

=14+ x 2+ +i" =1 +2i+i*)x (2+i)—i=2ix (2+14) —i=

= (142 —1)x (2414) —i=2i(2+14) —i =4 +2i* —i = 3i +2(—1)

=—-24+3
Assim, podemos determinar o valor de zs:
TP £ DN R (8+20)(=2-3i) _ _ —6-9i—4i— 6
e T 2T 2431 7T (—2430(=2-30) 7P (=22 — (30)2
o s —6—13i — 6(—1) o s —6+6—13i o - _ 13 & 2

2T 4 —9(-1)2 T 449 T3 2
Logo temos que:

zg =senf +icosf < senf +icos =—i & senf +icos@=0—1

Ou seja senf =0 A cosf = —1, peloque § =7

Exame — 2022, Ep. especial
5. Temos que:

2 2
1 .. 1 . 1 ..
° z12 = <2e14) = <2> x e2XtT = Zelf
— = 3 .
o () = (2i)" = (—2i)°

1
. 212><(72)3:1i><8i:§i2:2x(71):72

Assim, temos que:

i+ x(@m*-2=0o i22+(—2)—2=0 = iz’ —4=0 o iz’ =4 & 2

4 4 x1
2:*.<:>22:. -
) X1
2 4i 2 . 2 sz ; 3 i<37ﬂ+22h
& oz :—1©z = —4i & 22 =4e"7 & 2=V4eFT o 2=+V4de

>7ke{0,1}

Assim, os dois nimeros complexos que sao solugao da equagao, escritos na forma trigonométrica, sao:
3E 42(0)w =

o (k=0)— 4ei< : > = 26i<%) = 2!

([ 3F 42()n

o (k=1)— 4el< g >:26i<%ﬂ;2ﬂ

> = 261(3%+7T) = 262%
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6. Considerando cada pontos do plano complexo na forma z = = + yi, temos que os pontos da reta sao da
forma:

(1+2i)(z +yi) + (1 —2i)(z —yi) + 10 =0 & x +yi+ 2xi + 2yi* + 7 — yi — 220 +2yi* + 10 =0 &

& 2+ 2(—1)+2y(—1)+10=0 = 20— 2y —2y+10=0 & 22 —4y+10=0 & 2 —2y+5=0 <

r D
S r+d=2ys -+ -=y

2 2
Assim, de todos os niimeros complexos cujos afixos pertencem
a esta reta, o que tem menor modulo, ou seja, o que estd mais
préximo da origem do plano complexo, é o ponto de tangéncia
da circunferéncia tangente a reta e que passa na origem, ou
seja a intersecao com a reta perpendicular a dada que contém
a origem.

Relativamente & reta perpendicular, sabemos que o de-
clive é o simétrico do inverso do declive da reta dada e que a
ordenada na origem é nula (porque contém a origem), ou seja,
é definida por:

Desta forma, as coordenadas do ponto de intersecao das duas retas no plano complexo, ou seja, o afixo
do nimero complexo pretendido sao:

{2yzm+5 {2(—21:)23:—!—5 {—4x—m:5 {—53:25
= 54 - =

y=—2 y=—2 y=—2

5
T=—= z=-1 z=-1
=4 5 <~ =4
y=—2x y=-2(-1) y=2
Desta forma temos que o numero complexo cujo afixo estd sobre a reta e que tem menor médulo é —1+2i
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7. Escrevendo z; na f.t. temos —1 — i = pe*?, onde:

Im(z) o
e p=l-1-il=VEDTH P = VIFT = V2
-1
e tg = — =1; comosend <0 e cosf <0, 6 ¢éum angulo do 3.° o 5
-1 Re(z)
T b7
quadrante, logo 0 = m + 1= 71
E assim z; = \/iei(%), pelo que, como o tridngulo [OFG] é equildtero, F
o numero complexo cujo afixo é o ponto G tem médulo igual a z; e o G

. ™ < ’
argumento é arg (z1) + 3 ou seja, é o nimero complexo:

\/éei(%"'%) = \/Eel(l%r)
Desta forma podemos determinar zo resolvendo a equagao seguinte:

(197 2ei(F) 967 (HF)
o x 2y = VEHE) o 4y V2 @22:\@)

- = 22 =
21 \@el(

=

E assim, escrevendo z; na f.a. vem:

s i s 1 n 3.
= — n— = — —_—
Zo = COS 3 ise 3= 5 5 i
Resposta: Opgao B
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8. Escrevendo z; na forma algébrica, e como i® = i*T! = i* x i' = 1 x i = i temos:

2 4 2 4 2(1)+4(1 -1 20+ 4 — 43 4 -2 4 -2 4—21)(1—1
L2 A2 4 2)+a0-i) (4-20)(1 )

1—i 5 1—i i (1—14)xi i—i2  i—(=1) 14+i (1491 —i)

C4-4i-20+2% 4-6i+2(-1) 4-6i—-2 26

1—i+i—d2 —  1—(=1) — 1+1 — 2

Considerando z5 = a + bi, com a € R e b € R, o produto z; X z9, é dado por:

=1-3

21 X 29 = (1 = 3i) x (a + bi) = a+ bi — 3ai — 3bi> = a — 3b(—1) — (b —3a)i = a + 3b+ (b — 3a)i
Como o afixo de z1 X zo tem coordenadas iguais, vem que:

Re(z1 X 22) =Im (21 X 23) © a+3b=b—3a < a+3a=b—-3b & a+3b=b—3a &

S 4= -2 & %a:b@ b= —2a

E assim, como |z;| = v/5, temos que:

5
\/a2+b2:\/5:>a2+b2:5<:>a2+(—2a)2:5@a2+4a2:5@5a2:5©a2=g sa=+V1

E que:
b=-21) vb=-2(-1) ©b=-2Vb=2
Como o afixo de z1 X zo tem coordenadas positivas, vem que:
e a+3b>0ANb=-2a = a+3(-2a)>0 < a—6a>0 < —5a>0 < a<0,ousea, a=—1

b b b 6b 5b
° a+3b>0/\b:—2a@a+3b>0/\_—2:a:»—§+3b>0@—§+5>0@5>0@b>0,
ou seja, b= 2

Desta forma temos que: zo = a+bi = —1+ 24

Exame — 2020, 2.* Fase

@mat.absolu‘camen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#n%C3%BAmeros-complexos

9. Considerando z = pe', temos que:

2=z & (pew)2 =pe!70 o 2t = pei=0) o P2 = p AN 2W=—0+2%km, kel

Assim temos que:

e p?=pepPP-p=0&pp-1)=0&p=0Vp-1=0&p=0Vp=1
2km
3
Assim, trés solugoes nao nulas da equagao (p # 0), com afixos diferentes, sao:

e 21 =0 (p=1Ak=0)

e 20 =—0+4+2kmr & 204+0=2kn & 30 =2kr & 0= keZ

. 22261'(%7')(/):1 AN k=1)
4

. 23:ei(%)(p:1 ANEk=2)

(As restantes solugoes nao nulas da equacao, associadas a outros valores de k, tém afixos iguais a um dos
trés apresentados).

Logo, escrevendo duas das solugoes apresentadas na forma algébrica, vem:

oz =¢0 =¢0 =1

® z —ei(%)—cos 2—7T + 7sen 21 ——cos<z>+isen (E)——l—ﬁ—@i
2 - 3 3 ) 3 3/ 27 2

Logo, como os afixos dos niimeros complexos nao nulos que sao solucoes desta equacao sdo os vértices
de um poligono regular, ou seja de um triangulo equildtero, temos que respetivo o perimetro é dado pelo
triplo da medida do lado, que, por sua vez, é a distancia entre dois afixos, ou seja:

1 V3, V3.
1—(—2+22>|—3><

1+1——z
3\? v3\ 9 3 12
R s R

I~

=3 X

P:3X|Zl—2’2|:3>< ;—?’L

2 2
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10. Como z = (cosz + isenz)'? = (e”)lo = 107 = ¢03(10x) + isen (10x), temos que Im (2) = sen (10z) e

Re(z) é a solugao

W =

Re(z) = cos(10z), pelo que o valor de = € }O,%{ que verifica a condigao Im(z) =

da equagao sen (10z) = 3 cos(10zx) que pertence ao intervalo }0,% [

Y
Representando na calculadora grafica os graficos da &~

1
fungoes f(z) = sen(10z) e g(x) = gcos(lOa:)7 para

71' ‘
valores de z € }0,— obtemos o gréfico se reproduz na

12 [’
figura ao lado.

Recorrendo a fungao da calculadora que permite de-
terminar valores aproximados de um ponto de intersecao
de dois gréficos, determinamos o valor de z (arredondado
as centésimas):

x =~ 0,03
Resposta: Opcao B

Exame — 2018, 1 Fase

11. Simplificando as expressoes de 21 e z3, temos que:

19 _ ;j4x4+3 _ ;3 _

e Como 1% —1, vem que:

13" 1-3(—i) (14301 —i) 1—i+3i—32 142 —3(-1) 4+2i

T 1+ (1 +4)(1—9) 12 1 (1) 2 +

. 3 3
o Como ¢/(%) = cos (;) + isen (;) =0+i(—~1) = —4, vem que:

2y = —3ke'(F) = —3k(—i) = 3ik

Assim, como a distancia entre as imagens geométricas de z1 e de z2 é dada por |z; — 23], ou seja:

|21 — 20| = |24 — 3ik| = |2+ i(1 — 3k)| = /22 + (1 — 3k)2 = V4 + 1 — 6k + 9k2 = \/9k2 — 6k + 5

E como a distancia entre as imagens geométricas de z; e de 2y é igual a /5, temo que:

2 2
21 — 22| = V5 & VK2 — 6k + =\£§O(\/9k2—6k+5) = (V3) & w*—6k+5=5 ©

& 92 —6k+5-5=0< 9k>—6k=0 < k(9%k—6)=0< k=0V 9%k—6=0 <

6 2
S k=0Vk==-<k=0V k==
9 3

2
Como k € R, temos que k = 3
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12. Escrevendo —1 + i na f.t. temos —1 + 4 = ~e'®, onde:

° ’y:|—1+i|=\/(—1)2+12=\/ﬁ=\/§
-1

o tga = T = —1; comosena >0 e cosa <0, @ é um angulo do 2.° quadrante, logo
T 4m 9w 3w
a="T— - = — — — = —

4 4 4 4
Assim temos que —1+ 1 = ﬂei(%), pelo que podemos simplificar a expressdo do niimero complexo z:
V2 (4 20)

- v2eE) ed(E) A

(pew)z T p2ei0) T p2

Escrevendo w na f.t. temos w = —/2i = \/ﬁei(%)

Como z = w, entao temos que:

V2 V2
e zl=lwl & S =V2 & —=pP s 1=p=)p=1
=l 2=y s Vo, Y
37 3T 3m 3w
oargz:argw+2k7r,k€Z<:>Z—ZGZ;—%WWJ{GZ@2921—7—2147@]@62@

& 20:—%—2kw,ke%@ 0:—3%—k7r,kez

Como 6 €]0,7[, determinamos o valor de 6, atribuindo valores a k:

~ 3m
— Se k=0, entdo § = -y (9 ¢]0,7r[>

_ 3T 3m 8w  om
— Se k= —1, entdo § = . (—m) = -y + 5= §<9 E]O,ﬂ'[)
- 3m 37 16m 137
— Se k= —2, entao 6 = —3 (=2m) = 3 + = = T(@ §é]0,ﬂ'[)
o

Assim, se z =w, p > 0e 6§ €]0,r], temos que p=1e 0 = 3
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13. Escrevendo —1 4 v/3i na forma trigonométrica temos —1 + v/3i = pe’®, onde:

e p=|-1+3il =/ (-1) + (V3)* = VI +3=Vi=2

o tga =~ =—/3;comosena >0 e cosa <0, a éum angulo do 2.° quadrante, logo
T 27

33 3 3

Assim temos que —1 + /3i = Qei(%ﬂ), pelo que podemos simplificar a expressao do niimero complexo z1:

8et? 8 e'? i(0_2x
zZ1 = o = — X o = 462( 7T)
2@1(%) 2 el(%)
Como arg (w) = —arg (w) e |w| = |w|, vem que: z7 = 46(=(6-5)) = 4¢i(5 -9)

Logo:
X 2y = 461'(%’“76) « i(20) — 461'(%"4”29) _ 461'(%’49)

Para que Z1 X 22 seja um numero real, entao arg (zZ7 X z2) = km, k € Z
Atribuindo valores a k, vem que:

2 2
o Se k=0, cntdo arg (FT X ) =0 & — +0=0 & 9:—%,(9@0,77[)

3
2 2
e Sek=1,entdo arg (Zy X z2) =7 & ?ﬂ—l—@:ﬂ & 9:7'('—?71- & 92%,(96]0,7r[)
2 2 4
e Se k=2, entdo arg (Z1 X 22) =271 < §+9:27r @0:27r7§ & 9:§,<0¢]0,7r[>

. —_— 7 7 7 ﬂ-
Assim, o valor de 6 €]0,7[ para o qual Z7 X z2 é um nimero real é § = 3
Exame — 2016, 1* Fase
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14. Temos que ¢ =17 =—1

Pelo que, escrevendo o numerador da fragao que define z na forma trigonométrica vem que

—2 4201 = —2 4+ 2(—i) = —2 — 2i = pe'®

Em que
« p= VT F (P = VITI= B =22
—92 5
o tga = == 1; comosena <0 e cosa < 0, a é um angulo do 3.° quadrante, logo a = 7r—|—£ = Iﬂ

5

Logo o numerador da fragao que define z é 2\@ei(77r), pelo que

.19 i(2F
z = —2 + 2Z = 2\@(3 ( i ) = 2\/§ei(57ﬂ_9) = 26i(%_9)
\/56“9 \/5610 \/i

. o 0
Como z é um imagindrio puro se arg (z) = 5 + km, k € Z, vem que

5w s St om 5t 2w
I70—§+kﬂ,k€z<:> 70—*Z+§+kﬂ,k€z<:> 79—7Z+Z+k7r,k62¢>

& —9=—%+kw,keZ@9:%—kw,keZ

Como 6 €]0,27[, podemos atribuir a k os valores do conjunto {—1,0} e calcular os valores de 6, para os
quais z é um imagindrio puro:

3T 37 47 T
=-1 dof=——(-)x7=—4+—=—
e Sek , entao 6 1 (—1) x 1 1

- 3m T
. Sek-O,entaoG—z—OXW—I
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15.

15.1. Simplificando a expressao de z; vem:

1—¢ 4 1—-¢ 1 1—-4 2 1—-i—-2 —=1—4¢ (=1-—14)i
zZ1 = (3 - — - = el = =
! 2i 2 i 2i 2i 2i 2i (29)i
—i—i2  —i—(=1) —i+1 i-1 —1+i 1+1,
frng frd frd frnd frng = —— —1
212 2(-1) -2 2 2 2 2
Escrevendo z; na forma trigonométrica, temos que z; = pe’?, onde:
11, 0 /1\° T 1 2 V2
. p‘2+22 \/(2) +<2) \/4+4\/;2
_1
o tgl = Tz = —1; como senf >0 e cosf <0, § é um angulo do 2.° quadrante,
2
™ 3m 9w 37
1 0 = _—_— = — = — = —
BT TS 1T
Logo z1 = V2 (%)

(o)} = (ﬂei<3:>>4 _ <ﬁ>4ei<4x3:> _ W2
2 2

& £i(3m) _ %61'(3#) 1

*Biﬂ

vem:

Como argw = —argw, entao z3 = ei(=(=%)) = ei(%), fazendo o produto na forma trigonométrica,

) (o 1 . x
= ie X el(z) = zez(ﬂ'-’_z)
Como arg ((z1)* x z3) é da forma

s . Y _ X
— +kn,k € Z, a imagem geométrica de (21)* x Z3 pertence &
bissetriz dos quadrantes impares.

™
15.2. Como sen (2ar) = 2sen a cos o, sen o = cos (5 — a) e cosa = sen (5 — a) vem que

w = sen (2ar) + 2i cos? o = 2sen v cos o + 2i cos® o = 2005a(sena+icosa)

= 2cosu (cos (g — a) + 2sen (g — a)) =2cos (ei(%_a))
T

Como cos a > 0, porque « € }0,7 [, a forma trigonométrica do nimero complexo w é
w = 2cos o (61(§_Q)>, em que |w| = 2cos
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16.

16.1. Escrevendo z na forma algébrica temos:

o 3 1 2
z:2el(6):2(cos%+isen%> :2<\2[+i><2> :\/§+ix§:\/§+i

Assim temos que

Z=V3+i=V3-i Im(z) ,

E, simplificando a expressao que define w, substituindo z, vem: V3
(z—0)*  (V3+i—i)! (vV3)4 32 0 | Re(®
= = = = = |
L+zi 14 (V3+id)i 14+V3i+i2 14+V3i—1 P DN 4

VB (VB2 3x (1)

Assim, podemos fazer a representacdo do triangulo [AOB], como
na figura ao lado.

9 9 3 X1 9v 31
9% VB xi V3i 33

Por observacao da figura, temos que a &rea do triangulo

[AOB] é
Re(2) x Im(w)]  v3x3v3 3x3 9 —3V3if o
Ataop) = — — =2
2 2 2 2
16.2. Considerando a equacio na forma az? + bz +c =0, coma =1, b = —2cosa e ¢ = 1, temos uma
equagao do segundo grau na variavel z.
Assim,
2 9cosartl =0 © 5= —(—2cosa) £ y/(—2cosa)? — 4(1)(1) o . 2cosa+v4cos?a—4 N
2x1 2
2cosa+ y/4(cos2a — 1 2cosa + /—4(1 — cos? 2 cos o + 1/ —4(sen?
o 5o 2cosa VA4(cos2a — 1) o 5o 2o0sa v/ —4(1 — cos? ) o o 2cosa v/ —4(sena) o
2 2 2
o 2cosa =+ (\/—4 XV sen2a) N 2cosa =+ (\/—1 X \/Zsena) N 2 cos a £ 2i sena
z = z = e

z
2 2 2
& z=cosatisena & z=cosa+isena V z =cosa —isena <
& z=cosa+tisena V z=cos(—a)+isen(—a) & z= eV z=¢("
Resposta: A equacao tem duas solugoes, que sao, na forma trigonométrica em funcao de a: e'* e

ei(foz)

Exame — 2014, 22 Fase
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17.

17.1. Escrevendo —1 + v/3i na forma trigonométrica temos —1 + v/3i = pe?, onde:

o« p=| =1+ V3l =/(-1)? + (V3)’ = VTF3 = Vi=2

\/??

o tgh = —— = —/3; como senf > 0 e cosf < 0, # é um angulo do 2.° quadrante, logo

g_ﬂ_z sm_m _ 2«
o 33 3 3

Assim —1 +/3i = Qei(%ﬂ)
Pelo que (— 1+ \/32)3 = (2@1(2%)) — 23 "( ) — 8el(2ﬂ') — 8ez><0

Escrevendo 1 — i na forma trigonométrica temos 1 — i = e’ onde:
o p=[l-il= P+ (12 =VI+1=V2

-1
o tgf= T = —1;comosenf <0 e cosf >0, 5 éum angulo do 4.° quadrante, logo 5 = —% =

Assim 1 — 14 = ﬁei(f%)

Desta forma, calculando as poténcias, o quociente e o produto na forma trigonométrica, vem:
Se X0

fe ( %) X (em)z = i(27;(07(7%)) X ei(?a) — 8\[ (%) % ei(2a) _

V2
— 4/2e(5) ¢ ¢i20) — 4 /265 420)

. . 7r
seja um imagindrio puro, temos que arg (21 x (22)?) = 5 +kn,k € Z.

zZ1 X (22)2

Logo, para que 2z; X (29)2

Pelo que:

k
Z+2a——+k7r kel & 204—5—14—16# kel & 2a——+k7r kel & a—%%—i kel

T
Como « € [0,77[, concretizando os valores de k, temos que «a = 3 (k=0)e

T ™ 4w 5w - L. . .
a=_4I_T (k = 1) sdo os tnicos valores de o € [0,7[, para os quais 21 X (22)? é um

8§ 2 8 T3 T3
1mag1nar10 pU.I'O

17.2. Seja z =a + bi
Assim, vem que:

T4z +[1-22 <10 & [1+(a+bi))>+[1—(a+bi)]> <10 & |[I+a+bi*+|[1—a—bi)]> <10 <

o (VI+a2+0) + (VI =aPZ+(0)2)° <10 & (1+a)’+0+(1—a)?+(=b)><10 &
& 14+204+a®> 4+ +1-20+a®>+0°<10 & 2422 +20°<10 & 14+a®>+0°<5 &

& P+ <4 & Va+P<Vi e V@ +2<2 & [z <2

a2+b2>0

Exame — 2014, 1* Fase

@mat.absolu‘camen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#n%C3%BAmeros-complexos

5m s \/3 5T s 1
18. Como COSF = —C0S— = ——— e sen — = sen — = — vem que:

6 2 6 6 2
5 1 a
14 2ie'(F) =142 (\f’ﬂ x 2) =1-VBi+i2=1-3i—1=—3i=3e(~3%)
Escrevendo 1 + v/3i na forma trigonométrica temos 1 + V3i = pew, onde:

o p=1+V3i|=/12+ (V3) = VI+3=Vvi=2
V3

o tgf = T = 3; como senf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo 6 = g

Assim 1+ /3i = 2¢1(3)

Logo, vem que:

1++/3i 2¢i% 2 i(z-(-3) _ 2XV3 (zyg) _ 2V3 jamiamy  2V3 (e
21 = - = ——— = —=e'\3 2)) = ——=e\3"2) = ——e\6 76/ =——¢e\6
14+ 2ie(F) v3ei(-3) V3 V3x /3 3 3
. z eie 1 ; 57 3 ; 5w
Se z = 620, entao — = = 62(9*7) = 761(9*7)
21 2‘/§ei(%) 2V/3 2V/3
3 3
E como zi é numero real negativo, entao arg (;) =m+ 2km, k € Z, logo temos que:
1 1
5 5 6 5 11
9—%:7r+2k7r & (9:7T+%+2k7(’ & 9:§+%+2]€’ﬂ & 9:—6W+2k7r

11
Como 6 € [0,27], entdo k=0e 0 = ?ﬂ-

Exame — 2013, Ep. especial
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19.

20.

21.

Como %2 = *%5+2 =2 = —1, temos que:
1+\/§i+,22 1+ +/3i T+v3i 2 1-2+4+3i —1+3i 1+\/§i
= —— 1 = —--- = —-———= = = —_—— —_—
2 2

2 2 2 2 2 2

-1

21

Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pe’?, onde:

crmri= {3 (8 - ) - -

V3
o tgf = % = ? = —v/3; comosenfd >0 e cosf < 0, f é um angulo do 2.° quadrante, logo § = 2%
2
Assim z1 = i(%)

E como —2=2e" e i = ei(g), temos que:

_ i I i X . - o )
2 2T 2 T 2T i) Lg% )
iz1 ¢i(3) x oi(F) Qi3 HEF)  L(EHE) Li(F)

Assim temos que (z3)" = (261-(7%))” = 9nei(nx(=5))

Z9 =

E para que (z2)™ seja um nimero real negativo, arg (z2)" = m + 2km, k € Z; ou seja:

P 12
nx(—%)zﬂ—&-ka,keZ o n:w,kez o nzw,kez o
6

&S n=-6-—12k, ke Z
n+6 -n—06
Como , n 6 k 12 k< B k

-6
logo, para que k € Z, o menor valor natural que n pode tomar ¢é 6, ficando =k & k=-1

Exame — 2013, 2® Fase

Temos que z3 = cosa +isena e que zz = 1 — i, pelo que
z3+zZz =cosa+isena+1—i=cosa+1+i(senc—1)

Como z3 + Zz é um numero real se Im (z3 + Z3) = 0 temos que:

sena—1=0 & sena=1 < a:g+2lm,kez
s T  A4r 3
— o, — ja k= —1 ' = o= =2
Como « €] m, — 7[, seja , e assim a = o =3 3 5

Exame — 2013, 1* Fase

iy

Fazendo 2z = 2¢i( 10), temos que:

T T

Assim, para mostrarmos que 26 (%) ¢ solucdo da equacdo 2% x Z = 128i vamos substituir z por 2¢i(5) na
equagao:

S xz=128 o 64e'(%) x 261(-%) =128i & (64 x 2)e(FHH)) =128 «

o 128¢(5) = 128; <« 128¢(3) = 128; < 128i = 128i

Como da substituicao resultou uma proposicao verdadeira, z é solucao da equagao.

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013
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22.

23.

1

2w

M‘SM—!

Temos que metade do inverso de w é

1 1
Logo, como o conjugado de w é igual a metade do inverso de w, vem que: w = 0 & wXW= 5
w

Se w = pe', entdo W = pe'=% e, por isso, w x W = pe'? x pe!=" = p x p x 070 = p2e0 = p? = |w|?
Assim, temos que:
L I e e T N I Pr=c
W= — wXW= = w w w w|=+-"-

2w 2 2 f \f 2

V2 2, -
Como |w| é um valor positivo, temos que W = 2— s Jw| = -5 © |lw—0] = - ¢a condigao
w

que define os nuimeros complexos, cujas imagens geométricas, no plano complexo, pertencem a circun-

. . . 2
feréncia de centro na origem e de raio -

Exame — 2012, Ep. especial
Como z; = €' = cosa + isena e
i(a—i—l) 4 . m .

29 =€ 2/ = cos a+§ + 7sen a—|—§ = —sen« + 7 Cos &, vem que:
21+ 29 = (cosa+isena) + (—sena + icosa) = (cosa — sena) + i(sena + cos @)
Assim,

s
e Re(z1 + 22) = cosa — sena e como « E}Z,
cosa <sena < cosa— sena < 0, logo temos que Re (21 + 22) <0

g [, logo

e Im (21 + 22) = sena + cos« e como « é um angulo do 1.° quadrante,
sena>0Acosa>0 = sena+ cosa >0, logo temos que Im (21 + 22) >0

Ou seja, a representacgao geométrica de z; + z3 no plano complexo, pertence ao 2.° quadrante.

Exame — 2012, 2* Fase
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24.

24.1. Comegamos por simplificar as expressoes de z; e de zs:

Recorrendo aos coeficientes da linha 3 do Tridngulo de Pascal (1 3 3 1), temos que:
= (=2+414)% = 1(—2)2+3(=2)2(i) +3(—2) ()>+1(i)® = —8+12i—6i’ —i = —8+6+12i—i = —2+11i
1428  (1428i) x (2—4) 2—i+56i—282 2—28(—1)+55 30+ 55i ,
2+ (2+14)x(2—1) 22 — 42 4—(-1) 5
Assim, temos que
PBhy =2 & Z2H(-2+11)=6+11i & 22-24+1li=6+11li & 22=8 & =8 <

& 2= B0 o =BT E) ke {012} o z=2(%) ke {012}

Ou seja, temos 3 raizes de indice 3, que sao as 3 solugoes da equacao:

e k=0 — z=2¢0

o k=1 »=2(%)
o k=2 = »=2:(%)
. oo . < 1\"
24.2. Se w e — sao raizes de indice n de um mesmo ntmero complexo z, entao w* =ze [ — | ==z
w w

Logo temos que:

1\" 1
wn:() e w'=— & uxu'=1 & W)2=1 & w'=+/1 & w'=+1
w w™

Como w"™ =ztemos que w" =41 & z=41 & z=1V z=-1

Exame — 2012, 1* Fase

25. Como (v/2i)% = (v/2)%i% = 2v/2(—i) = —2v/2i,

m 2 2
€ como ez(z) :cosg—l—iseng = %—l—zg

Vem que

V2 V2) i aixiy?
(\/ﬁi)?}xei(%) —2v/2i x <+> 2><\/§+ 2i X iv/2

_ 2 2 =202 =2 —2(-1)
k+i B k+i B k+i - k+i k+i
2-2i  (2-2)(k—1i)  2k—2i—2ki+ 2  2k—2—i(2+ 2k)
Ck+i (k+i)(k—d) k2 — 2 B k% +1
1w ef3) ) ei3)
' (\/iz) X e'\4 2k — 2 (\@z) X e'\4 2+ 2k
Logo vem que: Re i :k;2—|—1 e Im B — :_k2—|—1
Como z é um um ntimero real se Im (z) = 0, temos que:
242k -2
————=0 242k=0 k=— k=-1
[ = + = D) =

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012
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26.

26.1. Resolvendo a equagao, vem:

—124 /T2 —4(1)(1)  —1+/1-4  —1+4/-3
1) & E——/— & = =

P+z+1=0 & 2=

2( 2 2
—-1++/3x (-1 — — — i
L (—1) - . 1+V3 x /=1 - . 1+iV3
2 2 2
1 1
SRR L PR S
2 2 2 2
Como w ¢é a solugao com coeficiente da parte imaginaria positivo, w = —3 + 71
Escrevendo w na forma trigonométrica temos w = pe®®, onde:
5 2
1 V3 1 3 4
sty () +(9) =)+ () =i
V3
PR oA o
o tgh = T=1= —/3; como senf > 0 e cosf < 0, # é um angulo do 2.° quadrante, logo

26.2. Sejaz =a+bi,coma € RebeR.
Assim temos que Z = a — bi, pelo que:
(Z+14) X (z—1i) = (a—bi+i)(a+bi—1i) =a®+ abi — ai — abi — b%i% + bi® + ai + bi2 — i =
=a? —b?(=1)+b(-1)+b(-1) = (-1) =a® +b*> —2b+ 1
2
E como \z—i|2:\a+bz‘—z'|2=|a+i(b—1)\2=( a2+(b—1)2) a4+ (b—1)2=a2+b>—2b+1
Temos que (Z+1) X (z — i) = |z —i|?

Exame — 2011, Prova especial

27.

27.1. Como i***3 =3 = —i, vem que:
2 x i b= (1+2i)(—i) —b=—i—2>—-b=—i—-2(-1)—b=2—-b—1i

E como:
(5 5 5 2 2
\/?61(7) :\/i(cosj—i—isen;r) :ﬂ(—cosg—iseng) :\/§<—\2[ —{z) =—-1—3

Logo temos que:

xS p 2 b (2-b—i)(—1+4i)  —24b+i+2—bi—i

v Va2eil(E) == (=l=a)(=1+d) (—1)2 — 2
_S24b43i-bio (<) 24+ 14b+iB-b) _ —14+b+iB-b) _—1+b 3-b
- 1- (-1 - 1+1 - 2 T2 2

Assim para que w seja um numero real, Im (w) = 0, ou seja:

-b
Im(w)=0 < ST:O & 3-0=0 & 3=0

@mat.absolummeme.net
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28.

27.2.

28.1.

28.2.

Seja z=a+bi,comacRebeR.
Temos que:

e |z| = Va2 + b2, pelo que se |z| = 1 entdo:

VETR=1 & (VZ+5R)' =12 & a?+b2=1

o|1+z|2:|1+a+bi|2=( (1+a)2+b2)2=(\/H—Qct—i——a2+b?)2:1+2a+a2+b2
o|1—z|2:|1fafbi|2:< (1fa)2+(fb)2)2:(\/m)zzl—QaJraerbQ

Assim temos que:
T+zP+[1—z22=142a+a®>+b?+1—2a+a?+b* = 2+2a% +2b*> = 2+2 (a® + V%) =2+2(1) =4

Exame — 2011, 2* Fase

Como z; é raiz do polinémio, este é divisivel por (z — 1), pelo que
podemos usar a regra de Ruffini para fazer a divisdo e obter um

1 -1 16 -16
polinémio de grau 2.

1 1 0 16
E assim temos que
23_22—|—162—16:(Z_l)(z2+oz+16)+oz(Z_l)(z2+16) ‘1 0 16 0

Podemos agora determinar as rafzes do polinémio 22 + 16 (que também sdo raizes do polinémio
2% — 22 4 162 — 16) resolvendo a equagio 22 + 16 = 0:

22416=0 & 22=-16 & 2=4V-16 & z2=4/16x(-1) & 2=4i V z2=—4i

Escrevendo as raizes encontradas na forma trigonométrica, temos:
z= 4ei<%) V z= 4ei(_§)

Comegamos por escrever zo na forma trigonométrica e calcular o produto zo X z3 na forma trigo-
nométricas:

Como Re (z2) =0 e Im (22) > 0, entao arg (z2) = g; e como |zz| = 5, logo zo = 5¢i(%)

Assim temos que:
2o X 23 = 56i(%) X ei(%) = 5ei(%+%) = Sei(%+%) = 561.(201#”)

Como a representagao geométrica do nimero complexo zo X z3 estd no terceiro quadrante e per-
tence a bissetriz dos quadrantes impares se

T m w 8kmwm  bmw+8kw
= —+2kr=—4+ -4+ —=— Z :
arg (z2 X z3) 7r+4—|- km 4—1-4-1- 1 1 , k € Z, vem que
20 +nmw 5w+ 8kw 20 +nmw 507w + 80kw
= = 2 =
10 1 & 10 10 < 20m 4+ nm =507 + 80kt &

& 20+n=50+80k & n=30+80k, kcZ

Substituindo k por valores inteiros, vem que:
o k= —1, temos n = —50;
e k=0, temos n = 30;
e k=1, temos n = 110;

Logo, o menor valor natural de n é 30.

Exame — 2011, 1* Fase
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29. Como 1 é solucao da equacdo, o polinémio 23 — 22 + 4z — 4 é divisivel por

(z — 1), pelo que podemos usar a regra de Ruffini para fazer a divisao e obter

um polinémio de grau 2. 1 -1 4 -4
E assim temos que 1 1 0 4
1 0 4]0

22— 22442 —4=(z-1)Z2+02+4)+0= (2 —1)(2* + 4)

Como 22 +4=0 & 22=-4 & z=4/-4 & 2=%/4x(-1) & 2=2V z2=-2i

Temos que:
=22 442-4=0 & (2-1)(?+4)=0 & 2-1=0V22+4=0 & 2=1V2=2iVz=-2

Ou seja as trés solugoes sao wy = 1, wy = 27 e wg = —24

Logo as medidas dos lados do triangulo, cujos vértices sao as representacoes geométricas das solugoes
da equagao podem ser calculadas como

o lwy —wy|=|1-2i| =12+ (-2)2=y/1+4=+5
o |wy —ws|=|1—(=2i)|=14+2i|=vV12+22=/T+4=15
o |wy —ws| = |20 — (—2i)| = |20 + 26| = |4i| = V02 +42 = /16 = 4

Logo o perimetro do triangulo é:
|’U.)1 —w2|+|w1 —w3|+|w2—w3| = \/5+\/5+4:4+2\/5

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

30. Como nao podemos calcular somas na forma trigonométrica, devemos escrever z; na forma algébrica:

S s . ™
21 — (%) :cos?Jrzsen?

Assim temos que:

+ Zbisen +2+i=2+cos~ +i(1+sen )
z Z9 = COS — 1sen — 1= COS — (3 sen —
e 7 7 7 7

2
2 2 2 2
Logo, |21 + 22|? = (\/(2 + cos g) + (1 + sen g) ) = (2 + cos g) + (1 + sen ;) =

2 2
:22+2x2xcos§+<cosg) +124+2x1x seng—k(seng) =

2 2
:4+4cos§+ (cosg) —|—1—|—2sen§—|— (sen%) =

2 2
:5+4cos§+25en§+ (sen%) + (cosg) =5+4COS§+QSGD§+1=

=6+ 4 cos (%) + 2sen (g)

Exame — 2010, 1* Fase
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31.

32.

Escrevendo 1 + v/3i na forma trigonométrica temos 1+ v/3i = pe*?, onde:

° p:|1+\/§i|:\/12+\/§2=\/ﬁ=\/1:2
V3

o tgf = T = V3 como senf >0 e cosf > 0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo § = g

Assim 1+ v/3i = 2¢i(%)
Calculando o quadrado e, depois, o produto na forma trigonométrica temos:

(2¢) x (14 V3i) = 2269 5 2¢/(8) = 4 2 x £/ (20+5) — 5i(2045)

Para que a imagem geométrica do ntimero complexo (2€i6)2 X (1 + \/gl) pertenca a bissetriz do 3.°

T
quadrante, o seu argumento deve ser igual a i + 2km , k € Z, pelo que podemos calcular o valor de 6

com a igualdade:

T bm 57 w 157 4w
2 —=—4+2 Z 20 = — — — +2 Z 20 = —— —+2 Z
9+3 4+k7r,ke & 20 1 3+ kr, ke & 20 12 12+ km, ke &
117 117
20 = — +2 Z = — Z
0 12+k7r,k‘€ & 0 o +km, ke
117

™
Como 6 € {0,5], para k = 0, temos que § = >

Exame — 2009, Ep. especial

Simplificando a expressao indicada para z, temos:
21 = (k—1)(3 —2i) = 3k — 2ki — 3i +2i2 = 3k +i(—2k — 3) + 2(—1) = 3k — 2 +i(—2k — 3)

Ou seja, Re(z1) =3k —2elIm(z) = -2k -3

E para que z; seja um imagindrio puro, Re (z1) = 0, logo temos que:
2

3k—-2=0 & 3k=2 & k:§

Resposta: Opgao C

Exame — 2009, 2# Fase
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33.

34.

Temos que w =a + bi, coma € RT eb € RT, pelo que w =a —bi e —w = —a — bi.

Como BC = [w — (—w)| = |a — bi — (—a — bi)| = |a — bi + a + bi| = |2a| e BC = 8, vem que:

|2a] = 8, como a > 0, sabemos que 2a =8 & a =4

E como w = va? + b2, sendo a = 4, vem que w = /42 + b2 = /16 + b2. Como |w| = 5, vem que:
VIEF PP =5 & (VIE+5) =52 o 16+02=25 < B=25-16 & =9 & b=+9
Como b > 0, sabemos que b=+v9 =3

Assim, como a =4 e b = 3 temos que:
e w=a+bi=4+3i
e w=a—bi=4-3i
o —w=—a—bi=—-4-3i

Pelo que podemos representar o triangulo, e perceber que
considerando [BC| a base do tridngulo (BC' = 8), a altura é

[AB] (AB = |w — @] = 6).

Assim temos que a area é:

BC xAB 8x6 48

Exame — 2009, 2% Fase

Escrevendo —i na forma trigonométrica para facilitar o cdlculo do produto temos:
—1 = ei(_%), e logo:

—izg = ¢(73) x (%) = ¢(-5+%F) = i(-F+F) = () = (i(3)
Logo (—iz2)" = (ei(%))n — ¢i(nx%) — i(%)

E como —1 = €™, temos que:

(—izg)"=-1 & i) = e'™, pelo que %T =7+2km, keZ

nm .
Como 3= 7w + 2k, se atribuirmos valores a k temos:

oSek:—l,%zw+2(—1)ﬂ' & nr=3r—6r & n=3-6 & n=-3 (mas-3¢N)

nm

oSek:O,?:ﬂ'—i—Q(O)ﬂ < nn=31 & n=3 (3€N)
oSekzl,%:w+2(l)7r & nr=31+6r © n=3+6 < n=9 (9N, mas9>3)
Logo que o menor valor natural de n € N, tal que (—iz9)™ = —1 é 3, para k =0

Exame — 2009, 1* Fase
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35.

36.

37.

38.

Representando os pontos A e B, podemos desenhar o triangulo Im(z) &
[ABO] (ver figura ao lado).

. )
Como zy = gei 4)7 podemos escrever este nimero na forma
algébrica:

2o = Sei(_%) =38 (cos (—g) + i sen (—%)) =

=8<cos£—isen%) = <\/—§—z\/—§> =42 — 4/2i

E assim, considerando como base do tridngulo o lado [AB],
temos que a medida da base é 2|Tm ()| = 2 x 4y/2 e a medida da
altura é Re (2) = 4v/2.

Logo a area do triangulo [ABO] é:

2 % 4v/2 x 4y/2 2
A[ABC]:—X ‘/;X \/_:42><(\/§) =16 x 2 =32

Exame — 2008, Ep. especial
Como %6 = 1142 — 42 — 1 pelo que zp = 21.i%0 = 2(=1) = —2; = =1 ++/3i
Como AB = |z; — 23|, vem que:

AB = [1- Vi (—1+V3i)| = [1 - V3i+ 1- V3| = [2 - 2v3i] =

=\/224+ (—2V3)2=Va+4x3=Vi+12=/16=4
Exame — 2008, 1* Fase

Como z9 = 4iz, vem que:
29 = dizg = 4i(3 4+ yi) = 120 + 4yi® = 12i + dy(—1) = —dy + 12i

Assim sabemos que Im (z3) = 12, e também que Im (z1) = y.
Como Im (z1) = Im (23) temos que y = 12, pelo que, substituindo na expressao simplificada de 2z temos:

29 = —4(12) + 12i = —48 4 12i

Exame — 2007, 22 fase

38.1. Como [AOBC] é um paralelogramo temos que C é a imagem  ™(*)4
geométrica da soma dos complexos que tém como imagens ~UA
geométricas os pontos A e B, ou seja, w = z+Z S
O
— pla . N N
Comoz—f —cosa—i_-zsena, 0 -7 ““Rel2)
temos que Z = cosa — i sen a 7
. _ . ) -° B
Assim w =2z+Z=cosa+isena+ cosa —isena = 2cos
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38.2. Como z = €'®, calculando a poténcia, vem 23 = (e’lc‘)3 = ¢i(30)

sy
2

Como i = e( ), fazendo a divisao na forma trigonométrica temos:
3 i(3)

z e ; x ™ ™

—=— = e(32=%) = cos (3a - 7) + isen (Sa - 7)
i (%) 2 2

23 z3 T
E — é um nimero real se Im | — ) = 0, pelo que, sen (3@ — 5) =0
7 7

k
sen(3a—g>=o o 3a—g:0+k7r,k€Z o 3a:g+kmkeZ o a=%+§,kez
™

™
5 {, atribuindo o valor zero a k temos a = s

Como se pretende que o € ]0,

Exame — 2007, 12 fase

39. Resolvendo a equagao temos:

3 i3
iP—V3—i=0 & i2°=V3+i = z3:—‘.[+3, o z?’:“_—[—kl s PA=—iV3+l & P2 =1-V3i
i 4 12

Escrevendo 1 — v/3i na forma trigonométrica (23 = pe?®) temos:

o =18 = 12+ (~VB)? = VIFB = Vi=2

V3

o tgf = =" 3; como senf <0 e cosf > 0, 6§ é um angulo do 4.° quadrante, logo 6§ = —g

wl

Assim 23 = 26’<_ ) , € por isso temos que:

2km

3 i(—E) 3 Z(é*’ 3 ) . s , .
V2e'lm3) = /2 ,k € {0,1,2}, ou seja, temos 3 rafzes de indice 3:

e k=0 — w = f‘/iei(_%)

e k=1 — wy = \E'/iei(_%"'%r) = \Sﬁei(_%"—%{) = 2@1(%)
e k=2 — wgz = N 262-(_%4_477\-) = f@ei(_g'i'%) = 261(117”)
. - - . 117 T .
Logo w3 é a tinica solucao da equacao que pertence ao terceiro quadrante, porque m < 5 < 5 ouseja

3m
7w < arg (w2) < -

Logo, a solucao da equagao que pertence ao 3.° quadrante, escrita na formula trigonométrica é:
w3 = \B/iez(uTﬂ)

Exame — 2006, Ep. especial
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26/32

40. Como o tridngulo [AOB] é equildtero e tem perimetro 6, logo cada lado tem comprimento 2.

Assim A e B devem estar sobre a circunferéncia de centro na origem e raio 2, para que OA = OB = 2
(o que significa que |z| = |z] = 2).

Como B ¢ simétrico de A relativamente ao eixo real (porque Z é Im(z) A
o conjugado de z) e AB = 2, sabemos que A estd sobre a reta
Im(w) =1 e B sobre a reta Im(w) = —1

Como Im(z) = 1 e Re(z) > 0, sabemos que z é da forma
z=a+1i,a €RT

Por outro lado, temos que |z| = |a +i| = Va2 +12 = VaZ +1, e
como |z| = 2, temos que:

VaF1=2 & (Va@+1)'=22 = a®+1=14

Como a >0, temos que a>+1=4 < a®>=3 & a=+/3,logo R B

2=3+i

Exame — 2006, 2? fase

41. Temos que:
z1 =€ =cosa+isenaq, e

i(5-0) i sen (7 : :
29 =e\2 = COS 5701 + 72sen 5704 = sena +1CoSx = sena + 1 cos o

Logo z1 + 22 = (cosa +isena) + (sena + icosa) = (cos o + sen «) + i( sen a + cos )

Logo Re(z1 + z2) = Im (21 + 22), o que significa que a representagdo geométrica de z; + z2 pertence
a bissetriz dos quadrantes impares.

Exame — 2005, 1* fase

42. Como a area do retangulo é 6, e a lado maior mede 3v/2 (OR = 3v/2), temos que:

OP x OR oP 3P = 2
Apppor=6 & OPxOR=6 & OPx3/2=6 & 0P:3f/§ N OP:G;\};
6v/2

& OP=—- & OP=2
3x2
Assim, temos que |z;| = v/2 e arg (z;) = %, ou seja:

o 2 2 2 2
21:\/561(1):\/5<cos%+iseng) —\@<\2[+\2[1> :§+§i:1+i

Por outro lado, como as retas OP e OR sao perpendiculares (porque contém lados adjacentes de um

A T _ T . _
retangulo), se arg (z1) = T entdo arg (zg) = ~1 (22 tem a imagem geométrica no 4.° quadrante).
Assim, temos que |zz| = 3v/2 e arg (z;) = —%, ou seja:
(= TN ﬁ V2 NOAW 3x2 3x2.
Z9 = 3\/56( 4) = 3\/5 (COS (—Z> 4+ 72 sen (-Z)> = 3\/§ <2 <—2> Z) = 5 — 2 1 =
=3—-3

Exame — 2004, Ep. especial
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43.

44.

Considerando z na forma trigonométrica temos z = pe'®, calculando a poténcia, vem que:

23— p36i(39)

. I L 7 )
Como a imagem geométrica de z pertence ao primeiro quadrante, temos que 0 < 6 < 5 © assim:

3
3><0<30<3><g N 0<36<§

3
Logo 0 < arg(2z®) < —, o que significa que, dependendo do valor de 6, a imagem geométrica de z3

2
pode pertencer ao primeiro quadrante ( se 0 < 30 < g), ou ao segundo (se g < 30 < m), ou ao terceiro
3m
(se m < 30 < 7), mas nunca ao quarto quadrante.
Exame — 2004, 1* fase
Im(z) o
|
|
Como a representacao geométrica de z estd situada sobre a reta definida pela Ax------- 4
equacao Re (z) = —2, temos que z = —2 + bi, com b € R.
Assim Z = —2 — bi, com b € R.
Tomando para altura a distancia da origem & reta Re(z) = —2, temos
que a altura é 2, e a base terd de comprimento |z — zZ| = |a + bi — (a — bi)| =
la + bi — a + bi| = |2bi]
Como a representagao geométrica de z pertence ao segundo quadrante, b > 0, O .
e logo a medida da base serd 2b. ) Ro(z)
Como a drea do tridngulo é 8, (com altura 2 e base 2b) temos que:
2b x 2
Ajpop =8 & =8 & 2b=8 & b=4
Assim temos que z = —2 + 4i, pelo que Z = —2 — 4i e temos, na figura
ao lado a representagdo, no plano complexo, do tridngulo [AOB]. B¥------1 —4
|

Exame — 2003, 22 Fase
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45. Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pe'®, onde:

e p=lul=yI2+(-1)2=VI+1=V2

o tgf = T = —1; como senf < 0 e cosf >0, 6 é um angulo do 4.° quadrante, logo 6 = —g

Assim, 21 = \/iei(_%)

Por outro lado, podemos escrever z = pe’? e Z = pe'(=?) pelo que calculando a poténcia e multipli-
cando na forma trigonométrica temos que:

P=Zxz & (peia)2 = pet(=9) x V2ei(-3) & P2l = px /2 x ei(-0-%)
Como dois nimeros complexos wy € we, sdo iguais se |wy| = |we| A arg (wy) = arg (we) + 2k7, k € Z vem:

p* = pV2 - PP =pV2=0 - plp—v2)=0
29:-9—£+2kw 29+9=—£+2m 39:—£+2k7r

A T 2kr L ke€Z
0=——+—
12 3
Assim, atribuindo valores 0, 1 e 2 a k, temos:
T
k=0 —0=——
* 12
T 2w T &t Tm
:1 = —— _— = —— _— = —
ch=l=l=-3+3 21T 1
.k—Q_>9__1+2X27T__1+41__1+16i_15l_5l
N 12 3 12 3 120 12 12 4

Logo os nimeros complexos, nao nulos, que sao solugoes da equacao sao:

wy = \/ﬁei(_l%) , Wo = \/iei(%) e wg= \@ei(%)
Exame — 2002, Prova para militares

46.

46.1. z é raiz do polinémio se 22 + b(z1) + ¢ = 0, pelo que temos:
1+ +b(1+i)+c=0 & (12+2i+i®)+(b+bi)+c=0 & 1+2i—1+b+bitc=0 &

& btce+2i+bi=0 < (b+c)+(24b)i=0+0i

Como dois nimeros complexos, wy e we sdo iguais se Re (w1) = Re(wz) A Im(wy) = Im (we),
temos que:
b+c=0 —24+c¢=0 c=2
54 54
24+b=0 b= -2 b=-2
Logo z; é raiz do polinémio z? + bz +¢c se b= —-2Ac=2

@mat.absolu‘camen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#n%C3%BAmeros-complexos

46.2. Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = peie7 onde:
=VIZ2+12=42

=1;comosenfl >0 e cosf >0, 6 é um angulo do 1.° quadrante, logo 6 = %

e p=|z

1]
1
tgd = —
[ ] g 1

. (T _— S
Assim, z1 = \@ez(4) e como 73 = e!(-%) | vem que:

21 X Z9g = \/gel(%) X ei(_u) = \/5@1.(%70‘)

Como z; X Zz é um numero real negativo se arg (21 X z3) = 7 + 2k7, k € Z, temos que:

4 4 4 x 2k
z—azw—i—?kw & z——a:—ﬂ—ku & m—4da=4n+8kr & —4da=37+8knr &
4 4 4 4 4
3r  8kmw 3
Como se pretende um valor de «, pertencente ao intervalo de [0,27], para k = —1, temos:
3 3 3m  8m  bmw
a=-p A Um=op A=t =

Exame — 2002, 2% Fase

47. O perimetro do tridngulo [ABO] ¢ dado por: Piapo) = AB + OA + AB.
Escrevendo 25 na forma algébrica temos:

zgzﬂei(%ﬂ) —ﬂ(cosgir—i—isengj) —\/§<— <ﬁ> —1—\/51) :—§+zi:—1+i

N}

[ @:|Z2|:ﬂ

e OA=|z|=V12+12=2

e AB=|z1 —z|=[1+i—(-1+i)|=14i+1—i]=[2|=2
Assim, Pypo) = AB+OA+AB =2+V2+V2=2+2/2

Exame — 2002, 12 fase - 1* chamada

48. Como 2i = Qei(%), calculando o produto na forma trigonométrica, temos que:

™

29 =21 X 21 = 262<2> X pel(%) = 2pe7‘(%+%)
T oW\ W 7 - = (o
Pelo que, arg (z2) — arg (z1) = (5 + g) —3 =g oque significa que o tridngulo [AOB] é retangulo em O.

Assim podemos considerar |z1| como a medida da base e |z2| como a medida da altura (ou vice-versa):
X x 2

Appop = 16 < [l Xzl 6 o %:16 & pt=16 & p=+/16=p==+4

Como p é positivo, temos que p = 4 e logo z; = 4ei(%)

Escrevendo z; na forma algébrica, vem:

o 1 4 4
21:4el(§):4(cosg+iseng> —4<2+\fz‘> :§+$i:2+2\/§i

Exame — 2001, Prova para militares
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49. Escrevendo z; na forma trigonométrica temos z; = pe'®, onde:
e p=lzn|=VI2+12=12

=1;comosenf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo 6§ = %

e B

o tgl =
Assim, z; = V2ei(%)

Logo calculando 2™, temos:

SAntl _ (\/iei(%)>4n+l _ (\/5)4”“ pi(tant)x ) _ (ﬁ)“"“ d(F+7) e N

ci(BE+%) — (\/5

)4’!'L+1

Como um niimero complexo w tem a sua representacao geométrica sobre a bissetriz dos quadrantes impares

T ™ L o )
se arg (w) = — + km, k € Z, e arg (") = 7 tnmn €N, entiio a imagem geométrica de 2"t est4

sobre a bissetriz dos quadrantes impares para todos os valores naturais de n.

Exame — 2001, Ep. especial

50.

50.1. Como um losango tem os lados todos iguais, temos que o lado (1) do losango tem medida T 5.

Logo, se o ponto A, for a representacao geométrica de z;, o ponto B, simétrico de A, relativa-

mente a origem também é um vértice do losango, por este estar centrado na origem, ou seja, B é a
imagem geométrica do numero complexo zo = —44.

Como o losango esta centrado na origem, as suas diagonais est@o sobre os eixos, pelos que os restantes

vértices sdo nimeros reais, z3 € 24, tais que |21 — 23] =5 e |21 — 24| = 5.

Im(z) o
Assim, sendo z = ¢ um numero real, temos que: 4
|21 —2]=5 & [di—a|=5 & |—a+4i)|=5 <
5
& V(-a)?+(4)?=5 & Va?+16=5 &
2 a_.
o (Va@+16) =) & a®+16=25 & a?=25-16 & —d 0 Ro(2)
& a=+V/9 & a=3Va=-3
Logo os nimeros complexos, cujas imagens geométricas sao os res-
tantes vértices do losango, sdo zo = —4i , 23=3 e z4=—3. —4
2 e o
50.2. Como (\/iez(?)) = (ﬂ)zez(zxﬂ = 261(7) = 21, temos que:
S\ 2 2+ 44 2+ 4i)(1 2i + 442
(\[261(1)) 2=24+2z21 & 20z2=244 & z= +, ! = z:w = Z:L.z &
2i 2i(1) 22
- 21 +4(-1) —4 42 N 9 _;
z2=—"" 2= —" z2=2—1
2(—1) —2

Exame — 2001, 12 fase - 2* chamada
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o1.

52.

51.1.

51.2.

52.1.

52.2.

Seja w o nimero complexo que tem por imagem geométrica o ponto P, e como w é uma das raizes

quadradas de z1, temos que w? = 2.

w? = (4+bi)? =42 +2 x 4 x bi + (bi)*> = 16 + 8bi + b%i*> = 16 + 8bi — b? = 16 — b* + 8bi

2

Como w* = z1, entdo Re (w) = Re(z1) A Im (w) = Im (z1), ou seja:

16-—02=TA8 =24 & 16—-02=7A8=24 < 16—-7T=02Ab=3 & 9=02Ab=3 &
& b=+V/9ANb=3 & b=43Ab=3 < b=3

Logo a ordenada do ponto P é 3.

Como Re(z1) > 0 e também Im (z1) > 0, temos que a representacao geométrica de z; pertence ao

. . . 7 7-(-
primeiro quadrante, isto é 0 < arg(z1) < 3

Mas também, e porque Re(z1) < Im(z1), a representacdo geométrica de z; estd acima da bisse-
3T

. . .
triz dos quadrantes impares, ou seja, 1 < arg(z1) < T

s s
Pela conjuncao das duas condicoes sabemos que 1 < arg(z) < 3

Considerando |z1| = p e fazendo o produto na forma trigonométrica, vem:

2 X 29 = peif) w ' = pei(0+a)

Assim, como arg (z1 X z2) = 0 + «, vem que:

7T4—37T< (21 % )<7r+ & 47T< (z1 X )<7T+27T & 1< (z1 % )<37T
— 4+ — < ar — — < ar -+ — ar —
1 4 g(z1 zZ2 2 ™ 1 gz V) B 9 ™ g(z1 zZ92 B

Ou seja, a imagem geométrica de (21 X z3) pertence ao 3.° quadrante.

Exame — 2001, Prova modelo

™ . i(= .
Como z; tem argumento 5 podemos considerar z; = pe’( 6), p € RT, e assim:

)

ol
~—
N—
S
I
)
'
(9]

©
—~

N

X
o3
S~—

|

i)
S
(4]

s
—~
oy
S~—
Il

)

S

(9]

s
—~

¥

2 =2t = (pei(
Assim, vem que, a amplitude do dngulo A;0 A5, é dada por:
arg (z2) — arg(z2) = — —

Ou seja, angulo A;0O A5 é reto.

Se o perimetro P¢ da circunferéncia é 47, entdao podemos calcular o raio 7:

4
Po=2rr & 4n=21mr & 2127“ & 2=r,o0useja |z =2
T

Logo podemos escrever z; na forma trigonométrica e depois na forma algébrica:

_96i(8) — 9 (eos ™ isen™) =2 (V31 L) = VB4
21 = 2e'\© 2(c056+zsen6) 2 2+22 V341

Exame — 2000, 2? fase
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53.

53.1. Como 1 é raiz do polinémio, este é divisivel por (z — 1), pelo que
podemos usar a regra de Ruffini para fazer a divisdo e obter um

1 -3 6 -4
polinémio de grau 2.

1 1
E assim temos que

-2 4

Podemos agora determinar as raizes do polinémio 2% — 2z + 4 (que também sio raizes do polinémio
2% — 322 4 62 — 4) resolvendo a equacdo x2 — 2z + 4 = 0:

~(-2+V/(22-4@) | 2EVI-T6 24 /—12

2—2 4: = = —————

T T+ 0 & =z 5 % 1 5 T 5 =3
2+ 4/4%x3 -1 2+ 2

o o= X2 <D x:+ﬁ =143

Logo as raizes do polinémiosao 1 , 1+ V3i e 1—+/3i

Im(z) o
53.2. e como Z é o conjugado de z, sabemos que arg (z) = — arg (%) -
4
e como o angulo AOB é reto, temos que arg (z) + —(arg (%)) = g .
Logo, \
™ ™ \
arg () + —(arg(2)) = 5 & ag() + —(~arg(x)) =5 « 12
. - 0 ! Re(2)
& arg(z) + arg(z)zi & 2arg(z)=—- & arg(z):z J
Logo z = 2¢i(%) "B

Assim, como i = 62(5), fazendo a divisao na forma trigonométrica. e escrevendo o resultado na forma
algébrica vem que:

=2 (cos%—i—i(—sen%)) =2 (?—l—z(—?)) =V2 -2

Exame — 2000, Prova modelo
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