Nimeros Complexos (12.° ano)
Operagoes € S|mp||f|ca¢ao de eXpressoes

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugcdo

1. Como Arg(z) = %, considerando p = |z|, temos que z = pe’7.

. - ~
Como 2i = 2¢*Z, entdo:

2z =2i X z=2e"% x pe'T = 2pei(%+%) = 2,061'(?%27r

9
Ou seja, Arg (2iz) = ﬁ

Resposta: Opgao B

Exame — 2023, Ep. especial

2. Como Im (z) = Re(z), e Re(z) > 0, entdo o afixo de z é um ponto do primeiro quadrante que pertence
T
a bissetriz dos quadrante fmpares, ou seja, Arg (z) = 1

57 2w bwm Uw
=+ = — 4+ — = —

~ 5 _ A ™
Como AOB = 5 entdo Arg (w) = Arg (2) + AOB = tsTs s 3

Logo, temos que:

Arg(wxz):Arg(w)—l—Arg(z):%4—%:%4-2%:9%

Resposta: Opgao C

Exame — 2023, 1.» Fase

3. Como z = ee’®, temos que:
e |z| = e, pelo que o afixo de z é um ponto pertencente & circunferéncia de centro na origem e raio e
o Arg(z) = e, como e &~ 2,7 temos que ™ < Arg(z) < g, pelo que o afixo de z é um ponto do 2.°
quadrante.
Resposta: Opgao A

Exame — 2022, Ep. especial
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4. Como Im (w) = —Re (w), entdo w é um numero complexo da forma pei<_%) e como Re (w) > 1, entédo
p>1

. . i(3x
Assim, como —i = ¢'(F) temos que:

INE]

—iw? = ei(%r)x (pei(7 ))2 = eiﬂxpei(f%)xpei(f%) = (]_ xpxP)ei(%Jr(*%)Jr(*%)) = eri(Swag) = pzeiﬂ'

Como p > 1 entdo p? > p, entdo o afixo de jw? deve estar a uma distancia da origem superior ao afixo

de w, e como o afixo pertence ao semieixo real positivo (porque Arg (—iw?) = 7), o ponto C' é o tinico

que pode representar o afixo de —iw?.

Resposta: Opgao C
Exame — 2022, 1.? Fase

5. Escrevendo z; e 29 na forma algébrica, com o objetivo de fazer a adicao, temos:
o 23 =€ =cosf+isend
o 2 =2e"%+™ = 2(cos(d + ) +isen (0 + ) =2(— cosf +i(—send)) = —2cosf — 2isen

E assim, vem que:
21+ 29 =€ = cosf +isenf + (—20089—2isen0) =cosf —2cosf +isenf — 2isend =
= —cosf —isenf = f(cosﬁ+isen0) = -1

Assim, temos que:
arg (z1 + 29) = arg(—z1) =n+0

7r
E como 6 € }0,5 [, o afixo do nidmero complexo z; + z5 pertence ao 3.° quadrante.

Resposta: Opgao C
Exame — 2021, Ep. especial

. i . , .
6. Como z X w =1 < w = —, logo temos que uma expressao do numero complexo w, é:
z

w = 3 = 67(‘7 = 162(%7%) = lez(%f%) = 162(71%)
z 261% 2
) T T ., ,
Assim, como arg (w) = 10’ temos que T + 27 também é um argumento do nimero complexo w, ou
seja:
arg (w) T I T n 207 197
rg (w) = —— T=—— 4 — = —
& 10 1010 10

Resposta: Opgao A
Exame — 2021, 2.* Fase
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7. Calculando o produto z1 X z3, vem:
21X 29 = (=34+2i)x (14+2i)=—-3—-6i+2i+4i>=-3—4i+4(-1)=-3—-4—4i=—7—4i
Simplificando a expressao de w, temos:

n Xz T4 (~T—4)2+i) —14-Ti—8i —4> —14+4-15 —10— 15

= = = = = = =—-2-3i
P 24 2—i)(2+1) 92 _ 42 1+1 5 !
Desta forma, considerando 6 = arg (w) temos que:
o w=+/(-22+(-3)2=V4+9=13
— 3
o tgl = —5 = 5 como senf <0 e cosf <0, 0 é um angulo do 3° quadrante.
3m < . . : T w[ 3
e Como tg -1 = 1, a fungao tangente é crescente e continua no intervalo 13 e 3 > 1
tH0 6> "
entao -
4
. A 3m - 3w
e Como # é um angulo do 3° quadrante e 6 > 1 entdo arg (w) € 173

Exame — 2021, 1.* Fase

8. Como os pontos A e C sdo equidistantes da origem e o respetivo
ponto médio é a origem, temos que sao afixos de nimeros complexos
simétricos, ou seja, z; = —z3 (alternativamente podemos verificar que
—21:2:1Xi2221XiXi222Xi:Z3)

Im(z),
B
~ A
De forma andloga temos que os pontos B e D sao afixos de ntmeros
complexos simétricos, ou seja, 2o = —24
L]

Assim, t
ssim, temos que C

21+ 20+234+24=21+20—21—220=0
Resposta: Opgao A

Exame — 2019, Ep. especial
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9. Considerando AB = p e o angulo definido pelo semieixo positivo

10.

11.

horizontal e a reta AD com amplitude 6, temos que z = pe’? Im(z) &
Como [ABCD] é um quadrado, a diagonal BD = pvV2 e B
ADB = % = %, pelo que o angulo definido pelo semieixo posi- '
tivo horizontal e a reta BD tem amplitude 6 + % Assim, temos que o ¢
ponto B é o afixo do niimero complexo 9 . A
w = p\@ei(‘”%) 3 4 N

Decompondo o niimero complexo num produto de dois niimeros com-
plexos, vem que:

w = pv/2ei(0+F) = pei® x 261 (5) = 2 x V2 (cos% +isen g) =2xV2 (? —I—Z?) = z(1+1)

Resposta: Opgao A

Exame — 2019, 2.? Fase

Como z = —1 + 24, temos que Z = —1 — 24 Tm(z) 5
Como Re(z) < 0 e Im(z) < 0, temos que ¢ é um angulo do 3° | )
. 3m 3m 3 7
quadrante, ou seja, 6 € 7r,7 , pelo que 0 < > : -
-2 . : 7
Por outro lado, como tgf = - = 2, ou seja, tgh > 1, temos que : K
0 o a >
= 4 /// 0 Re(z)
Assim, vem que: /,%’/
0c } 57 3w { -
4 ’ 2 Al
Resposta: Opgao D

Exame — 2019, 1.* Fase

Sabemos que, como i® + il +i2+i> =1+i—1—i =0 e como i" = i"t*(Vn € N), entdo a soma de
quaisquer quatro parcelas consecutivas é nula.

O valor pedido é a soma de 2019 parcelas (porque inclui i), pelo que, como 2019 = 4 x 504 + 3, temos
que:

io+i1+7;2+i3+i4+i5+i6+...+i2017+i2016+i2017+i2018:i0+i1+i2:1+i—1:7:
~————
0 0

Resposta: Opgao A

Exame — 2018, Ep. especial
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15 _ j4x3+43 _ ;3 _

12. Simplificando a expressao de z, como % —1, temos que:

(2—i)? +14i A—2X 24P+ 141 A—di—141+1

o .15 i _as
P= + 3 T + 3(—1) 1% 3i
_4-3 Z,_(473@')(1+2i)_ Z,_4+8i73i76i2_31,_4+5i—6(71)_32,_
1—2i (1= 2i)(1 + 24) C 1+ 20— 20 — 442 1 —4(-1) N
4451+6 10 + 54
2D g L0 o i 3i—2— 9
1+4
Assim, vem que Z = 2 + 24, pelo que:
1 1
—§x§:f§x(2+2i):717i
1 . . »
Escrevendo 3 x Z na forma trigonométrica (pe'”) temos:
o o= = VDT H (P = VIFI= V2
—1 5
o tgf = = 1; como senf < 0 e cosf < 0, 8 é um angulo do 3° quadrante, log00:77+£: Zﬁ

5

1 )
Assim —5 XZ = \/561(7)

Exame — 2018, 2.* Fase

Im(z) o
13. Como a multiplicacdo de um ntiimero complexo por i corresponde a uma — X1
~ 7T . ps .
rotagao de 3 rad da imagem geométrica desse nimero complexo, temos D
que:
e B é a imagem geométrica de iz ,\
N
e C é aimagem geométrica de i X i X z = i%z Re(z)
e D é a imagem geométrica de i x i x i X z = i3z X1
B B.
Resposta: Opgao D .
X1

Exame — 2017, Ep. especial

14. Temos que:

e os argumentos dos complexos z e 5z sao iguais

SR

arg (52) = arg(z) =
e os argumentos de complexos simétricos, —5z e 5z, diferem de 7

arg (—5z) = arg(bz) —m=—- -1 =——

T

5 5
T . T

e a multiplicacao por ¢ de um complexo corresponde a somar 5 ao seu argumento

) 7 r 8T om 3m
arg (—bHiz) = arg (—bz) + 5= "F + 5= "1 + 0= 1o

Resposta: Opgao A

@ma‘c.absolummen‘ce.net
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15. Escrevendo o niimero complexo —3 na forma trigonométrica, vem —3 = 3¢*(~7)

16.

17.

Desta forma, temos que:

5 = _361;9 — 361;(—71') X ei0 — 362(—7T+9) — 3e’i(9—7r)

3 3
Logo, como 6 € ]7?7; [, entao T < 0 < §7 pelo que:

3
7r—7T<6‘—7T<77T—7T <:>O<9—7T<g

T
Ou seja, arg(z) € }0,5 {, logo a imagem geométrica do nimero complexo z é um ponto do primeiro

quadrante.

Resposta: Opgao A

A operacao ” multiplicar por i’ corresponde a ”fazer uma rotacao
de centro em O e amplitude 7 radianos”, pelo que a imagem
geométrica de iw estd no primeiro quadrante a igual distancia
da origem do que a imagem geométrica de w

A operagao "multiplicar por 2”corresponde a fazer dupli-
car a distancia a origem, mantendo o argumento do niumero
complexo”, pelo que 2iw = 21

Finalmente, a imagem geométrica de um nimero com-
plexo, e do seu simétrico correspondem a rotagoes de centro em
O e amplitude 7 radianos, pelo que —2iw = z4

Resposta: Opgao D

As operagoes "multiplicar por i’ e ”transformar no
conjugado” correspondem geometricamente a ”fazer
uma rotagao de centro em O e amplitude 7 radianos”
e “encontrar o ponto simétrico relativamente ao eixo
real”, respetivamente.

Assim, se considerarmos as operagbes inversas, pela
ordem inversa, a partir da imagem geométrica de z,
(como indicado na figura), obtemos como resposta a
imagem geométrica de zo.

Ou, dizendo de outra forma, se w = 2z, temos que
W=Z3=2 € iXw=1ix2z =2z, peloquew=z.

Resposta: Opgao C

mat.absolutamente.net
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Exame — 2016, 1.2 Fase

Im(z) 4

Exame — 2014, Ep. especial

Z3

Exame — 2013, Ep. especial
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18. Se z =24 bi, entao z =2 — bi

Assim temos Re(Z) > 0 e como b < 0, Im (Z) > 0, pelo que sabemos que | representagio geométrica de
Z pertence ao primeiro quadrante, logo arg (Z) ndo pode ser —«

3
Por outro lado |z] = v/22 + b2, como b* > 0, temos que |Z| > 2, logo |Z|] nao pode ser B

Resposta: Opgao C

19.

, T
cos(m — a) + i cos <§ - a) cos(m — a) +isena

cos o + i sen « cos o+ i sen «

cos(m — ) + isen (7 — )

cos« + isen o

ei(wfa)

et
_ ei('frfafa)

— ei(7r—2a)

20. Temos que: |z| = 1/(—8)2 + 62 = /64 + 36 = v/100 = 10

Exame — 2013, 2.# Fase

™
Porque cos (5 — oz) = sena

Porque sena = sen (7 — «)

Fazendo a divisao na forma trigonométrica

Como queriamos mostrar

Exame — 2013, 2.2 Fase

e sabemos que arg (z) = «, pelo que podemos escrever que z = 10e®

Assim, temos que

.2
—i %

w = # (do enunciado)
z

—i x 102¢%(29)

= (calculado 22 e escrevendo Z na f.t.)

10ei(=2)
= —i x 10! (=) (fazendo a divisdo na f.t.)
= ¢/(=3) x 1013 (escrevendo —i na f.t.)
= 10¢!(~5+30) (fazendo o produto na f.t.)

— 10¢i(32—%)

Resposta: Opgao A

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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2

i 3

21. Sabemos que i® =1, 4! =4, i2 = —1 e i® = —i, e que é valida a igualdade i" =

divisao inteira de n por 4.

Assim,
e como 8n =4 x 2n+0, temos que 3" =i =1
e como 8n —1=8n—4+3=4(2n—1)+3 temos que ¥ 1 =% = —j
e como 8n —2 =8n — 4+ 2 = 4(2n — 1)+2 temos que %" 2 =2 = —1

Temos que 8" x 8771 48772 =0 x 3 442 = 1 x (—i) + (=1) = —i — 1

8/19

i*. onde k ¢é o resto da

Logo a imagem geométrica de i5" x 87~ 4+ i87=2 pertence ao terceiro quadrante.

Resposta: Opgao C

Exame — 2013, 1.2 Fase

22. Como z = €', entdo 22 = ¢i(20),
Im(z) o
37 _ 3T .
Como—<9<ﬂ',entao2><z<20<2><ﬂ',ouseJa
206]%,27{
2 ze \\
! \1
Logo z? pertence ao 4° quadrante e |22| = 1, ou seja 22 é da : 0 ; R)
forma a+bi,com0<a<le-1<b<0. \ / o(z)
. . w1 7
Assim 22 — 2 = (@ —2) +bi, em que a —2 < 0 e b < 0, pelo 22 _ 9 "4;2
que 22 — 2 pertence ao 3° quadrante.
Resposta: Opgao C
Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013
23. Sabemos que % =42 = —1 e que i’ =14> = —i.
i 4+27  —1+2(—i) (=1-2))(2+i) —-2—i—-4i—2> -2-5+2 —5i .
Logo — = - = _ — = : = - = —
2—14 2—4 (2—-14)(2+1) 22 — 42 4+1 5
Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013
- . 1
24. Se z e w sdo inversos um do outro, temos que — = w
z
1 1—14 1—14 1—4 1 1
P lado — = = = = - _
MR T T T )1 —) 12— 2 2 2
Por outro lado. como 11 =4 x 2+ 3, sabemos que i'! =43 = —i e assim
w=(k—1)+2pitt = (k—1)+2p(—i) = (k— 1) — (2p)i
C 1 t L (k—1)— (2p)i
mo — = m - — —7 = — _
omo — = w temos que 5 — i )i
1 1 1 1 3 1
L —=k—-1 N - =2 & —H41l=k N - = S —=k N - =
803 2 ~ & 2 " 17 2 17
Assim temos que k + 3+1 6+1 !
im temos qu = —4+- = -4+ = -
4 P= 97y = 171 T a

Resposta: Opgao D

@mat.absolummeme.net
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25. Como Z3 = 3 + ki temos:

26.

27.

XT3 = (24 0)(3+ki)=6+2ki+3i+ki>=6—1xk+i(2k+3) = (6-k)+ (2k + 3)i
Para que z1 X Z3 seja um imaginério puro Re (21 X Z3) =0
Logo6—-k=0 & 6=k
Resposta: Opgao D
Exame — 2012, 2.* Fase

Sabemos que i® =1, ' =i, i?

divisao inteira de n por 4.
Assim, como 4n — 6 = 4n — 8 + 2 = 4(n — 2)+2 temos que *" 76 =% = —1

3

= —1 e i = —i, e que é valida a igualdade i" = i*, onde k é o resto da

i — T
Devemos escrever 2¢/(—%) na f.a. para podermos somar as parcelas do numerador:

26) =2 on () isn () =2 (o () i (5)) =2 (9 )

Assim temos que:

V3 1,
V3 x i4n=6 1 9i(=%) _ ﬁx(_1)+2(2_2l> - —\/§+\/§—;z‘ B

—1i
2ei(%) Qei(%) Qei(%) Qei(%)
i(-4)
e 2 1 T _ @ 1 (7= 1 137
= - = 761(_7_3) = 767‘(_170) = 761(17)
2¢i(%) 2
Exame — 2012, 2.* Fase
As operagoes ” dividir por i’ e ” dividir por 8" correspon- I[nﬂz,)o, o
dem geometricamente a ”fazer uma rotagao de centro em 7 RN %
O e amplitude —7 radianos” e ”dividir a distancia ao e L
7
centro por 3”7, respetivamente. L/ T I
w - .
. -~ / 7 \
Assim, podemos fazer as operagbes por qualquer or- { e N
. . / - =~
dem e, por isso, temos duas alternativas: / % g \Z\l
w z9 - / 2 \\
o — =2 e — =2, ou entao ! \ R
1 3 T 0 4
w 23 ' K Re(z)
o — = e —=2z . /
3 3 7 “e 7
Z4 T
Resposta: Opgao A

Exame — 2012, 1.2 Fase
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28. Como o ponto M é a imagem geométrica do niimero complexo z; que vamos designar por z; = p1e'?, em

T
que 0 < 0 < 1 porque M é um ponto do primeiro quadrante e Re(z1) > Im(zy).

e Podemos excluir o ponto da opgao (D), o ponto S porque é a imagem geométrica de um ndmero

. . ) 7r ~ .
complexo z da forma z = pze'™, e assim, z; x z = (p1p3)e’ ™9 e como 0 < 6 < 1 entao a imagem

geométrica de z; X z seria um ponto do 3° quadrante e nao o ponto N

e Podemos excluir o ponto da opgao (B), o ponto @) porque é a imagem geométrica de um ndmero

complexo z da forma z = p4ei(%), e assim, 21 X z = (p1p3)ei(

o ; ou seja a imagem geométrica de

z1 X z seria um ponto sobre a reta perpendicular a & reta OM pelo ponto O e nao o ponto N

e Podemos excluir o ponto da opgéo (A), o ponto P porque é a imagem geométrica de um nimero

; . i m ~ .
complexo z da forma z = pse’®, e assim, z; x z = (p1p5)e’@T); e como a < 5 entdo a imagem

geométrica de z; X z seria um ponto do quadrante definido pela reta OM e pela perpendicular pelo

ponto O e nao o ponto N

Logo o ponto R é o tnico, de entre as opcoes
apresentadas, que pode ser a imagem geométrica do

nimero complexo zo

Resposta: Opgao C

N

L J=vI

Im(z) o

ne

29. Para que z; seja igual ao conjugado de z3, tem que se verificar a condigao

Re(z1) = Re(z2) A Im(z1) = —Im(z2)

Logo:

Re(z1) = Re(z2)

Im(z1) = —Im
k+2=p

54
2+2=50k—-k

Resposta: Opgao B

3k+2=3p—4

p=—(2—5k)

30. Pela observacao da figura podemos adicionar geometrica-

mente os afixos de z5 e de z4 e temos que 23 + 24 = 23

A operagao "multiplicar por i’

Corresponde geome-

tricamente a ”fazer uma rotagao de centro em O e

T

amplitude 3

Logo (22 + 24) X i = 23 X § = z5.

Resposta: Opgao C

@

mat.absolutamente.net

, pelo que z3 X i = z5.

Re(z)

Exame — 2011, Prova especial
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31.

32.

33.

Sabemos que i =1, =i,42 = —1 ei® = —i, e que é vélida a
igualdade i® = i¥, onde k é o resto da divisdo inteira de n por 4. Im(z) o
Assim,
An -0 [ X%

e como 4n = 4 x n 40, temos que ¢*" =" =1

e como 4n + 1 =4 x n+1 temos que i*"*H! =4l =

e como 4n + 2 =4 x n+2 temos que Pt =2 = 1 * - >

23 0 21 Re(z)

Assim temos que:
it 4 ogAntl L g4nt2 — 1 44 — 1 = 4, pelo que, de acordo com P74
a figura, temos que %" + 47+ 4 §4n+2 =

Resposta: Opgao B

Designando por w, z; e z3 0s numeros complexos
respetivamente, temos que

e |w| = |z1], porque os pontos A e B estdo & mesma distidncia da origem; logo

lw|=v32+42=25=5
U 3m
e arg (w) = arg(z2) — g como arg (z2) = 5 temos que

3

T 2Tn 257
2 9

18 18 18

27T

27

arg (w)
Assim temos que w = 561.(2157;)

Resposta: Opgao B

Exame — 2011, 1.* Fase

cujas imagens geométricas sao os pontos B, A e C,

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

Im(z) o
A operagdo ”multiplicar por i’ corresponde geometricamente a ”fazer 0
uma rotagao de centro em O e amplitude § radianos” . P I
\\

. . , P
Assim temos que i X z = w, sendo w o numero complexo que tem Re Y
por imagem geométrica o ponto Q. Y

! N
>
. . . . 0 | Re(z)
Logo —i x z = —w, ou seja 0 numero complexo que tem por ima- S )
gem geométrica o ponto 7. i /
/
///
Resposta: Opgao D /.T

Exame — 2010, Ep. especial
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. . 7r
34. z é um imagindrio puro, se arg z = 5 +kmkeZ

Assim temos que:

S—0=+kmkel & 0= - -knkel © 0:%—%—%,%2 &
& 9:—3% km,keZ
Atribuindo valores a k, temos:
3
°Sek=00=-"2

Resposta: Opgao D

Exame — 2010, 1.# Fase

35. Como

6:,L'4+2:i2:_1

7:i4+3:i3:—i

i
o (1+2))3+1)=3+i4+6i+2>=3+2(-1)+7i=1+Ti

L3

Temos que:

(1+2i)(3+d)—iS+4" 14T7i—(-1)—i 2+46i (246i)xi 2i+6i> 2i—6 76+ 2i

3i 3i 3 3ixi 32 -3 3737

2
=25
3

Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010
36. Como i = ei(%), podemos fazer a multiplicagao na forma trigonométrica:
z = i.ew = ez(%) X eie = ei(%+0)

Assim o conjugado de z é:
Zz = ei(_(%—’_e)) = ei(_%_e)

Resposta: Opgao A
Exame — 2009, Ep. especial

37. Temos que 43 = ¢4X10+3 — 3 — 4

Calculando 22 temos: 22 = (3 —2i)2 =32 —2x 3(2i) + (20)2 =9 —12i + 4i2 =9 — 4 — 12i = 5 — 12

Como Sei(%) = —8i, calculando z na forma algébrica, temos:
Cm 2 +2i" (3-20)+(5—120)+2(—i) 8—16i 1—2
o geilE) —8i =8 =i
1—2¢ i i — 22 i —2(—1
:( z)xz:z i ( )=2—|—i

—ixi —i2 —(-1)

Exame — 2009, Ep. especial
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38. Se arg (z) = g entdo arg(z) = _g

Escrevendo 2¢ na f.t. temos 2¢ = 2ei(%)

Assim, sendo p = |z| (e por isso também p = |Z|) e fazendo a divisdo na f.t. temos que:

o
o

i(5) . . . :
=2 26(5-(09) = 2aia+) = 2aCe) 2 2a()
pei(=3)  p p p p

9
Logo arg <Z> = gw
z

Resposta: Opgao C

27
z

Exame — 2009, 1. Fase

39. Como '8 = {*¥4+2 =2 = _1, temos que:
i 18 i(1+1) i+ i? —1+i —1+4+i 2 14i 1 1,
= —B8=_ 7 ()= 1= 1= 2 — -4z
vl s s R G A v - R e wis 2 tTaT 3 T3ty

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pele, onde:

o tgl = =1;comosenf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1° quadrante, logo 0 =

[\D\)—“I\D\P—‘
~

Lkl

)

Logo z1 = Tei(

Exame — 2009, 1.2 Fase

Im(z) o
40. A imagem geométrica do nimero complexo 861(2“) é um nimero com- U
plexo w tal que: A./ P\\
7/ \
|Z| . . o~ / B P \
o |w| = o (apenas os pontos B e C verificam esta condigao) / - N \
/ / \ \
. | / \ \
. arg(q/)~ = 2 x arg(z) (apenas os pontos A e B verificam esta : { )l | —
condigao) \ \ UN ! Re(z)
. . - P i2a) v Ce L /
Assim o ponto B é a imagem geométrica de 561 o \ ~~1-- K
\.\\ ///
Resposta: Opcao B D s N P
Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009
41. Como 33° = 843 =3 = —{ ¢

2+i)2=02+i)(2+i)=4+2i+2i+i>=4—1+4i=3+4i
temos que:

(2+4)2+1+6i% 34+4i+1+6(—i) 3+14+4i—6i 4-2i (4—2i)(1—20)

1+2i 1+2i 14 2i C1+20 (L4+2)(1-2i)

4—8i—2i+4i> 4—-4-10i —10i ;
_ : — = =—-2
12 — 442 1+4 )

@mat.absolummeme.net
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

Como el(2> = 4, temos que:
a=1—i)(1+i)=12—=14+1=2
Na f.t.: zq = 2¢¥%0

Fazendo a divisao na f.t.:

X0
Z—l = 2¢ Qei(of(f%)) = 1ei(%)
22 geil-%) 8

w =

Exame — 2008, Ep. especial

Os ndmeros complexos z e —z, tém argumentos que diferem de 7w radianos, logo, temos que:

arg (—z) =7+ arg(z) = +E_6£+z_7£
ST e Y N I

Resposta: Opgao D

Exame — 2008, 2. Fase

Como 18 = §4X2+2 = (42)4 x 2 = (=1)* x (1) = —1, temos que:
221 —i"® -3  2(1—i)—(-1)—3 2-2i+1-3 -2 —2i(14+2)  —2—4i®
1-2i 1—2i B 1—2i S 1-2i (1-2i)(142i) 12— (20)2

Exame — 2008, 2. Fase

O numero complexo 3i tem a sua representagao geométrica sobre a parte positiva do eixo imaginario, pelo

™ . - . ™
que define um angulo de 5 radianos com o semieixo real positivo, logo arg(z) = 5 =357

Resposta: Opgao B

Exame — 2008, 1.* fase

Sabemos que i° =1, i =1i,4% = -1 e i® = —i, e que é vélida a igualdade i? = i*, onde k é o resto da
divisao inteira de p por 4.
Assim, como i" = —i, temos que i” = —i = 3 = i**PT3 para p € N.

LOgO gl — i(4><p+3)+1 — Z'4><p+4 — ,L'4><(p+1) — Z-4><(p+1)+0 =4i0=1
Resposta: Opgao A
Exame — 2007, 2.? fase

Como arg (z1) = a, temos que z; = pe'®
Como zo = 4iz1, temos que —zo = —4iz;

Como —4i = 4ei(37r), fazendo a multiplicacao na f.t. temos que:
—29 = —4iz] = 4¢1(F) x pelt = (4p)ei(37ﬂ+o‘)

Assim, como « € }O,g [, temos que arg (—z3) = g +«

Exame — 2007, 2.? fase
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48. Designando por w, z; e z3 08 nimeros complexos cujas imagens geométricas sdo os pontos C, A e B,
respetivamente, temos que

e |w| = |z1|, porque os pontos A e C estdo & mesma distancia da origem; logo

lw| = V42 +32=125=5

o T _ T _ 7 -
e Como 18° =18 x —lgorad 18 x 18 % 10rad —lorad, entao:
T ™ ™ 5 T 6m 3r
arg(U)):a.I'g(ZQ)—’——:— - = _ _|_ — _

10 2710 10 10 10 5
Assim temos que w = 5¢t (%)
Resposta: Opgao D

Exame — 2006, Ep. especial

49. Como ¢'(3) = temos que:
o= (2—1) (2+e"(%)) —@2-)2+i)=2—2=4—(-1)=5
ix0

Escrevendo z; na f.t. temos 21 = 5 = be

Fazendo a divisao na f.t. vem:

Exame — 2006, 2.* fase
50. Seja z =a+ bi com a € R\ {0} e b € R\ {0}, cuja imagem geométrica é o ponto A.

Assim Z = a — bi, cuja imagem geométrica é o ponto A’, simétrico do ponto A relativamente ao eixo
real.

Logo —z = —(a — bi) = —a + bi, cuja imagem geométrica é o ponto B, simétrico do ponto A relati-
vamente ao eixo imagindrio.

Resposta: Opgao C

Exame — 2005, Ep. especial
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51. Escrevendo wy na f.t. temos w; = pe’?, onde:
° p:|w1|:\/]_2-|-]_2:\/§
1
o tgf = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1° quadrante, logo § = %

Assim w; = v2e'(F)

Calculando o produto w; X ws na f.t., e escrevendo o resultado na f.a. vem:

wi x wy = vV2ei() x v2ei(F) = (V2 x v2)eil5 1) = 26i(55+ %) = 261(15) = 26i(3) =
:2<c0s (g) + 7 sen (g)) =2 <;+\g§z> =1++3i

Podemos ainda escrever ws na f.a.: ws = \/§ei(7%) = —/3i

Assim temos que:

wixwy =2 1+V8i-2  —14V8i _ (“14+VBi)xi i V32 —i—VB VB 1
w3 —V/3i —V/3i —V/3ixi —V/3:2 V3 V3 V3
V3.
e
3

Exame — 2005, 2.? fase

C24i0 o @494 24 2+i+d® 0 2431 . 1430 2 144 1 1

1—i '~ (Q-d(1+q = 12— 'Ta-(-n 'T 2 “27 2 T273'

Escrevendo w na f.t. temos w = pe'®, onde:
AR EA /1+1_\ﬁ_ﬁ
2 2) V4 4 V4 o2

=1; comosenfl >0 e cosf > 0, § é um angulo do 1° quadrante, logo 0 = %

52. w

* p=uw]|

o tgh =

Assim w =

[\
‘& l\D\H‘[\DM—‘
Q
.
—
INE)
N~—

Exame — 2005, 1.2 fase

53.

53.1. Como w? = (4 — 3i)(4 — 3i) = 16 — 12i — 12i + 9i2 = 16 — 24i — 9 = 7 — 24i

2 7 — 24i 7 24i) x i 7i — 2442 Ti+ 24
2i+ Y —2iy D gy (12240 xd ‘Xl‘)m LT g O
1

=%+ ——— =2+ =2—-Ti—24=-24-5¢
7

53.2. Se arg(w) = a entdo w = pe'®, sendo p = |w| = /42 + (-3)2 =16 +9=25=5
Assim @ = 5e'(—)
Como i = ei(%), fazendo o produto na f.t., temos:

i x @ = el(3) x 5ei=a) = 5ei(3-a)

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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54. Como 2% = {*¥5+3 = 43 = — temos que:

95.

56.

o7.

21412 6434+ (—i)  (—6+20)x (1+2i) —6-12i+2i+4i® —6—10i—4

2 1—2i o (1=2) x (1+2i) 12 — (2i)2 1442
~10—-10i —10 — 103
_ i 0 0@2_2_22,
144 5

Escrevendo —2 — 2i na f.t. temos —2 — 2i = pe'® onde:

e p=1]-2-2il=/(-22+(-22=V1+4=V/4x2=2V2
-9 )
o tgf = == 1; como senf <0 e cosf <0, # é um angulo do 3° quadrante, logo § = 7 + % = Iﬂ
23 e
Assim 2! R 2\/561(7)

zZ2

Exame — 2004, 1.* fase

Para que z seja um nimero real arg (z) =0V arg(z) =

T s s s 6
Assim 0 — — =0V 0 — - = & =—-Vvil= - & =—-Vvli=—
Ssim R 5 T 5 T+ 5 5 5
Resposta: Opgao A
Exame — 2003, Prova para militares
Como Re(w) > 1 entdo Re(w — 1) > 0 e Im (w) = Im (w — 1), Im(z) &
pelo que é razoavel admitir que w — 1 = z;
Z9 zZ1 w-—1
e | &---- oW
Como Re(z3) = —Re(z1) A Im(z3) = —Im(z), temos /
que z3 = —21 —(w—-1)|/ .
/1o 1 Re(z)
Assim temos que 23 = —21=—(w—1)=1—w £
zZ3 * Z4
Resposta: Opgao C

Exame — 2003, 2.? fase

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pe?, onde:

e p=lz|=122+(-22=V4+4=V/8=V22x2=2/2

o tgl = 5 = —1; como senf < 0 e cosf > 0, 8 é um angulo do 4° quadrante,

1009_3£+z_6£+w_7j
OV =y T T T T 1

Assim z; = 2\/§ei(%ﬂ)

Fazendo a divisao na f.t. e escrevendo o quociente na f.a., temos:
z1 Qﬂei(%) 24/2 i(ZE—5x)
_——= = e

22 \/iel(%) \/i

— 90 (3F) — 90i(3) — 9;

Exame — 2003, 1.? fase - 1.* chamada
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58

59.

60.

61.

. Como —2< Re(z) <2 A —-1<Im(z)<1le
e Re(z) =Re(z) Im(z) o

e Im(z) = -Im (%)
Temos que, também, —2 < Re(Z) <2 A -1 < Im(z) < 1

Logo a imagem geométrica de Z também pertence ao inte-
rior do retangulo.

Resposta: Opcao B

Exame — 2002, 2.? fase

—1+4+i (=144 xi —i+i® —1—4 :
w=—= — = —— = =1+
1 X1 12 -1

Escrevendo w na f.t. temos w = pe'®, onde:
o p=lu| = VITT T = V3

e tg == =1; comosenf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1° quadrante, logo 0 = %

==

Assim w = \/iei(%), € por isso:
T,
e arg (w) = 1 # 3= arg (21), pelo que w # 21
o |w| =2 #4 = |zl pelo que w # 2z,

Exame — 2002, 1.? fase - 2.2 chamada

Como 23 = ¢*%5+3 = {3 = —j_ temos que:
21 +iB 44 14i+(—i)+4 5 5(2 4 1) 10+5  10+5i 10+ 5i -
= = = = = = = 7
2—1 2—1 2—i (2—=0(24+4) 22— 4—(-1) 5
Exame — 2001, Ep. especial
g 9 4. entd 1 1 1(2—1) 2—1 2—1 2—1 2 1,
e w = 7, entao — = = = = = = — — —
’ wo 2+i  (2+9)(2—-4) 22-2 4-—(-1) 5 5 5

Escrevendo ﬂei(%) na f.a., temos que:

i( 3= 2 2 2 2
\@ez(i)ﬁ<cos?zr+isen?j> \@<\2[+\2[1> :,§+§:,1+i

3

Logo l # ﬁei(f)
w

Exame — 2001, 2.? fase
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62. Se a imagem geométrica de w estd no primeiro quadrante e pertence a

63.

64.

65.

bissetriz dos quadrantes fmpares, entdo arg(w) =

Assim temos que w = pei(_%)

w = pei(%)

Logo

w pei(%)
—=—7 = —€
w pel(fz)

Logo a representacao geométrica de

w
eixo imaginario, como a imagem geométrica de zo

Resposta: Opgao B

p
p

K2

(-(-%)) = 1 x i(5+%) = ¢i(

27
1

4

—, e w é da forma

w ) .
— estd sobre a parte positiva do

0 - . -
Se arg (z) = 5 entao z tem a imagem geométrica no 1° quadrante.

Se z =

Resposta: Opgao B

5

Sabemos que z € A se |z| < 1.

a4+ bi, coma > 0Ab > 0, entao —z
T
coma>0Ab>0,logoarg(—z) =7+ —

—a — b,

Im(z) o
z2
[ L7
.t
7
N I
0L\ N
Al 4
// \\ Re(z)
\.\w
Exame — 2001, 1.* fase - 1.* chamada
Im(z) A
bp----- e’
T 27
T+ g P |
—a ] 5 R
T 4
| - 0 a  Re(z)
— s
ol b
Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada

Como |1+ /3] :\/12+\/§2:\/1+ =4 =2, sendo 0 = arg (1 + /37)

podemos escrever 14 v/3i = 2¢%,

Assim temos que :

1++/3i

262'0

40i(5)  4ei(E)

Logo, como

que contem w.

com o sei-eixo real positivo.

Assim temos que 2iw = 29

g_m 1 (g =
_ el 0—7) *61(0_6
2
1+v3i| 1 1 14 V/3i :
———| = 5, ¢ - <1, podemos afirmar que —-—— pertence ao conjunto A.
4@2(5) 2 2 4@1(5)
Exame — 2000, 1.* fase - 1.* chamada
A operacdo ”multiplicar por i” corresponde geome-
tricamente a ”fazer uma rotagdo de centro em O e [m(2) o
amplitude 7 radianos” pelo que a imagem geométrica
de iw, estd sobre a circunferéncia de centro na origem 2z, = 2w __--4---__
e AR
\ N
\ N
\ N
A operagdo "multiplicar por 2”corresponde a du- N i
. . ~ . N . N - -~ - \
plicar a distancia & origem, mantendo o angulo que 1w N \
\ \
\\ )’LU \\
\ - Y \
Z ! l N
0 / ' Re(z)

Resposta: Opgao B

©
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