Ndmeros Complexos (12.° ano)

Poténcias e raizes

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Temos que:

e como o ponto A pertence ao semieixo imaginério positivo, o seu afixo é da forma z; = pei(%) (p € RT);
e como o tridngulo [ABC] é equildtero e inscrito numa circunferéncia centrada na origem, o afixo do
. i(zy2x i(3x 4 4n i(1x
ponto B é da forma 29 :pe’('f" ) = pe’( FHE) = pez( &) (p e RT);

E assim, temos que:

s 2 T . s s . T . T s e
z% X 29 = <pe (5)) X pe (7?) = pzel(b(i) X pe (%) = p3ez(ﬂ'+%) = p el (%) = p3ez(%_2ﬂ') = p3ez(3)
Ou seja, 0 < Arg (22 X 2) < g, pelo que o afixo de 22 X 2o pertence ao primeiro quadrante.

Resposta: Opgao A

Exame — 2023, 2.2 Fase

2. Como '8 = i***+2 = 2 = _1, temos que:
4 4 4 4—41 4—-4+4 49
18
= =——44(-1) = —4= — = = =
i 1-— 1—i+ (=1) 1—1 1—1 1—3 1—1 1—3
O i(l+d) di+ 4 4i44(-1) 4440 ot
(-9 +i)  12—-42  1-(-1) 2
Escrevendo z na forma trigonométrica (pe®®) temos:
e p=1/(-22+22=4+4=18
2
o tgf = == —1; como senf >0 e cosf < 0, 6 é um angulo do 2.° quadrante, logo = 7 — ;—r = %TW

. i(3x A P ,
Assim temos que z = \/ge’( 4 ), e como os argumentos das trés raizes ciibicas de um mesmo nimero

. m . , - . . ; L1
complexo diferem de 3 e os respetivos modulos sao iguais, temos que as restantes raizes cibicas de w,

oz =¢ge( +?") =¢§ei(ﬁ—;+?—") — Bei(3F) = Rei(3F —2m) — \Rei(5F —%%) — \/Rei()

Exame — 2022, 2.* Fase



3. Escrevendo —v/3 + i na forma trigonométrica (pe®®) temos:

— Va1 = EFT = V=2

1
e tgh = 7—\/§ = 7?3; como senfl > 0 e cosf < 0, § é um angulo do 2.° quadrante, logo 6 = W*g =
om
6

Assim como —v/3 +1i = 2ei(%), e como V/2i = \/iei(%)7 temos que;

2% = <\\//§§+Z>6 e P = (\2;((6,,))>6 o 2= <5§ei(5§r ))6 N (2\[ (g)>

6
& 2P = <2\/§> ei(6%F) o 3 —8eiP™ o 3 —8eiX0 o 4 — VReiX0 o z = ReHTET) o

[NE)

2

o 2z =20%5") ke {0,1,2}
Assim, os trés nimeros complexos que sao solucao da equacgio, sdo:
o (k=0)— 26/ (ZF) = 2¢1 = 2
o (k=1)— 2(%F%) = 26i(¥)
o (k=2) = 2:/(757) = 2¢i(%)

4 - - .
Como — é um angulo do 3.° quadrante, temos que a solugao da equacao, cujo afixo pertence a este

quadrante, escrita na forma algébrica, é:
(4 4 4 1 3
261 (%) =2 (cos; —|—z'sen;) =2 (—2 —z{) =—1-3i
Exame — 2022, 1.? Fase

4. Calculando o valor de w, temos:

(= 3% i( Ix _ 37 j Am s
F-3%) :e’<28 %) —=e'28 = e'7

Assim, como o afixo de w é um dos vértices de um poligono regular com
centro na origem do referencial e com outro vértice sobre o semieixo
real positivo, temos que o poligono regular pode ser decomposto em ™

Im(z) o

ca ., . . A P T
triangulos isosceles cuja amplitude dos angulos de vértice no centro é - ,

Assim, o ndimero minimo de vértices do poligono, que corres- J AT

AN
ponde ao numero de lados, que corresponde ao niimero de triangulos, 0 Ré(z)
é:

2T _1471'
T oor

=14

~i |

Resposta: Opgao B

Exame — 2021, 1.* fase
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5. Escrevendo z; na f.t. temos —1 — i = pe’?, onde:

«p=|-1-il = VEIPF 2 = VIFT =3

-1
o tgf = = 1; comosenf <0 e cosf <0, # é um angulo do 3.° quadrante, logo
T o7
9 frd —_ = —
T+ 1 1

E assim z; = \/iei(%ﬂ), pelo que:

o ()%= (\/ﬁei(%'))2 = (\/ﬁ)gei(“‘r’%) — 90(%) = 90i(F—27m) _ 9,i(3) — 94

sr)\ 4 . x . . )
o (z)= (\/561(%0 - (\/5)462(“57) = 4¢707) = 41 57—4T) — gemi — _4

Assim, para que z; seja solugdo da equagao % +bz* = —2 4+, vem que:
z
CL+b><( 4) 2+'<:>a(i) 4b 2+i & al 4b 2 i & —db— = 241
— —4)=-2+1 — —4db=-2+1 —— —4b=—-2+1 —4b— —i=-2+1
2i 22 2x (1) 2

Pelo que, pela igualdade de dois niimeros complexos vem que:

—4b:—2/\—%:1<:}b—_—/\—a:2<:}b:

—4 a

DN | =

Exame — 2020, Ep. especial

6. Como k + i é uma das raizes quadradas do nimero complexo 3 — 44, entao temos que:
(k+i)>=3—4i & kK +2ki+i®=3-4i & kK> +2ki—-1=3—-4i & k* —1+2ki=3—4i
Da igualdade de dois nimeros complexos, resulta que:
k2—1:3/\2ki:—4é<:>k2:3+1/\k:—g©kz:i\/i/\k:—2® (k=2Vk=2)Ak=-2& k= -2

Resposta: Opgao D

Exame — 2020, 2.* Fase
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7. Escrevendo 1 + i na f.t. temos 1 4 i = pe'?, onde:

e p=|1+i=VI2+12=y/1+1=+2

1
o tgf = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, € é um angulo do 1.° quadrante, logo

T
9=1

E assim 141 = \/iei(%), pelo que:
a4 4 .
(1+4i)t = (\/ie’(z)) - (\/ﬁ) w (1) — geim — _4

Assim, simplificando a expressdo de z, como i'® = {**3+3 = §3 = —{, temos que:

5+t i 5+ (=4) i 1 i 2 20-2%  2-2—(=2x(=1)) _
242415 2 242(—i) 2 2-2 2 4—4i 4—4i 4 — 4i
—2i —i —i(2+2)  —20—2i® —2i—2(-1) 2-2 1 1

TA—4i 2-2i (2-20)(2+2i) 2-(20)2 4—4x(-1) 8 4 4

Escrevendo z na forma trigonométrica (w = pe'?) temos:

oot - O - o V- -8

o tgl = = —1; como senf < 0 e cosf > 0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo 6§ = —%

Assim z = i(-%) , e z" é dado por:

“I%
m[\') %‘H‘%‘)—‘

Para que z™ seja um ndmero real negativo, arg (") = w + 2km, k € Z.

Assim, atribuindo valores a n, temos que:

en=1,arg(2") =1x (-%) :—Z (# 7+ 2k, k €Z)

2
e n=2 arg(z")=2x (—%):—ZW:—% (#£7m+2km, k€ Z)
e n=3, arg(2") =3 x (-%) :—?% (#£ 7+ 2km, k €Z)

4
e n=4 arg(z") =4 x (—%):—Zﬂz—ﬂ

Desta forma, o menor nimero natural n para o qual z™ é um numero real negativo é 4
Exame — 2019, Ep. especial

8. Como a circunferéncia tem raio 1, e o ponto C' pertence ao semieixo real negativo, designado por w o
nimero complexo cujo afixo é o ponto C, temos que w = —1

Como z e w sdo ambos raizes de indice 5 do mesmo nimero complexo, temos que:
2 =w®=(-1)"= -1

Resposta: Opgao A

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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9. Simplificando a expressao de w, como ® = 1+ =1 = temos que:

243 — /34 (2v3 — V34) (1 — 2i) 2v3 — V3i — 430 + 2/3 2

=1+ =1 =1 —
v Tir2 T (20— * 12 — (2i)2
2v/3 — 5v3i +2v/3 x (—1) 2v/3 — 23 - 53 —5v/3i —5v/31 ,
=1+ i =1+ T 4(D) =t =l — =1-3i

Escrevendo 1 — v/3i na forma trigonométrica (w = pe’?) temos:

e p=luw| =12+ (—V3)2 = VIF3=vi=2

V3

o tgh = 4 =" 3; como senf < 0 e cosf >0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo 6 = —g

. i(—Z , .
Assim w = 26’( 5) , € como w é uma raiz quarta de z, temos que:

r=wt= (2@%*%))4 _ (261'(7%))4 _ 9 4xi(=F) — 16— %)

w‘ﬁ‘

Zkrr
Desta forma, as quatro raizes quartas de z, sdo: /z = v/ 6e ( >,k € {0,1,2,3}

E assim, para k = 1, obtemos a raiz quarta de z, cuja representacao geométrica pertence ao primeiro

quadrante:
i(ﬁ—iﬁl) (4w | 2w (_4m 4 67 i 2m e
V16 e * v = 261(_ﬁ+T) = 261(—ﬁ+ﬁ) = ze’(ﬁ) = 261(6)
Exame — 2018, 1.* Fase
10. Simplificando a expressido de z na f.a., como i?3 = i4*5+3 = (i4)5 x i = 1% x i3 = i3 = —i, temos:
- 2i +223 24 = 2i _ 21’(1—.2') _ % _ 21’—2.1'2 _ 21‘—2@'%21’2 _ —2’
1- 1—14 1—4 (1—1) 1—4 1—14 1—4 1—4

Considerando 1 — i = p€i97 com o objetivo de escrever z na f.t., vem que:
e p=[1-il=/12+(-1)2=V/1+1=V2

o tg = — =—1;comosenf <0 e cosf >0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo

Como —2 = 2¢'™, temos que:

z =

- v = . =
1—i 1—i  /3.i(-%) 2 2

Pelo que o conjugado de z, é:

E assim temos que:

W=7 o v =2 F) & ow= \/ (%) & w= V/V2 ke {0,1,2}

3

Ou seja, temos 3 nimeros complexos w tais que w” = Zz:

e k=0 — w = \S/ﬁei<%+o> = %ei(_%)
e k=1 — w2:\3/ﬂ6i< 3
e k=2 — w3 = VV2 e<

@mat.absolummeme.net
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Exame — 2016, Ep. especial
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11. O poligono cujos vértices sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 de um qualquer niimero com-
plexo, é um hexagono regular.

Como qualquer hexdgono regular pode ser decomposto em 6
triangulos equilateros, temos que, o comprimento do lado do
hexdgono é igual ao raio da circunferéncia em que o hexagono estd
inscrito.

Assim, podemos determinar o raio da circunferéncia como a
distancia a origem do ponto que é a representacao geométrica do
ntimero complexo z, ou seja |z|

Desta forma vem que o perimetro do hexagono regular é:
Pp=6xzl=6xv324+42=6xVv25=6x5=30

Resposta: Opgao C

Exame — 2016, 2.* Fase

12. Escrevendo 1+ i na f.t. temos 1+ i = pe’?, onde:

e p=|1+il=Vv12+12=T+1=V2

1
o tgf = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo

m
0=—
4

E assim 1+ = \/iei(%), pelo que, temos
4= (1490 = (Vaei®)" = (va) i) - ((\/5)2>3ei(6f) = 95i(%) = sei(¥)

Como 8i = Sei(g>, calculando o quociente de complexos na f.t., temos:

e =8 3D () | i) i) _ o)
ei(_%) ei(_%)

o

Como um poligono regular de n lados, pode ser dividido em

n triangulos isésceles, em que a soma dos angulos adjacentes,
junto da origem é 27, entao cada um destes angulo tem
. 27
amplitude — 5
n Re(z)
Como as imagens geométricas de z; e 2o sao vértices de
um destes triangulos entao os respetivos argumentos diferem N
2m \
de —, ou seja N
" 2
s
arg (z2) —arg (z1) = —
n
Assim, temos que
(22) (1) 2m - 170 3w 27 - 170 157 27 N 2r 2w o 2m x 10 - 10
arg (z0) —arg(z1) = — —_— = — —_— = — = — n=——— n=
ST T T 0 T2 T T 10 10w 10w o

Exame — 2015, Ep. especial

©
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13. Escrevendo —1 + i na f.t. temos —1 + i = pe’?, onde:
e p=|—1+i=/(-1)2+12=/1+1=+2

1
e tg = — =—1;comosenf >0 e cosfl <0, # éum angulo do 2.° quadrante, logo

_47r 7T_3£

9:

™
4 4 4 4
E assim —1+1¢ = ﬂei(%)

Simplificando a expressao de z1, temos:

14 V2e07)
B \/iez(%) B \/Eei(l )

. - . S ~ _ (27
Como se w = pe'? entdo W = pe'(=9) entdo 77 = (%)

>

o

™

= — i(Tfﬁ) =1x ei(l

N

—%) = (i(58) = ¢i(%)

Z1

&

©

|

E assim temos que:

2
3 + 2kn
4 27 i i

Az e A= F) o o= >k € {0,1,2,3}

Ou seja, temos 4 solugoes da equacgao:

) k:o — w1 :ez( 4 +0) :ei(_%) :ei(_%)

I
@ .

e k=1 — ws

27
3 4 4n . - . . (57
b2 g = ) | i(c340) _ (B _ (%) _ i)

i 6 ) . ) .
b3 g — ) (C345) _ (- BE) _ (%) _ oi(%)
Exame — 2015, 2.* Fase

14. Como os vértices do hexagono sao as imagens geométricas das 6 raizes de indice 6 de um niimero complexo
z, entao estao sobre uma circunferéncia centrado na origem.

Desta forma, sendo ws = pe'® o ntimero complexo cuja imagem geométrica é o vértice E, temos que:

:\/(*2\@)2+(2\/§)2:\/22x2+22x =V8+8=V16=14

p=|-2V2+2V2i

Como o vértice C' pertence ao segundo quadrante é a ima-

gem geométrica de um nuimero complexo ws, tal que Im(z) 5
Re (ws) = —Im (ws), t (ws) = T+ 5 =204 T 57 B
e (ws) = —Im (ws3), temos que arg (w3z) = —+— = - =
3 3) q glws 52 17 1

Assim, como os argumentos dos numeros complexos que

sao raizes indice 6 de um mesmo nimero complexo diferem de A

2r 7 ¢

& — 3 temos que: N
Re(z)

0 = arg (ws) = ar (w)+z+z—3i+2i—9l+8i 177
sl AR TS TR T T TR T2 T 12T 12 ;

17
*277)

Logo ws = 4ei( 1

Resposta: Opgao D

@mat.absolummeme.net
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15.

16.

Sabermos que [Z3] = |z| e que arg (73) = —arg (), logo 75 = v2e'("%2)

Assim, temos que o poligono regular pode ser decomposto
em n triAngulos isdsceles, congruentes com o tridngulo OAA’,
em que o ponto A é a imagem geométrica de zo e A’ é a

imagem geométrica de zz. Como a amplitude do dngulo AOA’ é

2 21 X 6
2><1:E,sabemosque—7rzz = il =n & 12=n
12 6 n 6 ™

Assim temos que zy (e também Z3) sdo raizes de indice
12 de w, ou seja w = (22)'?, logo escrevendo o resultado da
poténcia na f.a., temos:

w=(20)12 = (\/ﬁei(%)fz = (\/i)lQei(12X%) = 64e’™ = —64

Exame — 2013, Ep. especial

Comecamos por simplificar a expressao de z; fazendo a soma na f.a.:

3r
\f+2e(37) \f+2(cos4+zsen> \f—I—Q(—\[—i—\[) V2 = V2 4+ V2 =2
Escrevendo os niimeros complexos na f.t. temos

= 261(3) ¢

. 1
= \/ieZ(Z), porque |zp] = V12 +12 = /2 e para § = arg(zy) temos tgh = 1= lef el
Q
21 \/iei(%) \/5 i
Assim — = ——— = —= Xe
2 J2e(5) V2

z21 ., .
Como — ¢é uma raiz quarta de w, escrevendo w na f.a., temos que:
22

w— () _ (! 2 ithen) Zgin —

7%) =1xeée (ZTW*%) = ei(

[ME]
ENE]

)

Exame — 2013, 1. Fase

17. Escrevendo z na f.t. temos z = pe'?, onde:

e p=12|=1/(8V3)2 + (—8)2 =64 x3+64d=64x4=8x2=16

=8 1 _ V3
8v3 V3 3

como senf <0 e cosf > 0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo § = —%

o tgf =

Assim z = 1661(75), e por isso temos:

j_ﬁ_ZkJ
Vz = +/16e ( v ),k € {0,1,2,3}, ou seja, temos 4 raizes de indice 4:

e k=0 — 2z =2¢

(

e k=1 — 22:261-(7%
o k=2 — 23:26(
(

e k=3 — z4=2e

Exame — 2012, Ep. especial
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18. Designado por z e w os nimeros complexos que tém por imagens geométricas os pontos F' e A, respetiva-
mente. Assim temos que |z| = |w| = 3, porque os pontos A e F estéo a igual distdncia da origem.

4 8
Sabemos que o angulo FOA tem amplitude 9 X 21 = —ﬁ, porque os vértices do poligono dividem o

angulo giro em 9 partes iguais.

10
Logo arg (w) = arg (z) + Tﬂ-

Como o ponto A estd dobre a parte negativa do

. . o 3m
eixo imagindrio temos que arg(w) = - pelo que,
substituindo na igualdade anterior, vem:
3T 8 3m 8w
?:arg(z)—l—? = 7—?:arg(z) =3
27 16w 117
TS—Kzarg(z) & 1—8:arg(z)

Resposta: Opgao B

19. Temos que:

oz - vl

G . 2k
6 4 2km
6T

9

.k €{0,1,2,3,4,5}, temos que

e Para cada k € {0,1,2,3,4,5}, arg (w) = + = 4=

Assim, se k = 2, temos que arg (w)

Resposta: Opgao A

Exame — 2012, 2. Fase

T
6 2k77r T 2km T 12knm 7w+ 12km

6 6 36

T+ 247 - 257
36 36

6

36

36 36

Exame — 2011, Prova especial

20. Sendo a imagem geométrica de w o vértice A do octégono, designemos por z a imagem geométrica do

vértice C' do octogono.

Como os dois niimeros complexos sao raizes de indice 8 de um
mesmo numero complexo, temos que |w| = |z|.

Como o octégono esta centrado na origem, e tem oito la-

2
dos, o angulo AOB tem de amplitude T radianos. Como o

angulo BOC tem a mesma amplitude, temos que o angulo AOC

tem de amplitude T + T_T radianos.
4 4 2
Ou seja arg(z) = arg(w) + g, e como |w| = |z| podemos

afirmar que z = w X @

Resposta: Opgao C

gmat.absolutamente.net

Exame — 2011, Ep. especial
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21. Compo 472014 — jAn+4x53+42 — jA(n+53)+2 — 42 — 1 temos que 21 = 2+ v/3i + (—1) = 1 + /3i

Escrevendo 27 na f.t. temos z; = pew, onde:

o p=lul=\124+3 =VI+3=Vi=2
V3

o tg = T = 3 como senf >0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 1.° quadrante, logo 6 = g

Assim z1 = Qei(g), e como /z = z1, temos que:
N\ 3 ol n _
z = (21)3 = (2@Z(§)> = 2361(3X§) = 8" = —8

Exame — 2011, Ep. especial
; . , ar? . : . .
22. Como a area do setor circular é dada por —, onde « é a amplitude do angulo ao centro do setor circular

e r o raio da circunferéncia, e designado por w o nimero complexos que tem por imagem geométrica o
ponto A, temos que:

o r=|wl =+32=V2=2; Im(z) 4.
e « é a amplitude do angulo AOB e como A e B sao vértices

adjacentes de um pentdgono regular centrado na origem (por
serem raizes de indice 5 de um mesmo nimero complexo) temos

2T
- A
que & = —
Logo o valor da area do setor circular AOB é o Ré(z)
2w 5
2 — x 22
2 4
Sl L
B

Resposta: Opgao B

Exame — 2011, 1. Fase

23.
23.1. Comegamos por escrever (—1 —4) na f.t.:
Seja —1 —i = pe'?:
o p=|-1-il=/(-12+(-1)2=V2
° 9:7r+% = %T,porquetgﬁz :—1 =1, logo 0§ = Z\/GZT(—I—%,IH&S como senf < 0 e cosf <0,
logo 6 é um angulo do 3.° quadrante.

Assim temos que
5 407

(—1—i)8 = (ﬁei(%"))s = (v2)" (8 F) = 16¢7(*F) = 166710 = 1660 = 16

(= 2 : s .
Da mesma forma temos que (el(§)> = ¢i(2¥F) = ¢i(3)

(1
(ei(%))Q ) ei(%)

Assim temos que z =

— 16/ (- 5H1) — 1661(F) = 166i1(5+27) — 140i(5)

@mat.absolummeme.net
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24.

25.

26.

11/20

23.2. Sabemos que as quatro raizes quartas de z sao nimeros complexos cujas imagens geométricas sao os
vértices de um quadrado, centrado na origem.

Seja w uma das raizes quartas de z, como z = 1661(1), pelo Tm(2)
4 . . ~ . , . mi(z
que |w| = V16 = V2% = 2, ou seja a distancia dos vértices do T
quadrado ao centro é 2. o U
e : N
. // Y a
Assim, podemos calcular o lado a do quadrado, recorrendo / ) N
o’ / B
ao teorema de Pitagoras: | 2 . Sw
a?=2242" & a’>=4+4 & a®*=8 & a=8 (conside- 5 e
. oy . 1 elz
ramos apenas a raiz positiva por se tratar de uma medida). ) /
/
\\ /
\ /
Temos assim que a drea A do poligono cujos vértices, no N 7
plano complexo, sao as imagens geométricas das raizes quartas de T IN2T

z é dada por A = (v/8)? =8
Exame — 2010, Ep. especial

Os vértices do pentdgono sdo a representagdo geométrica de 5

nimeros complexos, que sao raizes de indice 5 do mesmo ndmero Im(z) &
complexo. Sejam z e w os nimeros complexos que tém por imagens
geométricas os pontos A e D, respetivamente.
/
/
Como o ponto A tem de coordenadas (1,0), temos que z = €% = 1. Y 7/\
N
2w 67 . e
Como [z| = |w| e arg(w) = 3 x — = — porque os vértices |0 1 Re(z)
7 \
do peptggono dividem o angulo giro em 5 partes iguais, temos que D \
w = 61(T)

Resposta: Opgao B

Exame — 2010, 2.? fase

Como a representagdo geométrica de w estd sobre a parte negativa do eixo imagindrio, sabemos que
- 37
w = pel(T).
. i s (187 .
Assim temos que w% = ,0661(6>< 5) = p6el( ) = pBetm)

Descontando as voltas completas, temos que w8 = pSe’®m) = pbei9m=8m) — 60i™ oo podemos con-
cluir que w® é um nimero real negativo.
Resposta: Opgao A
Exame — 2010, 2.2 fase
Comecamos por determinar z*:
o\ 4 . . .
2t = (\@el(Z)) = (V2)4e!(#F) = g¢im = 4
Assim temos que:
2 4di —A+4i (—4+4i) xi —4di+4i® —4— 4 .
= - = - = - - = ) = = 4 =+ 42
7 ? X1 7 -1

Escrevendo w na f.t. temos w = pe'®, onde:

o p=|w =42 +42 =42 x 2 =42

1
o tgh = 1= 1; como senf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo 0 = %

Logo w = 4\@5(%)

Exame — 2010, 2. Fase

©
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27. Comecamos por determinar (z;)” e escrever o resultado na f.a.:
NN ; = .
(1) = (61(7)) = el(”?) =eT =-1
Como Z3 = 2 — i, temos que:

3—ix ()] 3—ix(-1) (3+i)(2+i)_6+3i+2i+z’2_6—1+5i_5+5z‘_1+i
= 20 @-ge+) -2 44l 5

w =

Escrevendo w na f.t. temos w = pe'®, onde:
e p=|wl=V12+12 =2

1
o tgl = 1= 1; como senf >0 e cosf > 0, # é um angulo do 1.° quadrante, logo 6§ = %

Logo w = \/iei(%)
Exame — 2010, 1.2 Fase

28. Como w é um dos vértices do quadrado, o niimero complexo que tem como imagem geométrica o ponto
D, é um nimero complexo z, tal que:

e |z| = |w| = 2, porque o quadrado estd centrado na origem, logo,
todos os vértices estao a igual distancia do centro

™
e arg(z) = arg(w) — 5 Porque a imagem geométrica do ntimero B
. 4 .
complexo w é o ponto A, visto que 0 < arg (w) < —, ou seja é
um angulo do primeiro quadrante, e o angulo AOD é reto

Assim, temos que:

z = 262(%_%) = 261(%_?) = 261(—?) — 262(_%)
Acrescentando 27 ao argumento calculado temos:

i

z = 261<_%+27‘—> = 26i(_§+67ﬂ> = 261(%)

Resposta: Opgao D

Exame — 2009, Ep. especial
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29.

30.

31.

32.

(™ 7 . ™ .
Temos que <el(7)) — ¢i(7%F) — gin = 1
Como a adigao deve ser feita na f.a. vamos optar por calcular (2 + )% também na f.a.:

(2403 = (2+1)24i)2 = 2+)(4+4i—1) = (2+0)(3+4i) =6+8i+3i+4i> =6 —4+11i = 2+ 11i

3m 3
2

Escrevendo 4ei( ) na f.a. temos: 4ei('7") = —43

Assim, simplificando a expressao de z, vem:

NN .
(6(7)) FCHDT L i0411 Q411 i i+ 11 1140 —1144 11 1.
= = = = = = = —— —1
e —4i i x i 42 —a(-1) 4 171
Exame — 2009, 2.2 Fase

_3m

. . ™ . o
Seja w = 2¢1(=%). Como —7 < arg (w) < —5» & imagem geométrica de w pertence ao 3.° quadrante,
logo o tnico vértice do poligono que pode ser a imagem geométrica do nimero complexo w, é o vértice H
Resposta: Opgao C

Exame — 2008, Ep. especial

Escrevendo z; na f.t. temos z; = pele, onde:

e« p=lal=VIET (P =VIT1=V2
-1
o tgl = T = —1; como senf < 0 e cosf >0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo 6 = —g

Logo z; = V2ei(=%)

Como existem 4 raizes quartas de z, cujas imagens geométricas sao os vértices de um quadrado cen-
trado na origem, temos que as outras 3 raizes quartas de z sao:

® 29 = \/éei(i%+%) = \/Qei(i% QTW) = \/iel(%)
o 2 = 26 (5+3) = 2l (5+FF) = /26l
® )= \/iel(%ﬁ-i_%) = \/Eel(%+2%) = \/iei 57‘")

Pelo que a raiz quarta de z cuja imagem geométrica é um ponto do 3.° quadrante é z3 = \@ei(%ﬂ)

Exame — 2008, 2.2 Fase

Temos que —z; = —(1 — \/§z) = —1+ v/3i e escrevendo —z; na f.t. temos —z; = pew, onde:

o« p=l-al= /(-1 + (VB2 = VT3 =2
\/g

otg@z—lz— 3; como senf) >0 e cosf < 0, § é um angulo do 2.° quadrante,
logo 0 ™ 3w 9w 27
ogol=mr——-=—— - = —
3 3 3 3
)

Logo —z1 = 2ei(%’r

Vamos agora determinar (—z1)3:
. 3 )
(—21)% = (26’(%)) — 2361 (3XHF) = gei(2m) — gei(2m—2m) _ gix0

3

Como (—2z1)® = 25, podemos concluir que (—z1) é uma raiz cibica de 29

Exame — 2008, 1. Fase
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33.

34.

35.

36.

14/20

Sabemos que as representagoes geométricas de duas raizes quadradas de um mesmo nimero complexo,
sao os extremos de um diametro de uma circunferéncia centrada na origem, ou seja, os argumentos dessas
raizes diferem de 7 radianos.

Nas opgoes A, B e C a diferenca dos argumentos ¢ de 7 radianos. Na opgao D as representagoes

geométricas dos dois numeros complexos estao sobre a bissetriz dos quadrantes impares, a igual distancia
do centro.

Resposta: Opgao D

Exame — 2007, 1.* Fase

Sendo A a imagem geométrica de um niimero complexo w = pe?, temos que w é uma raiz quadrada de z
se z = w? = p2et(29),

™
Se 3 < 0 < 7w, entao m < 20 < 27w e das quatro hipdteses de resposta, apenas o nimero complexo

. i(3x . .
—1 = e’( ) satisfaz esta condigao.

Resposta: Opgao D
Exame — 2006, 1.2 Fase
NN i(6x = .
Comecamos por calcular (ez(g)) — ¢i(6xF) —¢im =
Substituindo na expressao dada temos:

3+ 340 34i (3+49)(3—1) 9 — 2 99— (-1)
10— 10¢
10

21\ 6
4+22<€l(6)> C442i(-1)  4-20  (4-20)B i) 12—4i—6i+2>  12—2—10i

=1—-1

Escrevendo 1 — i na f.t. temos 1 — i = pe’?, onde:
e p=[1-il=/12+(-1)22=y/1+1=V2

1
o tgh = == —1; como senf <0 e cosf >0, § é um angulo do 4.° quadrante, logo 6 = —g

Logo 1 —i = V2ei(—%)

Exame — 2006, 1.* Fase

o\ 6 (6x ‘
Comegamos por calcular (e’(g)) — ¢i(6%%) — gim — 1

Substituindo na expressao dada temos:

[i % (21)° - 1 (ix (D=1 (1= (P2 ()P 1424 (D) 2%,

Exame — 2005, Ep. especial
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37.

38.

39.

15/20

A imagens geométricas de niimeros complexos que sejam raizes cibicas de um mesmo nimero complexo
estao sobre os vértices de um tridngulo equilatero centrado na origem.

. . . 2
Logo os argumentos de quaisquer dois, dos trés nimeros complexos, diferem de 5

3 ) .3 2
Na opgao D, a diferenga dos argumentos é g —g = m; na opgao C, a mesma diferenga é Zﬂ —% = Zﬁ = g
T 7

- . . 2m . P : -
e na opgao B, a diferenga dos argumentos é 3 33 A opgao A, é a unica que verifica a condigao

Can o

estabelecida para a diferenca dos argumentos:

o T
6 6 6 3
Resposta: Opgao A

Exame — 2005, 2.? fase

. , . . o
Comecamos por escrever zo na forma trigonométrica: zo = 2i = 2¢i(%).

Como as raizes de indice n de um nimero complexo sdo os vértices de um poligono regular, se [P Ps] é

. ~ . 7T
um lado desse poligono, entao os argumentos de z; e zy diferem de —.

n
T 27w ™
A . _ - — - - = — — - = —
ssim temos que arg (z2) — arg (21) 51 4 4 4
2r 7 2r 7 8T
Logoizf & —=—- & —=n & 8=n
n 4 n 4 ™

Resposta: Opgao C

Exame — 2005, 1.* Fase

Escrevendo w na f.t. temos w = pei(%), onde p = |w].

o=

+2’“—") : o
7/ k€{0,1,2}, ou seja, as 3 raizes sio:

Vamos calcular as 3 raizes de indice 3 de w: Yw = %ei
o k=0 —= 2z = 3pez‘(g+0) _ Wei(g)
e k=1 — 2= W&(%“T"
o k=2 = 2= Spei(

Desta forma temos que zo = \3/562( 7) é uma raiz cibica de w e tem a sua representagao geométrica so-
bre a parte negativa do eixo imaginério, pelo que a opgao D € a inica que é compativel com esta conclusao.

Resposta: Opgao D

Exame — 2004, Ep. especial
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40.

41.

42.

43.

Sabemos que:
o 21 = pe'(¥), logo [z1] = p
® Zo9 — 3\/5619, IOgO 72 = 3\/§ei(_9)

Assim, calculando z; X Z3, temos:
. . 2 )
2 X T3 = 3v/2e? x 32610 = (3\/5) ¢0=9) — (9 x 2)¢iX0 = 18¢0 = 18

E assim, vem que:

(- () e

Substituindo os valores calculados, na expressao dada, vem:

— 8
18
X L(E) =2 1=241=3
9 |21| 9

w13

))8 _ <e¢(g))8 _ ei(sxg) _ ei(%) — il2m)

Exame — 2004, Ep. especial

Sabemos que as representacoes geométricas das raizes de indice n de um ntimero complexo, sdo os vértices
de um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de centro na origem.
Assim, as imagens geométricas das raizes quartas de w s&o os vértices de um quadrado centrado na origem.

Resposta: Opgao B

Exame — 2004, 2.2 Fase

Se w é uma raiz quarta de z, entao a representagdo geométrica de w e das restantes raizes quartas z, estao
sobre os vértices de um quadrado centrado na origem.

Como a operagao multiplicar por i corresponde a fazer uma rotagao de amplitude 7 radianos e cen-

tro na origem, se multiplicarmos sucessivamente w por ¢ obtemos as restantes raizes quartas de z. Assim
temos que as restantes 3 raizes quartas de z sao:

o wy=wxi=(1+2i)i=1i+2%=—-2+i
o wy=wxi2=(1+2i)i%=(1+2)(-1)=—1—2
o wg=wx i3 = (142i)i% = (1+2)(—i) = —i —2i2=2—i

Exame — 2003, Prova para militares

Escrevendo 1 + /37 na f.t. temos 1 +/3i = pew, onde:

e p=|1+3i|=41/12+(V3)2=V/1+3=V4=2
V3 . T
o tgf = T = 3; como senf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo 6 = 3
Logo 1+ /3i = 2¢1(%)
Vamos agora determinar as raizes quartas de 1 + v/3i:

V143 = v2e ( o >,k € {0,1,2,3}, ou seja, temos 4 rafzes de indice 4:

e k=0 — 2z, = V2 (

o k=1 —= 2= {‘/ﬁei(%"‘%ﬂ) = \Vﬁei(%"'%) = \4/561(%)
e k=2 — z3= Wei(%+47r) = f/ﬁei(%+%) = \‘756“%{)
o k=3 = z4= {‘/iei(%Jr%) = \Viei(%Jrl%r) = \‘Viei(%r)

Exame — 2003, 2. Fase
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44.

45.

46.

44.1. Comegamos por calcular

o (V3-202=(3-20)(vV3-2) =3 —VBx2 —3x2+(2)2 =3-43i— 4= —1— 43
° (2&(@)3 = 23ei(3X%) = Sei(g) =38 (cosI + 7 sen f) =38 (; —H\/?:) =44 4/3i

3 3 2
° ei(%) = —1
Substituindo os valores calculados na expressao dada, temos:
(V3—2i)" + (QGi(%)>3 1 4VBi+A+4V3i 3xi 3 3i .
¢ (F) B —i STk e (-

44.2. Se z1 e zy forem raizes ctibicas de um mesmo numero complexo, as suas representagoes serao 0s

vértices de um triangulo equildtero, inscrito numa circunferéncia centrada na origem.

. 2T
Ou scja | axg (=2) — arg (z1)] = =

2m . . /1
Como |arg (z2) — arg (z1)| =a+m7—a=7# 3 logo z1 e z2 néo sdo raizes ciibicas de um mesmo
ndmero complexo.

Exame — 2003, 1.? fase - 2.2 chamada
Se w um numero complexo diferente de zero, cuja imagem geométrica pertence a bissetriz dos quadrantes

impares, temos que w = pei(%) V ow = pei(%)

Logo temos que:
wh = p4ei(4x§) vV wt = p4ei(4><%") & wh=pleim v owt = pleim)

Ou seja, w* é um nimero real negativo, logo a sua representacdo geométrica pertence & parte nega-

tiva do eixo real.

Resposta: Opgao A
Exame — 2003, 1.# fase - 1.* chamada
Se w é um numero complexo cuja representagao geométrica pertence a parte negativa do eixo real, temos
que w = pe'™ (p = |w]).
Vw = \/,Bei(%‘L%TW), k € {0,1}, ou seja, as 2 raizes quadrada de w sdo:
[} k = 0 — zZ1 = \/ﬁei(%+0) = \/ﬁez(%)
o k=1 — 29 = \/ﬁei(%+27ﬂ) = \/ﬁel(%r)

Logo as duas raizes quadradas de w s@o ndmeros imagindrios puros (um positivo e outro negativo), e as
respetivas representagoes geométricas pertencem ao eixo imaginario.

Resposta: Opgao B

Exame — 2002, Prova para militares
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47.

48.

49.

18/20

Como z; e 2z, sdo duas das rafzes quartas de um mesmo nimero complexo z, temos que (z1)* = (22)%.
Também sabemos que as representagoes geométricas de z; e z sao dois vértices de um quadrado inscrito

. N . ™ . Jo
numa circunferéncia centrada na origem. Como arg(z1) = —, e a imagem geométrica de zo pertence ao
T m  2m 3w

T S
do quadrante, entd = 273727 % S 6
segundo quadrante, entao arg (z2) = arg(z;) + 2 3 "2 6 6 6

Sabendo que |z3| = 4, podemos escrever 2o na f.t. e depois na f.a.:

(52 57 5m V3 o1 4/3 4
=4 1(5):4 o e - - =4 = = __ve Zi=_9 2
29 e'\'6 CcoS 6 + 7 sen 6 5 —|—2z 5 —|—2z \/§+ 7

Exame — 2002, 1.? fase - 2.2 chamada

Comegando por escrever z; na f.t., temos z; = pet?, onde:
b b

e p=|znl=VvVE2+12=y/1+1=+2

o tgh = % =1; comosenf >0 e cosf >0, § é um angulo do 1.° quadrante, logo § = %
Logo z1 = \/iei(%)
21 e 2y s30 raizes quartas de um mesmo nimero complexo se (21)* = (22)*. E assim temos:
(21)* = (\/gei(%)f — (\/5)4ei(4x%) — Ll — 4
()" = (vV2e(9)" = (vB)" fF) = geitom — 4
Logo, como (21)* = (22)* = 2, 21 e 29 sdo rafzes quartas de z = —4.
Exame — 2002, 1.* fase - 1.* chamada

Um nimero complexo z tem a sua imagem geométrica no interior do circulo de centro na origem
ederaio 1, se |z] <1

Podemos verificar que:

|2i| = 2, logo |2i] > 1
1+i=vV12+12=y1+1=+2,logo [1+i|>1

‘(Mn)?’ (zem))?" o1

‘(;e« )= (2) = 4 s | (20

3
Assim concluimos que (261( )) tem a sua imagem geométrica no interior do circulo de centro na origem

=23 =8, logo

3

<1

3

e de raio 1.

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, Prova para militares
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50.

o1.

52.

53.

54.

Como |z1| = p temos:
2 _ ) )

— = =1x¢€
|21 p

Logo temos que as duas raizes quadradas sao dadas por:

ol

i + 25
|Zl|\ﬁ@( 22 ),ke{o,l}, ou seja:
21

Exame — 2001, Prova para militares

Como w — 2 = (2 +14) — 2 =i, temos que (w — 2)11 =41 = 4x2+3 =3 =
Simplificando (1 + 34)2, temos que:

(1+3i)2=(1+3i)(14+3i)) =12 +3i+3i+ (3i)? =1+ 6i+ 9> =1— 9+ 6i = —8 + 6i
Substituindo na expressao dada, vem:
(w—2)1(1 +3i)% = (=) (=8 + 6i) = 8 — 6i2 =8 — 6(—1) =6 + 8i
Exame — 2001, 2.? fase
Como a figura é um heptdgono, tem 7 vértices, que correspondem a 7 raizes de indice n, ou seja n = 7.

Como um dos vértices do heptdgono pertence a parte positiva do eixo imagindrio e estd sobre uma cir-
cunferéncia centrada na origem e de lado 1, é a representacao geométrica de um nimero complexo w que

. (=
pode ser escrito na f.t como w = el( 2).
Como w é uma raiz indice 7 de z, temos que:

5= T = (ei(g))7 — oi(Tx%) = i(F)

Il
®
-
—~
m‘;‘
b
3
S~—
I
9]
.
—
oy
|
N
SN—
Il
9]
S
—
N
—
Il
|
S

Resposta: Opgao D

Exame — 2001, 1.? fase - 2.* chamada

Calculando a poténcia, e escrevendo o resultado na f.a., temos:
T
RN i 3x— .
2= (2(8)) " = 22/ (75) Z g g (-1) = -8

Substituindo na expressao dada e simplificando, vem:
24+2  —8+2 —6xi —617 6i
= = = = 07
i i 1X1 (-1)

349
Como Re (6i) =0 A Im (6i) # 0, temos que “1 + é um numero imaginério puro.
i

Exame — 2001, 1.? fase - 1.2 chamada
Como z = yi, temos que:
24 = (yi)* = y* xi* = ¢y* xi¥ = y* x 1 = y*, ou seja z é um niimero real positivo, pelo que a sua

representacao geométrica pertence a parte positiva do eixo imaginario, ou seja o ponto A.

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, Prova modelo
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55. Como os vértices do hexdgono sao as imagens geométricas das raizes de indice 6 de um certo niimero com-
plexo, os vértices estao sobre uma circunferéncia centrada na origem, logo cada par de vértices adjacentes

.. s ~ . a
definem com o semieixo real positivo, angulos que diferem de —.
’ 6
. . . - Im(z) o
Sejam w; e wse 0s numeros complexos cujas representacoes
geométricas sao os vértice C' e D, respetivamente.

2
6 )
2 3i 21 9T A4Arw 137

1 = 5= IRECRECEET)
0go arg (wg) = arg (w1) + 6 4 + 6 +12 + 12 12

3
Temos que arg (wy) = Zﬂ e que arg (wy) = arg (wy) +

Como os vértices C' e D estao a igual distancia da ori-
gem,
temos que |(w1)| = |(w2)], pelo que wy = \/éei(%")

Resposta: Opcao B

Exame — 2000,

mat.absolutamente.net
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