Funcdes (12.° ano)

1.2 derivada

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

e B e s S -

1. Designando por m e n as abcissas dos pontos A e B, temos que as respetivas coordenadas e as do ponto
médio sao:
o A(m,h(m)) = (m,am?)
e B(n,h(n)) = (n,an?)

2 2
o« M m—}-n’am +an
2 2

Como a derivada da funcao h é h'(z) = (ax2)/ = 2ax, os declives das retas tangentes ao grafico de h, nos
pontos A e B, sao:

e my = h'(m) =2am

e mp =h'(n) =2an
E assim, designado por podemos determinar uma expressao para a ordenada da origem para cada uma
das equacoes da retas, substituindo a expressao do declive e das coordenadas dos pontos de tangéncia:

e y=maxz+by & am?=2amxm+by & am? —2am? =by <& —am?® =by

e y=mpxx+bg & an® =2an xn+bg < an® —2an? =bg & —2an’ =bp

2

Ou seja as equacoes das retas tangentes nos pontos A e B, sao, respetivamente, y = 2max — am® e
y = 2nax — an?, pelo que a abcissa do ponto de intersecdo das retas é a solucao da equacio:

9 9 2maz —am?  2naz — an®
2max — am” = 2nar — an” & =
a a
2 _ 2 22 2 2
& 2mx—m® =2nx —n° & 2mx —2nz=m-—n" & z(2m—2n) =m° —n° &

(n—m)(n+m) n+m

S r=— = = ——
2(m —n) 2

Como as abcissas do ponto médio e do ponto de intersecao das tangentes sao iguais, logo, o ponto de
intersecao das tangentes pertence a reta vertical que contém o ponto médio.
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2. Temos que:

e pela observagao do referencial I, podemos concluir que lim g(z) < 0, e como a fungao é diferencidvel,
z—0~
entdo é continua, em particular em x = 0, logo lim g(z) = lim g(z) = ¢(0), pelo que g(0) > 0 o
z—0t z—0—

que é incompativel com a segunda condigao definida (g(0) < 0) pelo que no referencial I nao estd
representado parte do grafico da funcao g;

e pela observagdo do referencial II, podemos concluir que a funcdo é crescente no intervalo | — oo, —
1], ou seja, ¢'(z) > 0,Vx €] — oo, — 1[ 0 que é incompativel com a terceira condi¢do definida
(¢'(x) < 0,Vx €] — 00, — 1[) pelo que no referencial IT nado esta representado parte do gréfico da

funcéo g;
e pela observacao do referencial ITI, podemos concluir que lim+g(x) = —o00, e como a fungao é
r——1
par, entao lim g(x) = lim +g(av) = —00, 0 que é incompativel com a primeira condi¢ao definida
r—1— rz——1

( lim g(z) = +00) pelo que no referencial ITI também nado estd representado parte do grafico da
r—1—

fungao g.
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3. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao f:

) - <M>’ _ (lnx+2x>/ _ <lnx>/+(2), _ (na)’ xx—Q(x)’ x Inz Lo

x T T T T

(z)' 1
B TXx—lxlnx_ ;Xz—lnx_l_mx
72 - 72 - 2
Calculando os zeros da derivada da fungao f, temos:
, 1-Inx 1
fllz) =0 —— =0 = 1l-lnz=0< l=lhz S z=¢ & z=¢

2 x>0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

x 0 0 +00
1—Inz | nd. + 0 —
x? n.d. + + +
1! n.d. + 0 -
f nd., | — | Max. | ™~
Assim, podemos concluir que a fungao f:
e ¢é crescente no intervalo ]0,e];
e ¢ decrescente no intervalo [e, + oof;
e tem um maximo relativo que é:
Ine+2¢ Ine 2 1
flo="tE e X2y

e (& e
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4. Designando por a a abcissa dos pontos P e @ , determinamos as equagoes das retas s e t:

p(af)

x2 T x2
k
o my, = f’(a) = 2
k k k k k kE k 2k
yp=——75XxXzpt+tb & —=—-——Xatbes —=——+b&s —+-=bs —=b
a a a
k 2k
L] s;y:——2 + —
a a
k
co o)
a
(k) xz—(x) xk 0—k
e ¢ (x) = . = — o :ﬁ
k
.« =g =
k k k kE k 2k
szﬁxe+b®—f:a—2xa+b®—f=f+b<:)—f—f:b —;:b
; k 2k
o t:y=—xr— —
V=2 a
k 2k
Yy=——T+—
a a
Determinando as coordenadas do ponto R, temos:
_ k2%
L a
Ou seja a abcissa do ponto R, é:
k 2k k 2k k k 2k 2k 2kx 4k 2kx  4a?
—r - —=—-— — & —r+ —xr=—+ — —=— & — = — & 2z =4dar =2a
a? a a? 2 2 a a a? k a
E a ordenada do ponto R é:
Y
k 2k k 2k k 2k 2k 2k 4
YR = TR — — = = x2— —~ = x2-—="_""20 s| f
a a a a a a a a
Assim, considerando [PQ)] como a base do tridngulo [PQR], temos:
— k k 2k P
PQ”P”IQ':H’}:(I |
|
E a medida da altura correspondente é: a N
0 | X
TR—a=2a—a=a i
Logo, a area do tridngulo [PQR] é: Q
L 2k
4 _PQx(wr—a) g *"_ 2k _,
[PQR] = 2 T2 2 t| g
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5. Como o declive da reta tangente ao gréafico de f, é dado por f’(z), comecamos por derivar a funcao f:
f'(z) = (az® + bz) = 2az + b

Como sabemos que o declive da reta tangente é a, a abcissa do ponto de tangéncia é a solugao da equagao
f'(z) = a, e desta forma temos:

—-b
flx)=a & 2az+b=a & 2ax=a—-b & = a2
a
Assim, podemos determinar a ordenada do ponto de tangéncia:
e através da equagao da reta tangente:
a—b b a—b+b a—b+2b a—b+2b a+bd
= a _— = = _— = =
Y 2 2 2 2 2 2

e através da expressao algébrica da fungao f:

Fla=b) g (ot 2+b a—b) _ (@ =200+ ba—b 0’ —20b+0 ba— 07 _
2a ) 2a 20 ) 4a? 20 4a 20
a2—2ab+b2+2ba—2b2_a2—2ab—|—b2+2ba—2b2_az—b2

4a 4a 4a 4q 4a

Desta forma, igualando as duas expressoes da ordenada do ponto de tangéncia, temos:

2 12 _
a+b:a b @ﬁzw@&z:afb@%tfa:fb@a:—b
2 4a 2 a+b

Assim, temos que:
—b -b—b —=2b
e a abcissa do ponto de tangéncia é: a2a = a;;a = 30=0) = 2% =1;
a+b —b+b
2

0
e a ordenada do ponto de tangéncia é: =5= 0.

Ou seja o ponto de tangéncia tem coordenadas (1,0).
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6. Determinando a expressao da funcao derivada, temos:

J'(@) = (9(2)) = (In(1 +¢7) — 2)' = (In(1 + ¢?)) — (x) = % - % -

_O—|—e“”_1 er

14 1 + e”
O declive da reta tangente ao gréafico de g, no ponto de abcissa 0, é dado por:

0 1 1 1
¢ 1= -1=—-

_ _ _
m=g0) =15 1=97 7173 >

Determinando a ordenada do ponto do gréafico de abcissa 0, temos:
g(0)=In(1+e’) —0=In(1+1)=1n2

Como o ponto de abcissa 0, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto
e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

1
1n2:—§ x0+b < In2=0%
Desta forma, a equagao da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 0, é:

Y= —% xr+In2 & y=—§+ln2
Assim, as coordenadas do pontos A e B, sdo:
e A(0,In2) porque g(0) =1n2
e B(21n2,0) porque 0 = —% fIn2 o g —In2 & z=2n2

E assim, a drea do tridngulo [OAB] é:

OAxOB In2x2In2 2(In2)2
A[OAB]: D) = B = (2) :(ln2)2
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7. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao f, para estudar a monotonia da fungao e
a existéncia de extremos:

f(z) = (VEkz —n(kz)) = (Vkz) — (In(kz)) = ((k2)2)" - (’Z;)/ = % x (kz)' ™2 x (kz)' - % =
L b E_L L kK ko Kz —2kVkr
=y = e T e T v W T 2havhe

B kz(kx — 2\/@) kx — 2Vkx

k x 2zvVkx k#£0  2xvkx

Calculando os zeros da derivada da fungao f, temos:

kr — 2V kx

P =0e = e

=0« kr—2vkz =0 A 2eVkx #0 &
S —

Cond. universal para >0

(kx)?
kx kx£0

& kr=20Vkr = (kx)? = (2\/@)2 & (kx)? = 4kr <

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcdo, vem:

x 0

kx —2vkz | n.d. —
22V kx n.d. +
i n.d. —

f nd. | ™~ | min | —

+00

o+ | o =
+ ||+ |+

- 4
Assim, podemos concluir que a funcdo f tem um minimo absoluto em x = — porque é decrescente no

intervalo }0,2 [ e crescente no intervalo ] %, + oo [

O valor do minimo é:

4 [ 4 4
f<k> = kxk—ln<k><k> =vV4-In4=2-1n4

Como a funcao é continua, porque é o produto, a diferenca e a composicao de fungoes continuas, e

lim f(z) = li>r(r)1+(\/ﬁ —In(kx)) = Vk x 0F —In(k x 0%) = V0 — In(0") = 0 — (—00) = +0c0

z—0t

entao o contradominio de f é
D =[2—1In4, + oo
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8. A abcissa do ponto do gréfico de g em que a tangente é paralela a reta de equacgdo y = —2x, ou seja, o
ponto em que a tangente tem declive m = —2, é a solugao da equagdo ¢'(z) = —2 .

Como em | — 00,0[ temos ¢'(x) = 3e%* — 7e®, vem que:
J(@)=-2 & 32 — 7" = -2 & 3(c*)’ — 7" +2=0 <

(considerando y = e¥)

T+ /(=72 —4(3)(2) 7T+5 7—5 1
S 3P -Ty+2=0< y= Sy=—"Vy=—" S y=2Vy=—_
Yy Y+ Yy 2(3) Yy 6 Yy 6 Yy Yy 3
(como y = e%)

1 1
@ez:2\/ez:§@x:lHQ\/x:lng@x:an\/x:lnl—an’)(:)a::an\/m:—lnS

Como In2 ¢] — 00,0[, a abcissa do ponto do gréfico de g em que a tangente é paralela & reta de equagao
y=—2zx,é—In3.
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9. Como os extremos da fungao correspondem aos zeros da fungao derivada associados & mudanga de sinal,
comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:

1 AT 1
f(z)= (33:3 + az® 4 o’z + \/5) = (3963) + (az?) + (a’z) + (V2) =3 x §x2 +2ax+a® +0=

= 2?4+ 2ax +a® = (z +a)?
Calculando os zeros da derivada da fungao f, temos: 1
fllz)=0 & (r+a)’=0 & (z+a)(z+a)=0 & z=-a Vr=—a

Assim, temos que —a é o unico zero da derivada da funcao f, mas como

nao esta associado a uma mudanca de sinal, nao corresponde a um extremo

da fungao, e por nao existir qualquer outro zero da derivada, a funcao nao >
tem extremos. —a T
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10. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungéo f, em | — oo, — 2[:

( e2—= )l ((2 — x)’eQ_””)(sj +2) =27 x (v +2) —1xe?Tx(r+2)—e?%x1

!
z+2) (x +2)? B x? B

fiz) = = =

—e2 P (x4+2) -2 ¥ T(—(z+2)—1) ¥ T(—z-23)

(z +2)2 - (x +2)2 (2 +2)2

Calculando os zeros da derivada da funcdo f, em | — oo, — 2[:

62_9”(—1"—3)

fl(r)=0 < (@1 2?

=0 " (-2-3)=0A (z4+2°#0 &
N————

P.V, pq (z+2)2>0

o T=0V -—z-3=0< -3=z
N—_——

Impossivel

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

T —00 -3 -2

e " + + + n.d.
(—x—3) + 0 — n.d.
e~ (—x —3) + 0 - n.d.
(z +2)? + + + n.d.
1 + - n.d.

f — | Méx | ™~ | n.d.

Assim, podemos concluir que a fun¢do f:
e ¢é crescente no intervalo | — oo, — 3];

o & decrescente no intervalo [—3, — 2[;

e tem um méximo relativo que é f(—3) = = =—e

Exame — 2022, 1.2 Fase
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11.

Considerando a e b as abcissas dos pontos A e B, respetivamente, temos que as ordenadas sao, respeti-

k k
vamente — e 7 pelo que o declive da reta AB é:
a

k k ak bk ak — bk
 ww b4 e @ Mab) k) k&
Tp —TA b—a b—a b—a ab(b—a) abx (=1)(a—1b) a#b —ab ab

Considerando ¢ como a abcissa do ponto em que a reta tangente ao gréfico de f é paralela a reta AB,
temos que m = f’(¢). Assim temos que:

f/(x):(i‘)'zk’xx—x’xk:Oxx—lxk: k

x2 x2 x?
. , k
E assim, f'(c) = L temos que:
k k k k k X ab
m=f'(c) & o = i R . k(joc ab &c Vab

Como a < b, entao temos que:
e Va<Vb e Vaxa<vVbxia s a<ab
e Va<vb o JaxvVb<vVbx Vb o Vab<b

Assim, temos que a < vab < b, e ainda que a, Vab e b sdo termos consecutivos de uma progressao
geométrica, porque o quociente dos termos consecutivos é constante (e igual & razdo), ou seja:

‘ ﬂ@‘
ﬂc“ ‘

< (\/@)2 =a x b < ab= ab (Proposicao verdadeira)

Exame — 2022, 1.2 Fase
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12. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungdo f, em | — oo,1[:

f’(x):(m—2+1n(3—2w))’:(x)’—(2)’+(1n(3—2:c))':1—0+%__22?),:1+30__22x=1—3_22x

Calculando os zeros da derivada da fungao f, em | — 00,1, temos:

2 1
=0« 1= S 3-2r=23-2=2r & —-==x
3—2x 3—2x 2% 2

fz)=0 < 1-

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

T | —00 1
1! + n.d.
f — | Méx. | ™~ | n.d.

[« BN INTE
|

Assim, podemos concluir que a funcao f:
e & crescente no intervalo |—oo,3];
e ¢ decrescente no intervalo [%,1 [;
e tem um méximo relativo que é:

3

1 1 1 3 3
f<2) 2 —|—n(3 ><2> 2—|—n(3 ) 2—&—n() n 5
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13. Como a reta é tangente, simultaneamente, ao grafico de f e ao grafico de g, o seu declive corresponde ao
valor das derivadas nos respetivos pontos de tangéncia.

Designado por a a abcissa do ponto A e por b a abcissa do ponto B, como as ordenadas dos pontos A e

B, sdo, respetivamente f(a) = 2a% e g(b) = —(b — 1), entdo o declive da reta é:
fla) =) 20> —(=(b—-1)?) 2a°+(b—1)?
map = = =
a—1b a—1b a—1b

Por outro lado, temos que:
o f'(x) = (22?) =2 x 2z = 4z, pelo que map = f'(a) = 4a
e g(@)=(-z— 1)2)/ =—-2(x—1)=—2x+2, pelo que map = ¢'(b) = —2b+ 2
o flla)=¢'(b) & da=-20+2 & 2a=-b+1 < b=-2a+1

E assim, substituindo na expressao anterior, temos que:

202+ (b—1)?  2a>+(—2a+1-1)2 2a*+(-2a)? 2a®+ 4a® 6a>
magp = = = — —
AB a—1b a—(—2a+1) a+2a—1) 3a—1 3a—1

Temos ainda que:

2
map = f'(a) & 35611 =4a < 6a*>=4a(3a—1) & 60> =12d° —4a & 6a® — 12> +4a =0 &

1
a#3

& —6a’+40=0¢ —3a*+20=0 4 a(-3a+2)=0 a=0V -3a+2=0<a=0V2=3a &

2 1
@azngza/\a#g

2
Como a reta nao é horizontal o declive nao pode ser zero, pelo que a abcissa do ponto A é a = 3 ea
2 4 1
abcissa do ponto Béb=—2a+1= -2 <3> +1:—§+1:—§

Exame — 2021, Ep. especial
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14. Para calcular o declive da reta tangente, no ponto de abcissa —2 comegamos por determinar a expressao
da derivada da funcao, para z < O:

<x—e_””)/ (z—e ) xz—(z—e®)(2) (z—e?) xz—(z—e?)(z)

2 T

B ()= (™)) xz—(z—e")x1 B (1-(-z)e ™) xz—z+e™” _ (I+e™z—az+e®

x2 T
Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa —2 é:

(4N - (D +eC)  (1+e)(2)+2+¢

!/
= —2 = = =
_—2—262+2+62_—2e2+62_ e?
- 4 - 4 4
2
Logo a equagao da reta tangente é da forma y = —4 7 +b
_9_ (=2 _9 2 2 9
Como f(-2) = 62 = 26 =1+ %7 sabemos que o ponto P (—2,1 + 63) pertence ao

grafico da funcao e também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equagao da reta, podemos calcular o valor

de b:
2 2 2 2 2 2

e e e e e e
Pelo que a equacao da reta tangente é:
2
yz—%x—kl

Exame — 2021, 2.2 Fase
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15. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcdo f, em ]0,1[:

f(x) = (=2*(1 + 2In2)) = (=2 x (142 In2)+(—2?)(1+2Inz) = —2z(14+2Inz)—2>x (1) + 2(lnz)) =
1 22
=97 —4dxlnz — z° (0+2 X ) = 2r—4zxlnx — — = 2x—4xlnx — 2z = -4z —4xlnx
T T x#0

Calculando os zeros da derivada da funcdo f, em ]0,1], temos:
flx)=0 & —dz—4drlnz=0 & —4z(1+Inz)=0 & —4dz=0V l+lnz=0 &
1

S r=0Vher=-1<z2=0Vz=¢"

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

x 0 e ! 1
—4x n.d. - - - n.d.
14+ Inz | nd. — 0 + n.d.
f! n.d. + 0 — n.d.
f nd. | — | Méx. | ™~ | n.d.

Assim, podemos concluir que a fungao f:
e ¢é crescente no intervalo ]O,e’l];
e ¢é decrescente no intervalo [e_l,l [;

e tem um maximo relativo que é:
fle™t)y=— (671)2 (1+2ln(e"))=—e?x(1+2x(-1)=—e?x(-1) =2

Exame — 2021, 1.* Fase

16. Como 12 — 22 = (1 — z)(1 + z), temos que:

i F@ Q) . f@) ) @) - f) fla) - ) _
=1 1 —22 =1 12 — g2 a1 (1—z)(1+2) 221 —(z—1)(1+2)
i @O (f2) = f() 1 TN L) Rl (€O B
911—>H11—<:17—1)(1+:17)w1—>1< z—1 X—(1+x)>i_>1 r—1 Xi_u—(1+x)*
2+1Inl
g L OO 1 _ 2-0_
STy s Ty T

Resposta: Opgao B

Exame — 2020, 2.? Fase

@mat.absolummeme.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

17. Comegamos por determinar a expressao da derivada da funcéo g, em ]0, + ool:

2

1
g (z) = (xQIHx)/ = (@*) xInz+2*(lnz) =2rInz +2? x -~ =22lnz + r = 2xlnz +x
T T x

Calculando os zeros da derivada da fungéo g, em )0, + oo, temos:

Jd(x)=0 & 2zlnz+2=0 & z2hz+1)=0 &

< Tr=e€

[N

z=0 V2Inz+1=0= 2nxz=-1 < lnz=—
0¢]0,+00]

DO =

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

N

x | 0 e~ +00

g | nd. — 0 +
g | nd. | T~ | min —

Assim, podemos concluir que a fungao g:

, . _1
e ¢ decrescente no intervalo ]O,e 2};

. . 1
e ¢ crescente no intervalo [e 2, + 00 [;

e tem um minimo relativo que é:

g (67%> = (e*%>2ln (e’%> =elx (—é) XIne = é X (—;) x1= —%

Exame — 2020, 1.* Fase

18. Como o declive da reta tangente é igual ao valor da derivada, comecamos por determinar a derivada da

fungao para x = —1:
(1-a)
(zIn(1 —x))/ = (x)lln(l — )+ z(In(1 —33))/ =1xIn(1—2z)+zx T =
-z
0-1 z
=In(l —z)+x x 1 % =In(l —z) — 1=

Logo, o declive da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa —1 é:

§(=1) = In(1 — (1)) — 1:7(171) — 2+ % —05+1n2

Resposta: Opgao A

Exame — 2019, Ep. especial
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19. Para calcular o declive da reta tangente, no ponto de abcissa 1 comecamos por determinar a expressao
da derivada da funcao, para z > 0:

z—Inx

v )[_@y@—hmg—mx—mxy:1X(x_m@‘”<1_;>:
(- Tno)? (@ —a)?

o = (

1 x
x—nx—x—&—; 1—-lnz

(x —Inx)? +>0 (x —Inx)?
Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa 4 é:

L l-lnl  1-0
m=S =G~ aoop )

Logo a equacao da reta tangente é da formay=1xx+b < y=x+0b

1 1
Como f(1) = f'(1) = TTmI- 10" 1, sabemos que o ponto P(1,1) pertence ao grafico da fungao e
—In _
também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equagao da reta, podemos calcular o valor

de b:

l1=1+4b&1-1=b< 0=0b

Pelo que a equacao da reta tangente é:
y=2z—-0& y==x

Exame — 2019, 1.2 Fase
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20. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao g, em R\ {0}:

, e\ ((—z)e®)z—eTx(z) —IxeTxz—ePxl —zet—e "
g (.’17) =\ ) ) = 72

Calculando os zeros da derivada da fungéo g, em R\ {0}:

_ —T __ —XT —x(__ _1
ﬂ@=0¢>;§——3—=0¢>SJ%;—l:0©eﬂbw—D:0A 240
x ——
P.V, pq z€R\{0}
S e?=0V-—z2-1=0«& —-1=z
~———

Impossivel

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

x —00 -1 0 +00
e " + + + n.d. +
(—z—1) + 0 - n.d. -
e (—x—1) + 0 — n.d. -
z? + + + n.d. +
q + - n.d. —
g — 7 | Méx | ™~ | nd. | ™~

Assim, podemos concluir que a fun¢éo g:

e ¢é decrescente no intervalo | — 1,0[ e também no intervalo ]0, 4+ oof;
e ¢é crescente no intervalo | — oo, — 1];

e~ (=1 el
e tem um méximo relativo que é f(—1) = ==

Exame — 2019, 1.? Fase

x 60 e 1
3+ - ( + > 34 _3_=
— f(0 1-— 1-0 _
F(0) = lim N 0 _ lim = lim -z L _
x—0 xr — x—0 x x—0 x
e’ er 11—z er —(1—=x)
- - xr
_ _ _ —(1—
= lim l-z = lim -z 1-wz _ lim l-x = lim € ( ?) — (Indeterminagao)
z—0 T z—0 x z—0 T z—0 z(l —x) 0
1 e’ —(1—x) . e —1+ux e’ —1 x
= lim im = lim =
z—0 z(1— ) z—0 z(1 — x) s—0\z(l—2)  z(1-—2)
. e’ —1 1 1 et —1 . 1 . 1
= lim X + = lim x lim + lim =
z—0 €T 1—=2 1—=2 z—0 X =01l —2 201 —zx
—_————
Lim. Notavel
1 1
“Tooti—o T Mt

Exame — 2018, 2.2 Fase
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flx) = f(2)

22. Temos que, pela defini¢ao de derivada num ponto, f/(2) = lim2 5
z— xr —

Assim, vem que:

. x? — 2 B . 1 . i;lel _ 1
YRy 1) R (€3 Eo¥ () RN (€3 Kot 1) RN €3 B ()]
22 _ 97 -2 12— 2 =2 z(x — 2)
1 ! =4 & T ! =4 &
= x f(2)

T r—2

& 1:4><%><f’(2) & lzgxf’(Q) & 1=2f(2) & %ff’(Q)

Resposta: Opgao C

Exame — 2017, 2.2 Fase

23. Como os extremos relativos correspondem aos zeros da fungao derivada, comegamos por determinar a

expressao da fungao derivada da funcao g:

1
0_1Xk+;><:v—1nx —k+1—-Inx

2 2 z£0 2

Como a fungdo tem um extremo relativo para x = 1, entdo 1 é zero da fungao derivada (¢'(1)

que podemos determinar o valor de k resolvendo a equagao seguinte:

—k+1-In1l k41—
+ n :0@7+ 0:0@—k+1:0@1:k

/
1: —_—mm
J(1)=0 < e i

Exame — 2017, 2.2 Fase
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24. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:

/
f/($> _ (9 _ 275 (61—0,290 + 60,290—1)) — (9)/ _ 2,5 (61—0,2x + 60,290—1)/ _

—0- 2’5< (6170,21)/ n (60,2%1)/> _ o5 ((1 020 (¢17027) 4 (0,20 — 1) (%2 1) ) —
_ _275( —0,2 (61—0,295) 40,2 (eo,zz—l) ) — _25%02 (_61—0,2w + eO,Qac—l) _
=_-05 (_el—O,Qx + 60,2.’,8—1)
Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungao ([0,7]), vem:
0,5 (=€l 702 4 02071) 2 o 17020 | 0201 g g (0201 _ 12020

02r—1=1-022 & 02z4+02z=1+1 & 04dr =2 & 42 =20 & =5

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

x 0 5 7

f! + + 0 - -
f min — Max — min

Assim, podemos concluir que o valor maximo da fungdo f é atingido quando x = 5, ou seja, a distancia
méxima entre a superficie da d4gua e a ponte é:

f(5)=9-25 (e 0P 4 2Py — 925 (e el ) =925 (" +¢”) =9-25x2=9-5=4

Ou seja, o barco do clube ndutico nao pode passar por baixo da ponte, porque a distancia da superficie
da dgua ao topo do mastro é de 6 metros e a maior distancia entre a superficie da dgua e a ponte é de 4
metros.

Exame — 2017, 1.2 Fase

25. Como OP = PQ, entdo o tridngulo [OPQ)] é isésceles e OQ = 2a

Como as coordenadas do ponto P séo (a,f(a)) e as do ponto @ sao (2a,0), temos que o declive da reta PQ), é:

_0—f(a) _ f(a) y
MmPQ = 20—a  a

Como a reta r é tangente ao grafico da funcao f no ponto de
abcissa a, entao o declive da reta r, ou seja, da reta PQ, é igual

a f’'(a), pelo que:

a ‘ ;
Desta forma, temos que: ) i )
a 2a €T

Exame — 2017, 1. Fase
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26.

27.

28.

Como o declive da reta tangente ao grafico de uma fungao num ponto é igual ao valor numérico da
derivada no ponto, ou seja, f’(a) = 1,1, determinamos a expressao da derivada relativa ao intervalo ]0,1[:

Y
xT +x)/ (eaj)l+ (.,I:)/ em +1
! = 1 €z / = (e = = 4
f(l') (n(e +£L')) eT +x er 4+ x et +x
Assim, como o declive da reta tangente é 1,1, o valor de a é a f
solucao da equacao
la)=11 & == =11
fla) =1, e 1,1

horizontal definida por y = 1,1 numa janela coerente com a res-
tricao x €]0,1], e usando a fungéo da calculadora para determinar
valores aproximados das coordenadas dos pontos de intersecao de 0 0 ‘72 1 x
dois gréficos, obtemos um valor aproximado (as centésimas) da '
abcissa do ponto A, a = x4 ~ 0,72

|
|
Visualizando na calculadora grafica o gréafico da fungao f/, e a reta |
|
|
|
|

Exame — 2016, Ep. especial

Temos que:

o fl) = =) fle) - f(=1)
pfxl—lfr—ll r+1 79«*1—121 r—(-1) =7

Recorrendo a expressao algébrica funcao derivada de f, vem que:
p=f(-D=e'((-1)?+(-D)+1)=e'(1-1+1)=e'x1=-

Logo, vem que:

Como p é o valor da fungao derivada de f no ponto de abcissa —1, entao p é o declive da reta tangente
ao grafico da funcao f no ponto de abcissa —1

E assim, o simétrico do inverso de p, ou seja, o valor de ¢, é o declive de uma reta perpendicular a reta
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —1

Exame — 2016, 1.* Fase

Temos que, pela defini¢do de derivada num ponto f/(2) = lim M =6
z—2 Tr—2
Assim, vem que
i L@ = SQ) _ J@ Q) g (L @ ZT@N L, SO 2@ L
2 2 — 2 -2 z(x —2) =2\ T z—2 =2  z—o2 T —2 2

Resposta: Opgao A

Exame — 2015, Ep. especial
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29. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao f:

f(z) = (xQel_””)/ = (xg)/ x e ™" + 2% x (el_””)/ =2e T fa? x (1—z) xe 7" =

=2ze' ™7 £ 2% x (—1) x ! 7T = 2ze! 7T — z%e!7®

Calculando os zeros da derivada, no dominio da funcio (R{), vem:

2pel™ _ p20177 _ () o xel—x(2_x):0 s orel™T =0V 2—zr=0 <

S r=0Ve=0V2=z < 2=0V =2
~——

Impossivel

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

T 0 2 400
1 0 + 0 -
f min — Max —

Assim, podemos concluir que a fungdo f:

é crescente no intervalo [0,2];

é decrescente no intervalo [2, + oof;

tem um minimo para x = 0

tem um maximo para xr = 2

Exame — 2015, Ep. especial

30. Para calcular o declive da reta tangente, no ponto de abcissa 4 comegamos por determinar a expressao da
derivada da funcao, para z > 3:

f'(z) = (In(z - 3) — lnx)/ = (ln(x—?)))/ . (lnx)l = @=3 1 _ 1
Tz —3 rT—3 =z
Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa 4 é:
1 1 1 1 4 1 3
:I4 = - = - — — = — — — = —
melW =TT 1T 1
~ ) 3
Logo a equagao da reta tangente é da forma y = i +b
Como f(4) = In(4—-3) —In4 = Inl —In4 = 0 —In4 = —1In4, sabemos que o ponto P(4, — In4)

pertence ao grafico da funcao e também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equacdo da reta, podemos calcular o valor

de b:

Pelo que a equacao da reta tangente é:

—1n4:%><4+b & —Ind=3+b & —Ind-3=05b

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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Exame — 2015, 2.2 Fase
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31. Para determinar o instante em que a distdncia é minima, comegamos por determinar a expressao da
derivada da funcao d:

d'(t) = (10 + (5 — £)e™ %) = (10) + (5 — 1)’ x e 4 (5 — ) x (e ") =
=04 (—1)e "9 1 (5 — 1) x (—0,05t)'e 09 = —¢=00% 1 (5 _#) x (0,05~ ") =
= —e 005 _ (257095 1 0,05t~ 0058 = =005 (1 _ 0,25 4 0,05¢) = e~ "% (1,25 + 0,05¢)
Calculando os zeros da funcao derivada, com t > 0 vem:
dt)=0 o e 9051254+ 0,05t) =0 < ¢ 2% =0 Vv — 125+ 0,05t =0 <
N——
Eq.Imp.

1,25
0,05

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

& t=25

& 0,05t =125 < t=

t 0 25 400
d | - - 0 +
d |15| ™~ | min| —

Assim, como a fungdo d é decrescente no intervalo ]0,25] e crescente no intervalo [25, + oco[ podemos
concluir que a distancia do centro da esfera ao ponto P ¢ minima, quando ¢t = 25, ou seja 25 segundos
apds se iniciar o movimento.

Exame — 2015, 1.? Fase

32. Comecgamos por determinar a expressao da derivada da fungao g:
!

(1 —|—inx)/ _ (L+ )@ — (1+na)@?) (0+ Z) (%) = (1 +Ina) < 2w

g'(z) =

(22)2 74

1 9 x?
—xaz*=2zx(1+lnz) — —2z—2zlnx)

z z x—2x—2zlnz
- x4 - x4 20 x4 -
_ —r—2rxlnr z(-1-2lhz) —1-2nxw
B x? N x(x3) @ #0 a3

Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungiao (R*), vem:

—1—-2Inz
3

N =
=
I
Y
[N

=0& —1-2lmz=0A2°#0 & 2lhz=1 & lnz=—
——

PV,x2>0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

+00

)
D=

T 0 -

q n.d. + 0 —
g n.d. — Max —

. . . | _1 . _1 .
Assim, como g é crescente no intervalo |0,e 2} e decrescente no intervalo {e 2, + oo{ podemos concluir

. ~ oy _1 . o
que o unico valor de z, para o qual a fungdo g tem um extremo relativo, é x = e~ 2 que é um maximizante
da funcao.

gmat.absolutamente.net

Exame — 2014, E)JpA especial
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33.

34.

35.

22/57

A afirmacao (I) é falsa. Como a reta de equacao x = 0 é uma assintota vertical do gréfico de f, a funcao
nao é continua para x = 0, logo ndo é continua no intervalo [—3,5], pelo que ndo estdo verificadas as
condigoes de aplicacao do Teorema de Bolzano.

A afirmacao (IT) é falsa. Como lim (f(x) — 230) = 0 podemos afirmar que a reta de equacao y = 2z + 0
Tr—>—00

é uma assintota do grafico da funcdo f, quando x — —oo. Assim, quando x — —oo o grafico de f tem
uma assintota que nao é horizontal.

A afirmacao (III) é verdadeira. O limw
h—0 h

é positiva em R\ {0}, podemos afirmar que f é crescente em | —00,0] e também em [0, 4+ 00|, 0 que permite
confirmar a veracidade desta afirmagao.

é a derivada de f. Como a derivada existe e

Exame — 2014, Ep, especial

Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao g, para z < 0:

g'(x) = (—:c+f(x))/ = (—x+x— 1+ m(;))’ = (—1 + ln(;x))/ =—(1) + (m(-@)’ -

T

Calculando os zeros da derivada da fungao g, para x < O:

1—In(—2)

g (x)=0 5 =0 & l-In(-2)=0A 22#0 & l=In(-2) & —2=c'e r=—¢
T N——

P.V, pq z<0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

T —00 —e 0
1—1In(—x) - 0 + n.d.
x? + + + n.d.
g - + n.d.
g ~~— | min| — |nd

Assim, podemos concluir que a funcao g:

e ¢é decrescente no intervalo | — oo, — e];
e & crescente no intervalo [—e,0[;

e tem um minimo para x = —e

Exame — 2014, 2.* Fase

Comegando por determinar a expressao da derivada, temos:

f(x) = (a—i—ln (%))l = (a—i—lna—lnx)/ =(a) 4+ (Ina)’ — (Inz)’ =040 — % = —é

Assim, em R, a derivada é estritamente negativa, pelo que o gréafico da opgao (B) é o tinico compativel
com esta conclusao.

Resposta: Opgao B

Exame — 2014, 1.? fase
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36. Para calcular o declive da reta tangente, comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao,
para z > O:

1
Iz’ " Iz’ Inz)z—1 / —xz—Ilnzxl1 _
f%w:(&ijd::C%)+<nz>:CW+(nwx v Ci-ng

x x 2 2 2

_1—ln1_1—0_

1
12 1

Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa 1 é: m = f(1)
Logo a equagao da reta tangente é da forma y = mx + b

3(1)+1In1l
Como f(1) = 3(1)+Inl
também a reta tangente.

Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equacdo da reta, podemos calcular o valor
deb: 3=14+b < 2=10; pelo que a equagao da reta tangente é:

= 3+ 0 = 3, sabemos que o ponto P(1,3) pertence ao grafico da fungao e

y=x+2
Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014
37. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcgao:
F1t) = (4t +2)e>™7) = (4t +2)/ 714t +2) + (€37571) = 43T 4 (4t + 2)(3,75 — 1)'e> Tt =

— 463,75—t + (4t 4 2)(_1)63,75—t _ 463’75_t _ (4t + 2)63,75—15 _ (4 _ (4t + 2))63,75—t _
= (4—4t —2)e>T7t = (2 — 4)> T

Determinando os zeros da derivada, vem:

ffH)=0 & 2-4)>™1=0 & 2-4t=0Vv &P 1=0 o 2=4t & t=

Eq. Imp.,e375-t>0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

t 0

[«=BR NI
\
\

f! + +
f min — Max — min

Assim, podemos concluir que a fungdo f:

e & crescente no intervalo [0,1];

e ¢é decrescente no intervalo [%,6};

e tem um maximizante (%)
Como o nimero maximo de alunos com gripe ird ocorrer no instante ¢ = 0,5, o que corresponde a meio
dia apds as zero horas de segunda-feira, ou seja, segunda-feira as 12 horas.

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014
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38. Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungéo, no intervalo ]0, + ool:

6 \’ (6x) (z + 1) — 6z(x + 1)
x 6x ' 1y i ! (x—i—l) 1 (x+1)2
(21n<x+1>) <2x> <ln<x—|—1>> =y e a2 6
z+1 z+1
6(z+1) —62(1) 6x + 6 — 62 6
1 (x+1)2 1 (x+1)2 I (z4+1)%? 1  6(x+1) 1 I
T2 6z T2 6 ~ 2 6z T2 Gx(a+1)? 2 z(z+l)
z+1 z+1 z+1
z(zx+1) 2 Cx(z+1) -2 2’4 x—2
222+ 22

- 2¢(x+1) 2x(z+1)  2z(z+1)

Calculando os zeros da derivada, no intervalo ]0, 4+ oo[, vem:

2241z —2 _
N = —2=0A22%4+2040 & z= PN
202 4+ 2¢ i u,i/ r 2(1)

PV,z>0

-1+
»T:J &S r=-2Vzrx=1
——

2
Imp.,z>0

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

T 0 1 +00
1 n.d. — 0 +
f n.d. — min —

Assim, como f é decrescente no intervalo |0,1] e crescente no intervalo [1, + oo[ podemos concluir que 1 é

um minimizante da fungéo, pelo que f(1) é o valor minimo em |0, + ool.
Calculando o valor do minimo, temos:

:1_1n<6(1)>:1_ln<6> :1_1n3:1n(€;)_1n3:1n<€;> =1n(‘f>

f(1)2 1+1 2 2 2

Exame — 2013, Ep. especial
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39. Podemos descrever a monotonia da funcao g pela andlise do grafico, e relacionar com a variagao do sinal

40.

41.

da derivada:

T —00 a b 400
g — Max — min —
g + 0 - 0 +

Pela observagao do gréfico de g podemos ainda afirmar que -2 <a <0e 0<b< 2.

Como f(z) = g(x — 3), o gréifico de f resulta de uma translagao horizontal do grafico de g, de 3 unidades

para a direita.

Assim, temos que os extremos da fungdo f tém abcissas a + 3 e b+ 3, e a variagdo do sinal é dado por:

T —00 a+3 b+ 3 +00
f — | Méx | ™~ | min | —
1 + 0 — 0 +

Como —2 < a < 0, temos que 1 < a+3 < 3; e como 0 < b < 2, sabemos que 3 < b+ 3 < 5, pelo que o
grafico da opcao (A) é o tinico compativel com as condigoes.

Resposta: Opgao A

Exame — 2013, 2.* fase

e Como f(0) =a’=1e g(0) =a" =a =1, o ponto P(0,1) pertence aos gréaficos das duas funcoes,
pelo que a afirmacao (I) é falsa.

e Como a > 1 a fungéo g(x) = a™* é estritamente decrescente, pelo que também a afirmacgao (II) é

falsa.
1 1
e Como f'(z) = (a*)" = a*Ina, logo, f'(-1) =a 'lna = ~Ina = -4
a
1
e como ¢'(z) = (a"”)/ =—a"%Ina,logo ¢'(1) = —a 'lna=——1Ina = e
a a
E assim,
Ina Ina Ina Ina 2lna
Py - g = (Lne) e, e
a a a a a

pelo que a afirmacao (III) é verdadeira.

Resposta: Opgao B

Exame — 2013, 1.? fase

e Como —1 é um zero de f, temos que ¢’(—1) = f(—=1) x e} =0 x e~ = 0, sabemos que o declive
da reta tangente ao grafico no ponto de abcissa —1 é uma reta de declive zero, ou seja, uma reta
horizontal, o que ndo é compativel com o gréfico da opgao (I), pelo que este grafico ndo representa

a fungao g.

e Como e~ ® > 0,Vz € R, a fungdo derivada (¢’) e a fungao f tém o mesmo sinal. Ou seja, a derivada é
positiva apenas no intervalo ]2, + oo[, logo a fungéo g é crescente apenas neste intervalo, ao contrario
do que acontece com o gréfico da opgao (II), pelo que este grafico também nado é o que representa a

funcao g.

e Como lirf [g(x) — 2] =0, a reta de equacdo y = 2 é uma assintota do grafico de g. Da observagao
T—r+00

do gréfico da opgao (III), verifica-se que assintota deste grafico é a reta y = —2 e ndo a reta y = 2,
pelo que também nao é este o grafico da funcéo g.
Desta forma, o grafico da opgao (IV) é o tinico que pode representar a fungao g, uma vez que é compativel
com as condicOes enunciadas.
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42. Comecamos por determinar a expressao da derivada, para x > 0:

g (z) = (f(z) —x+1n2x)/ = (f(x))

/

— (@) + (n*2)" = (@) me +2(nz) - 1+ (In(x) x Inz) =

1 1
1><1nx+:1:><1+(lnx)’><lnx+lnx><(lnx)’1n:c+11+2<1n:c><> =

T T
21 2
=Inx+ nx:lnm(l—i—)
T

x

Calculando os zeros da derivada, no intervalo ]0,e], temos:
, 2 2 o 2
Jx)=0 & Inz(l+-])=0 & lnz=0V1i+—-=0 & e=zxVli=—" & z=1Var=-2
x xT €T N—_——
—2¢]0,e]

Como ¢’ s6 tem um zero no intervalo ]0,e] (x = 1) , a variacao do sinal da derivada e a relacao com a
monotonia de g é:

T 0 1 e

g n.d — 0 + +

g n.d — min — Max

Assim, podemos concluir que a fun¢éo g:

e ¢ decrescente no intervalo ]0,1];
e é crescente no intervalo [1,e];

e tem um minimo (cujo minimizante é 1) e um mdaximo (cujo maximizante ¢ e).
Exame — 2013, 1.2 Fase

43. O declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a é f'(a).
Assim, determinando a expressao da derivada, vem:

2
flz) = (xa + a2 lnx)/ = (3:“), + (a2 lnx)/ =az® 1+ a2(lnx)’ =az® ' + a2 <316) =az® ' + a;

Logo, temos que:
2

f'(a) =ax a '+ L =gt f g =at 44
a
Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013
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44. Comecamos por determinar a expressao da derivada:
C'(t) = (0,562 x e %) = 0,5((13) x e O 412 x (e~ O1)) = 0,5(2te™ " +2(~0,1e7"1)) =
=0,5 x 2te™ % — 0,5 x 0,120 = e~ 01 — 0,05t% 0 = te= (1 — 0,05¢)

Calculando os zeros da derivada, vem:

C't)=0 & txe ™ x(1-005)=0 & =0 Vv =0 v1-005t=0 &
v H/_/
Eq.Imp.,t>0 Eq.Imp.,e—%1t>0

& =20

—0,05t = —1 t=
< —0,05 & 0.0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

t 0 20 400

o + + 0 -
C min — Max —

Assim, como C' é crescente no intervalo ]0,20] e decrescente no intervalo [20, 4+ co[ podemos concluir que
quando t = 20, a concentracao do produto quimico na dgua é maxima.

Exame — 2012, Ep. especial

45. Sabemos que o declive da reta tangente (m) por ser calculado por:

Ce s
e a tangente da inclinagao: m = tg 1= 1

e 0 valor da derivada no ponto de abcissa a
Determinando a expressao da derivada, vem:

T ! z\’ 1
» c (5+2) (B)+@ 540
f’(x)z(ln(f+2)> = 3:)5 — 3 =3 -
3 =42 £, 6 r+6  2+6
3 33 3
Logo, m = f'(a) = !
’ a+6
Desta forma temos que:
a+6:1 & 1l=a+6ANa#-6 & a=-5

Resposta: Opgao D
Exame — 2012, 2.* Fase
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46.

47.

28/57

Como o declive (m), da reta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa -1 é f'(—1), comegamos por
determinar a expressao da derivada, para x < 0:

f’(x) _ (mel—m)/ _ (x)/el—w +x(el—z)/ —1xel™® +$(1 . x)/el—x —el-w +.’L‘(—1)61_I R
Calculando o declive da reta tangente temos:
m=f(=1)=e' =Y — (—1)el 7T = 2 4 e2 = 2¢2

Calculando as coordenadas do ponto de tangéncia, temos: f(—1) = (=1)e!~(-1) = —¢2, ou seja, o ponto
P(—1, — €?) é um ponto do grifico de f que também pertence & reta tangente.

Substituindo o valor do declive na equacdo da reta, vem y = 2e2 x x + b

Substituindo as coordenadas do ponto na equacao da reta, calculamos o valor da ordenada na origem:

—e? =2 x (-1)+b & —e*=-22+4+b & —*+22=b & =0
Logo, a equagao reduzida da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto de abcissa x = —1 é:
y =2 x x4+ e’

Exame — 2012, 1.* Fase

Como as retas r e s sdo paralelas, os respetivos declives sdo iguais.

Como o declive da reta r é f/(2) e o da reta s é f/(b), temos que f/'(2) = f'(b), ou seja b é uma solugéo
da equagao f'(z) = f'(2)

Como é conhecida a expressao analitica de f’(z), podemos calcular
9 9 9 8 9 1
"(2) =22 —4(2 ——4In2—-1)=4—-84=-—4In(l) =4+ - —4x0=—+=-==
72) ()45 4@~ 1) =4-8+ 5 —4ln(l) = 4+ 5 ~Ax0=—_ +5 =
Logo, podemos tragar na calculadora o grafico da fungao derivada e
a reta de equagao y = %, numa janela compativel com o dominio da Y
funcédo, que se reproduz na figura ao lado.

fl
lores aproximados das coordenadas de pontos de intersegao de dois

gréficos, podemos determinar as solugoes da equagdo f'(z) = %, que
sao as abcissas dos pontos de intersegao. K

N[ =

Recorrendo a fungao da calculadora que permite determinar va-
I
|
[

0 2

Determinando o valor, arredondado as centésimas, do ponto I
de intersecao dos dois gréficos, temos 1(4,14;0,50) - o outro ponto tem
abcissa 2, que ¢é a abcissa do ponto A.

Como b é uma das solugdes da equagao (diferente de 2), temos que b ~ 4,14

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012
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48.

49.

29/57

Podemos descrever a variacao do sinal de I/, pela andlise do gréfico, e relacionar com a monotonia da
fungao h:

T 0
h + 0 —
h — | Mix | T~

Ou seja, a fungdo h é crescente se x < 0 e decrescente se > 0, e apenas o grafico da opcao (D), é
compativel com esta conclusao.

Resposta: Opgao D
Exame — 2011, Prova especial

Como o declive (m), da reta tangente ao gréfico de g no ponto de abcissa 1 é ¢'(1), comegamos por
determinar a expressao da derivada:

/

g'(@) = (2z = 1) x f(2)) = (22 — 1) f(z) + (22 = 1)(f(2)) = 2f(z) + (22 = 1)f'(2)
Calculando o declive da reta tangente temos:
m=g¢(1)=2f1)+QRz—-1)f(1)=2x1+2(1)-1)x1=2+1x1=3

Calculando as coordenadas do ponto de tangéncia, temos: g(1) = (2(1) —1) x f(1)=(2—-1) x1=1, ou
seja, o ponto P(1,1) é um ponto do grafico de g que também pertence & reta tangente.

Substituindo o valor do declive na equagao da reta, vem y = 3z + b

Substituindo as coordenadas do ponto na equagao da reta, calculamos o valor da ordenada na origem:

1=3x14b & 1-3=b & -2=b
Logo, a equagao reduzida da reta tangente ao grafico da fungao g no ponto de abcissa x =1 é:
y=3x—2
Resposta: Opgao A

Exame — 2011, Prova especial
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50. Comecamos por determinar a expressao da derivada para x # —1:

ro) = (1 ) = () oy = SR e Dol s D0 e

1 _ eotl 1 _ eotl - (1—ext1)? +0=

CIx(I—emt) — (x4 1)((1) — (z+ 1)) _1- et —(z+1)(0—1x e

(1 _ eg;+1>2 (1 _ em+1)2
7 1_em+1_(m+1)(_ez+l) _ 1_ex+l_(_xez+1_ez+l) 7
- (1 _ 6x+1)2 - (1 _ ex+1)2 -
- 1— ew-‘rl + xew-{-l + ew-i—l B 1 + wez-‘rl
- (1 _ ez+l)2 - (1 _ ez+1)2
C.A.

Como a funcao f’ resulta de operacoes sucessivas de funcoes

continuas em R, é uma fungao continua em R\ {—1}, e, por isso, 140 x e 140

I — —
também é continua em [0,1]. F1(0) = (I—e0th)2 — (1—el)2
1
: 1 . - ~ 0,34
Como 3 = 0,25, temos que 0,21 < 1 < 0,34, ou seja, (1—e)?
1
(1) < 1 < f(0), entdo, podemos concluir, pelo Teorema de
1
Bolzano, que existe ¢ €]0,1[ tal que f'(c) = -, ou seja, que a | (1) — L+lxe*t 14
I ! A s L e L
equagao f'(z) = 1 tem, pelo menos, uma solugao em ]0,1][. 1
= ~ 0,21
(1—e)? 7

Exame — 2011, Ep. especial

51. Comegamos por determinar a expressao da derivada, em |2, + ool:

(1+0)In(z+1) = (x+1) x

(In(z +1))° (In(z +1))°)

( x+1 )/_ (x+1)'ln(az+1)f(x+1)(ln(x+1))/

In(z+1))

:ln(x—l—l)—(x—i—l)’ :ln(a:—i—l)—l
(In(z + 1))2 (In(z + 1))2

Determinando os zeros da derivada, em ]2, 4 co[, temos:

In(zx+1)—1

(1n(x+1))220 < In(z4+1)—-1=0A w o @+ =1 o

PV,z>2=In(z+1)>In3
S@E+l)=e & z=c-1

Logo, como e — 1 < 2, a fungdo derivada néo tem zeros em ]2, + oo].
Como, para z > 2,

e In(x+1)—1>1n(3) — 1, temos que In(x +1) — 1 > 0, Vo €]2, + o0
e In(z + 1) # 0, temos que (In(z + 1))2 >0,V €]2, + o0]

temos que f’ é sempre positiva no intervalo ]2, + oo[, o que significa que a funcao f é sempre crescente
neste intervalo.

Exame — 2011, 2.* Fase
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52.

53.

Pela observacao do grafico podemos afirmar que:
e Em 2 = —3 a funcdo é crescente, ou seja, f'(—=3) >0
e Em z =0 a funcéo é decrescente, ou seja, f'(0) < 0
e Em z = 6 a fungdo é crescente, ou seja, f'(6) > 0
Assim, temos que:
e f(0)x f'(6) <0
o f/(=3) x f(6) >0
e f/(=3)x f(0) <0
e f/(0) x f'(6) <0
Resposta: Opgao D

Exame — 2011, 1.? fase

Comegamos por determinar a expressao da derivada:
T'(t) = (15 n 0’1t2670,15t)/ — (15) + (0’1t2670,15t)/ — 04 071((252)/670,1515 _|_t2(€70,15t)/> _
= 0,12t x €1 4 ¢2(—0,15)e 017 ) = 0,1 (2t 01 — 0,15¢% 7017 )

= 0,2te” 15 — 0,015t2e= 915 = e =015%(0,2 — 0,015¢)

Calculando os zeros da derivada, temos:

T'#) =0 < te O1%(0,2-0,015t) =0 < t=0VvV %% =0 Vv0,2-0015t=0 &<
N———

Eq. Imp.,e=0:15t>0

0,2 40
t= 2 = 0,015t t= =t t= t=—
& 0V o, 0,015t < 0V 0.015 & 0V 3

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

t 0 40 20
T 0 + 0 _ _
T min — Max —

Assim, como C' é crescente no intervalo [O,%] e decrescente no intervalo [4—??,20] podemos concluir que

¢é tinico o maximizante da fungao.

40
3

Como % ~ 13,333 corresponde a 13 horas e 0,333 x 60 minutos (ou seja 20 minutos), temos que as

13 horas e 20 minutos do dia 1 de Abril de 2010, se registou, no museu, a temperatura ambiente maxima.

Exame — 2011, 1.* fase
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54. Averiguando a existéncia de assintotas horizontais, temos:

3 3 3
1- = 1- = = =
* x;@mf(x) stz —1  —oo—1  —oo 0
2+1 2 1 2 1 2
o lim f(@)= lim "% _ lim ( ”): lim =+ lim — =— 40=0+0=0
T—400 r——400 xT r—4o00 \ T €T r——4o00 L r—+o00 X —+00

Lim notével

Pelo que podemos afirmar que a reta de equagao y = 0 é a assintota horizontal do gréfico de f.

Determinando a expressao da derivada, para x > 1, temos:

22 2 22 22

1
(2+lnx>/ _@+ha)(@) - @t+ha)e)  OFD@-CFma) g9 me  —1-Ine

Como e > 1, o declive da reta tangente no ponto de abcissa e, é dado por:

—1—Ine -1-1 =2

!
m = f'(e) = o2 T e o2
Determinando a ordenada do ponto do gréafico de abcissa e, temos:
24+Ine 241 3
fle) = - s
e e e

Como o ponto de abcissa e, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto
e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

-2 2 2
§:—2><e+b<:> §:—7+b<:> §+*:b<:> §:b
€ € (& € € e (&

Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa e, é:
2 5
Yy = - Xx+ -
e e

E a abcissa do ponto de interseccdo com a reta de equagdo y = 0 (a assintota horizontal), pode ser
calculada como:

2 5 2 5 2 5 5e? Se
y=—5xx+-Ny=0 & 0=—5Xz+- & S Xr=- & v=—_- & =
e e e e e e 2e 2
Ou seja, as coordenadas do ponto de intersecao da assintota horizontal com a reta tangente ao gréafico de
f no ponto de abcissa e, sao
be
P|{—,0

55. Através da andlise do gréfico, podemos descrever a variagdo do sinal da derivada para relacionar com a
monotonia da fungao f:

Exame — 2011, 1.? fase

x a b
f! + 0 - 0 +
f — Max — min —

Logo, o tinico gréfico apresentado compativel com a monotonia estudada é o grafico da opgéo (A).

Resposta: Opgao A

Exame — 2010, Ep. especial
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56. Comecamos por determinar a expressao da derivada para x > 2:

1 AT 11

—z—Inz) =(z-z)] —(lnz) == - =

) ) 5
Calculando os zeros da derivada, em ]2, +00[, temos:

1
=0 & == S rz=5A z#£0

PV, 2>2

| =
8=

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

T 2
I n.d. — 0 +
f n.d. — min —

ot

+00

Assim, como f é decrescente no intervalo ]0,5] e crescente no intervalo [5, + oo[ podemos concluir que 5 é
Unico o minimizante da fungéo no intervalo |2, +00[, pelo que f(5) é um minimo da fungao neste intervalo.

Exame — 2010, 2. Fase

57. Comecamos por determinar a expressao da derivada:

!

f(z) = (_ T+ 62x3—1)’ = —(z) + (623:3—1) — 14+ (2373 _ 1)/e2x3—1 - _1 +6m262x3—1
Como o declive (m) da reta tangente ao grafico de f em x =0 é f/(0), temos que:
g g ) q
m=f(0)=—1+6(0)220"1 = _14+0=—1

Determinando a ordenada do ponto do grafico da fungao que tem abcissa zero, temos:
2(0)%-1 0—1 -1 1

f(0)=-0+e =0+ t=et=2

e

Como o ponto de abcissa 0, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto e
o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

1 1 1
- =—-1x04b & —=04+b & b=-
e e e
Desta forma, a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0, é:
1
Yy=-x+ -
e

Exame — 2010, 2.2 Fase
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58

59.

60.

34/57

. Para estudar a monotonia da fungdo f, devemos analisar o sinal da funcgdo f’, pelo que podemos tragar

o grafico de f’ na calculadora grafica, numa janela compativel com o dominio da fungdo, para obter o
grafico reproduzido na figura seguinte.

Depois, recorrendo a funcao da calculadora que permite determinar
valores aproximados para um zero de uma funcao, num intervalo,

podemos encontrar a solu¢ao da equagao f'(x) = 0, com aproximacao yA
as centésimas: x ~ 0,57.
|
Pela andlise do grafico podemos ainda determinar a variagdo do !
sinal da funcao f’, para depois relacionar com a monotonia da funcao f: !
|
|
T 0 0,57 3 |
|
i n.d. — 0 + n.d. !
|
f n.d. — min — n.d. |
! S
Assim temos que a fungao f: 0 0,57 37
e ¢ decrescente no intervalo ]0;0,57[
e §é crescente no intervalo ]0,57; 3]

e tem um minimo absoluto para x =~ 0,57

Exame — 2010, 1.2 Fase

Comegamos por determinar a expressao da derivada:
flx)=(3+ 49526_”)/ = (3)'+ (4x2)le_’”+4x2 (e‘“)/ = 0+8ze “+4x?(—x) e ™ = 8re " +4a*(—1)e " =
=8re ™" —4x?e™" = % (8x — 4x?)
Calculando os zeros da derivada, temos:
flz)=0 & e *Br—42?)=0 & ¢7=0 V8r—42’=0 & 28—42)=0 <
N———
Eq Imp, e=*>0
& r2=0V8—4dr=0 & =0V 8=4dr & =0V ar=2

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

z —00 0 2 +00
I - 0 + 0 -
f — min — Max —
Assim, como f é decrescente no intervalo | — 00,0] e em [2, + oo[; e crescente no intervalo [0,2] podemos

concluir que 0 é tinico o minimizante da funcdo, pelo que f(0) é o inico minimo da funcao.
Calculando o valor do minimo, temos:

f(0)=3+4(02e® =34+0=3
Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010
Como a derivada de g é:
g (@) = (f@)+2) = (f@) + (@) = ['@&) +1

Assim, o grafico de ¢’ é a translagdo do grafico de f’ pelo vetor @ = (1,0), ou seja com um deslocamento
vertical de uma unidade no sentido positivo.
Desta forma o gréifico da opgao (D) é o tinico compativel com esta informacao.

Resposta: Opgao D

Exame — 2009, 2.? fase
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61. Comecgamos por determinar a expressao da derivada:

A(t) = (2=t+5In(t+1)) = 2) —(t)'+(5In(t+1)) = 0-1+5 (iill)/) =-1+5 <t—|—11> = _H%

Calculando os zeros da derivada, temos:

5 5
AN=0 & -1+ —=0 & —=1 & 5=t+1At+1#40 & 4=t N t# -1
®) +t~|—1 t+1 * 17 i/—’
PV, t€[0,16]

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

t 0 4 16
A + + 0 - n.d.
A min — Max — n.d.

Assim, como A é crescente no intervalo [0,4] e decrescente no intervalo [4,16] podemos concluir que 4 é
Unico o maximizante da fungao, pelo que A(4) é o tnico minimo da fungéo.
Calculando o valor do maximo da fungao e arredondando o resultado as centésimas, temos:

A4)=2—-4+5In(4+1)=-2+5In5~6,05
Logo, a area maxima afetada pela doenca foi aproximadamente de 6,05 ha.

Exame — 2009, 2.2 Fase

62. Comecamos por determinar a expressao da derivada:
C'(t) = (2te™ %) = (26)'(e7%%) 4+ 2t (e7%%) = 2 x 703 1 2¢(—0,3t) e O3t =

=2e7 93 1 2¢(—0,3)e” "3 = 2703 — 0,6t 03" = 703%(2 — 0,6¢)
Calculando os zeros da derivada, temos:

2

=t &
0,6

C't)=0 e e "2 -06t) =0 =0 Vv2-06t=0 < 2=0,6t <
N——

Eq Imp, e=%:3t>0

& 2 —t@Q—u@E—t
6 6 3
10

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcdo, vem:

t 0 +00

o (w3

(o + +
C min — Maéx —

. . . 10 . 10 .
Assim, como C' é crescente no intervalo {0,3] e decrescente no intervalo [3, + oo{ podemos concluir

10 . o -
que 3 ¢ tinico o maximizante da funcao.

10 1 1 1
Como 3 = 3+ 383X 60 = 20 (- de hora sdo 20 minutos) temos que a concentragao méxima do

medicamento no sangue ocorreu 3 hora e 20 minutos apés a toma, ou seja, as 12 horas e 20 minutos.

Exame — 2009, 1.2 Fase
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63.

64.

65.

36/57

Como grafico de g é uma reta de declive negativo, temos que, sendo y = az + k a equagao dessa reta,
g (x)=a,ea<0.

Assim, a expressao da derivada de h, é:
W(x) = (f(z) +9(x) = f(2) + ¢ (2) = @*+1) + k=22 +a
Ou seja, o gréfico de b’ é uma reta de declive 2 e ordenada na origem igual a ¢'(z).
e Como m = 2, temos que m > 0,
e ecomob=aea<0,entao b <O0.
Resposta: Opcao B

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009

Como o ponto A (o ponto de tangéncia) pertence ao eixo ordenadas tem abcissa zero, logo as suas
coordenadas sdo A(0,1).

Como o declive da reta tangente (m) é dado pela fungéo derivada para a abcissa do ponto de tangéncia,
temos que:

m= f'(0) = (2(0) +4)e® = (0+4) x 1 =4

Substituindo o valor do declive e as coordenadas do ponto de tangéncia em y = mx + b, calculamos o valor
da ordenada na origem:
1=4x0+b & 1=0

Logo a equagao da reta tangente ao grafico de f, no ponto A é:
y=4z+1
Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009

Comegamos por determinar a expressao da derivada:

em>/ (e")x —e(x)  e*xz—e"x1 xe®—¢"
2

f(a) = <x 22 2

€T x

Como o declive (m) da reta tangente ao grafico de f em z =2 é f'(2), temos que:

2¢2 — 2 e?
= /2 = — e
m=ye)="5 =

Determinando a ordenada do ponto do grafico da fungao que tem abcissa zero, temos:

Como o ponto de abcissa 2, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto e
o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

[

e2 2 2 e 62 62

€ (&
7:72 _—= — —_——_—— = =
5 4><+b<:>2 2+b<:>2 5 b & 0=0b

Desta forma, a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0, é:

= — X
Y 1 €T

Exame — 2008, Ep. especial
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66.

67.

Comegamos por determinar a expressao da derivada:

(#*4+1) 2240 2z

/ _ 2 r_
f(x)—(ln(x +]‘)) - 22+ 1 _$2+1_$2+1

Calculando os zeros da derivada, temos:

2

T 0 e 2=0A22+140 & =0
z?2+1 N———
PV, 22+1>1

Analisando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de f, temos:

T —00 0 +00
bl — 0 +
f — min —

Assim, podemos concluir que a fungdo f:

e ¢é decrescente no intervalo | — 00,0];
e & crescente no intervalo [0, + oof;

e tem um tnico extremo - um minimo (cujo minimizante é 0).

Calculando o valor do minimo, vem:
f(0)=In(0*+1)=In(0+1)=Inl1=0
Exame — 2008, Ep. especial

Pela observacao do grafico sabemos que f’ é constante, e positiva, para < 0, porque a fungdo varia num
ritmo constante e é crescente, pelo que apenas as os graficos das opgoes (A), (B) e (C) sao coerentes com
esta informagao.

Como a semitangente ao grafico de f a esquerda de 0 tem declive positivo, e a semitangente ao grafico de
f a direta de 0 tem declive negativo, ou seja,

i FE 1O () £(0)

z—0— z—0 z—0+ x—0

Podemos concluir que nao existe limM
x—0 rz—0

graficos que sdo compativeis com esta informagao sao os das opgoes (C) e (D).

, pelo que f' ndo estd definida em x = 0; e os unicos

Resposta: Opgao C

Exame — 2008, 1* fase
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68. Comecamos por determinar a expressao da derivada:

(x+1) 1
x+1 r+1

W(z)=(@4—z+nz+1) =@) () + (In(z+1) =0-1+

Calculando os zeros da derivada, temos:

1 1
Mz)=0 & -1+ ——=0 &
(@) +x+1 x+1

=1 & l=z4+1ANzx+1#0 & 0==x
———

PV, z>—-1

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de h, temos:

x —1 0 +00
h n.d. + 0 —
h |nd | —7 | Mix | ——~——

Assim, podemos concluir que a funcgao h:

e ¢ crescente no intervalo | — 1,0];
e ¢é decrescente no intervalo [0, + oof;

e tem um unico extremo - um maximo (cujo maximizante é 0).
Calculando o valor do maximo, temos:
h(0)=4—-0+In(0+1)=44+Inl=4+0=4

Exame — 2008, 1.2 fase

69.

69.1. Como o ponto A é o ponto de ordenada maxima, a abcissa deste ponto é o zero da derivada. Assim,
determinando a expressio da derivada em [0,3], vem:
(1+ 3x) 3

(2 -2+ In(1+32) = (2) = (@) + (In(1+32)) =014+ —r = —1+ T

Calculando os zeros da derivada em [0,3], temos:

3 3
=0

-1 &
+1+3J: 14 3x

2
=1 & 3=1432A1+32#0 & 3-1=3z & -==x
———— 3

PV, 2>0

Como a ordenada do ponto A é o tnico méximo de f em [0,3], e a derivada da fungdo f sé tem um

zero neste intervalo, podemos garantir que a abcissa do ponto A é o zero da derivada, ou seja, x4 = 3

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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69.2. Como o declive da reta tangente num ponto, é dado pela derivada da fun¢ao nesse ponto, e o declive
da reta r é 0,23, sabemos que a abcissa do ponto B é a solugao da equagao f'(z) = 0,23

Como a abcissa do ponto B é negativa, vamos determinar a expressao de f’, para = € [—3,0[:

f@y_<&1+$> (" —1+a)a— (e —1+a).(x) (C—0+1).x—(e"—1+a).1

x N x? 22
(e +1)x—(e"—14x) ze"trx—e"+1-—0 x°—e"+1
= 22 = 2 = 22
. . ~ ~ y

Assim a abcissa do ponto B é a solugdo da equagdo
r.e® —e” +1
T _023

v r.e® —e* +1
Tragando na calculadora o grifico de f'(z) = ————— e da 0,23

T |

reta y = 0,23, numa janela compativel com o dominio [—3,0],
obtemos o grafico que se reproduz na figura ao lado. -3

N
?

|
1,23 0 x

Depois, recorrendo a fungao da calculadora para determinar valores aproximados das coordenadas
de pontos de intersecao de dois graficos, obtemos a abcissa do ponto de intersecao dos graficos repre-
sentados, com aproximagao as centésimas, que coincide com a abcissa do ponto B:

rp ~ —1.23

Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008

70. Comegamos por determinar a expressao da derivada:

2y 2 2
(@) = (1—In(?) = (1) - (In(2?) =0 &) _ 22 _ 2
() = (1-1In(z?) = (1) = (In(z?)) =0 — e -
Calculando os zeros da derivada, temos:
fllz)=0 & _2:0 N 2:0
x T
——

Eq. Impossivel

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de h, temos:

T —00 0 +o00
I + n.d. —
f — n.d. —

Assim podemos concluir que a funcao f:

e & crescente no intervalo | — 00,0];
e ¢ decrescente no intervalo [0, + oo[;

e nao tem qualquer extremo.

Exame — 2007, 2.* Fase
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71. Para estudar a monotonia da fungao comegamos por determinar a expressao da funcao derivada:
I/(x) _ (106—0,051)’ =10 (6—0,0596)’ _ 10(_0’05x)/e—0,0596 =10 x (_0’05)6—0,0510 _ _0756—0,051

Como e~%95 > 0, para qualquer valor de z, entdo —0,05 x e~%% < 0, ou seja I’(z) < 0, pelo que podemos
concluir que a funcéo é estritamente decrescente no seu dominio.

Relativamente a existéncia de assintotas do grafico de I, como a funcao estd definida para x > 0 e é
continua (porque resulta de operagoes entre fungoes continuas no dominio da fungao), s6 podem existir
assintotas quando x — +oo

Averiguando a existéncia de uma assintota horizontal temos que:

lim I(z) = lim (10e7*%%") = 10e700*(+>9) = 10¢7>° = 10 x 0F =0

r—+00 r—r+400

E assim podemos concluir que a reta de equagao y = 0 é uma assintota horizontal do grafico de I e nao
existem outras assintotas.

Assim, a funcgao ser estritamente decrescente, no contexto da situagao descrita, significa que a um au-
mento do nimero de metros abaixo da superficie corresponde sempre uma diminuicao da intensidade da
luz solar, ou seja, a intensidade da luz diminui com um aumento da profundidade.

A reta de equagdo y = 0 ser assintota do grafico de I, significa no contexto da situagao descrita, que a
intensidade da luz solar tende para zero com um aumento arbitrariamente grande da profundidade.

Exame — 2007, 1.* Fase

72.

72.1. Comegamos por determinar a expressao da derivada, para x €]0,1[:

1
(i),: (z)'Inz —z(nz) 1xlnzx<x) _lnz—1

Inx In? N In? x In? x

Calculando os zeros da derivada, no intervalo ]0,1[, temos:

Inz—1

2

| =0 & Inz—1=0AI°z2#0 & he=1Ahz#0 & z=cAz#l
n“z

Como z €]0,1] e e > 1, concluimos que f'(x) ndo tem qualquer zero neste intervalo.
Assim, como no intervalo ]0,1[, In(z) < 0 temos que Inz — 1 < 0, e como In*(z) > 0 (no mesmo

intervalo), temos que:
f(z) <0, Vz €]0,1]

pelo que a funcao f é estritamente decrescente neste intervalo.
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72.2. Determinado a expressao da derivada, para z > 1, temos:
(eriI)/ = (x)'e%m—i-m(e%x)/ =2 pa(2—a) e = 2 T a(—1)e* T = 2T —pe? ™ = 2% (1—1)
O declive da reta r pode ser calculado como:
m,=f'(2)=e*?(1-2)=e"(-1) = -1

Como a reta s é paralela a reta r, e tem a
ordenada na origem igual a zero, a equacao Y
dareta sé: y=—x

Tracando a reta s e o grafico da funcao
f numa janela compativel com o dominio da
funcao e que permita visualizar o ponto de

intersegao obtemos o grafico reproduzido na f
figura ao lado.

& N 037

Depois, recorrendo a funcao da calculadora 0 z
que permite determinar valores aproximados  —0,37

para as coordenadas de um ponto de interse¢ao
dos gréaficos de duas funcgoes, encontramos
as coordenadas do ponto, arredondadas as
centésimas (0,37, — 0,37)

Exame — 2006, E)JpA especial
73. Como o ponto ) pertence ao grafico de f e tem abcissa 2, podemos calcular a respetiva ordenada:
f(2)=2+2In(2-1)=242In1=242x0=2

A reta r é tangente ao gréfico de f no ponto (2,2), contém este ponto e tem declive m = f/(2). Assim
determinando a expressao da derivada, temos:

f'(z) = (z+zn(z - 1))’ = (z) + (z)'In(z — 1) + z(In(z — 1))/ =

(x—1)" I x
pog| —1—|—ln(x—1)—|—:£><x_1—l—l—ln(z—l)—kx_l

=1+1xIn(z—1)+zx

Assim, calculando o valor do declive, vem:

2 2
m:f’(2):1+ln(2—1)+ﬁ:1+ln1+1:1—|—0—|—2:3

Substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia e o declive em y = mx + b, podemos calcular o valor
de b:
2=32)+b & 2=64+b & 2—-4=b & —4=0D

Pelo que a equagao da reta r é: y =3z —4

Assim, a abcissa do ponto P pode ser calculada através da equacgao da reta r:

Ty
4 R 2 !
y=3r—4 Ny=0 & 0=3z—-4 & 4=3r & gza:
Logo a area do trapezio é: 2
RQ+OP _— xg+ap 24 4 4 6 4 10 4 Q)
A =— xOR=——"— = 3 x2=24-=—+-=— O 4
[OPQR] B) X 5 X Yr 5 X +3 3+3 3 . P

Exame — 2006, 2.? fase
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74. Comegamos por determinar a expressao da derivada:
Al(z) = (xe_x)/ = (x)’e_’”—i-a:(e_”)l =lxe "+z(-x)e " =e"+a(-1)e = "—ze " = "(1—x)
Calculando os zeros da derivada, temos:

Ar)=0 & e"(1-2)=0 & ¢ =0 Vi-2=0 & l=x
Eq Imp, e=*>0

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de h, temos:

T 0 1 400
A’ n.d. + 0 —
A n.d. — Max. —

Assim, podemos concluir que a funcao A:

e ¢ crescente no intervalo ]0,1];

e ¢é decrescente no intervalo [1, + oof;

Como a fungéo A é crescente no intervalo ]0,1] e decrescente no intervalo [1, + oo[, podemos concluir que
a fungao s6 tem um extremo, e 1 é o maximizante.
Calculando o valor maximo que a area do triangulo pode assumir, temos:

Exame — 2006, 1.* fase

75. Comegamos por determinar a ordenada do ponto em que a fungdo interseta o eixo Oy:
fO)=e™ 4 1=€e"+1=14+1=2
Como a reta r contém os pontos A(—6,0) e B(0,2), podemos calcular o seu declive:

yp—ya  2-0 2 1
My = =

tp—xa 0—(—6) 6 3

1 1
Ou seja, o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0 é 3’ pelo que f/(0) = 3

Determinando a expressao da derivada temos:

f(x) = (e + 1)’ = (az)'e™™ + (1) = ae® + 0 = ae™
Logo f'(0) =ae® =axe’ =ax1=a
Igualando o valor da derivada ao declive da reta tangente, vem: a = %
Resposta: Opgao B

Exame — 2005, Ep. especial (c6d. 435)
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76. Relacionando a monotonia de f com o sinal de f/, temos:

T —00 0 +o00
— | Miéx. | T~
f! + 0 -

Determinando a expressao da derivada de g:
g @) = ((f@)?*) = (f2) x f(@) = (@) x f(x) + f(z) x f'(x) = 2f (@) [ ()

Logo, como o maximo de f é -1, sabemos que f(z) < 0,Vz € R, pelo que podemos estudar a variagao do
sinal de ¢’, para relacionar com a monotonia de g:

!

T —00 0 +00
f + 0 -

f — _ _

2 + + +

g - +

g — min. —

Assim, como g é decrescente em |—00,0] e é crescente em [0,4 00, podemos afirmar que 0 é um minimizante
de g.
Assim, calculando o valor do minimo de g, temos:

Exame — 2005, Ep. especial (céd. 435)
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77. Comegamos por determinar a expressao da derivada:

"(x) = (22 4+ 101n(1 — 0,1z)) = (22)" + (10In(1 — 0,1z)) =2+ 1 —
h'(z) (3:—|— 01n( O,x)) (x)—|—(0n( O,x)) 4+ 10 x I 01s 01z

oy -1 2(1-0,l2) -1 2-02z—-1 1-02z
N 1-0,1z 1-0,lx 1-01z  1-01l1z  1-01lz

Calculando os zeros da derivada, temos:

1-0,2
W(z)=0 & ﬁ:o < 1-022=0A1-01lz#0 ©1=02z AN 1#0,lz <
1
= 0223@/\017&m S r=5Az#10 & z=5

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de h, temos:

T 0 5 a

1% + + 0 — —
h min — Max. — min

Assim, podemos concluir que a fungao h:

e §é crescente no intervalo [0,5];

e ¢ decrescente no intervalo [5,al;

Como a fungao h é crescente no intervalo [0,5] e decrescente no intervalo [5,a], podemos concluir que a

funcao s6 tem um maximo e 5 é o maximizante.
Calculando o valor méximo da funcao, e arredondando o resultado as décimas, temos:

h(5) = 2(5) + 10In (1 — 0,1(5)) = 10 4+ 101In(1 — 0,5) = 10 + 101n(0,5) ~ 3,07

A maior altura que a bola atingiu, relativamente ao solo, depois de pontapeada foi de 3,07 metros.

(1-01z) _  10x(0-01)

Exame — 2005, 2.* Fase (céd. 435)

78. A reta r é tangente ao gréfico de f no ponto Q(1,3), contém este ponto e tem declive

m=f'(1)=2+1)In(l)=241x0=2

Substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia e o declive em y = mx + b, podemos calcular o valor

de b:
3=2(1)+b & 3=24b & 3-2=b & 1=

Pelo que a equacao da reta r é: y =2x + 1

Substituindo ¥y = 0 na equagao da reta r, calculamos a abcissa do ponto em que a reta interseta o

eixo Oz, ou seja, a abcissa do ponto P:

1
0=2x+1 & —-1=2zr < —5233

Exame — 2005, 1.* Fase (céd. 435)
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79.

80.

81.

82.

Pela observacao do grafico podemos afirmar que:
e Como a fungéo h é continua em R, f(0) = liH(l) h(zx), pelo que como f(0) € R, lin%) h(z) # +o0; logo
T— T—
a afirmacao da opcao (A) nao é verdadeira.

e dx eR: f(z) # —f(—=x), ou seja a fun¢do h nao é impar; pelo que a afirmacao da opgao (B) nao é
verdadeira.

e Como a h é decescente em [0,3], Yz €]0,3[,h/(z) < 0, ou seja, a afirmacao da opcdo (D) ndo é
verdadeira.

Nem o grafico, nem a informagao complementar do enunciado permitem decidir sobre o valor de lim h(x),
r—r+00

pelo que a afirmagdo da op¢ao (C) pode ser verdadeira.

Resposta: Opgao C
Exame — 2004, Ep. especial (c6d. 435)

Comecamos por determinar a expressao da derivada, para z > 0:

(33: + 2)/ _ Bx+2)2x+2)—Bx+2)2zx+2) (B34+0)2zx+2)— (3z+2)(2+0)

2c+2 (2z 4 2)2 (2z 4 2)2
6 +6—(6r+4) 6x+6—6x—4 2
N (22 +2)2 (22422 (22 +2)?

Assim, Vz € RT, f/(x) > 0 (visto ser o quociente de fungoes estritamente positivas).
Logo, f é estritamente crescente em RT

Exame — 2004, Ep. especial (c6d. 435)

Pela observagao do grafico de f’, podemos verificar que f/(z) < 0,Vz € [0,3], pelo que podemos afirmar
que, f é decrescente em [0,3].

Como f(0) =2, e a funcao decresce em [0,3], logo f(3) < 2.
Assim, temos que o valor da opgao (A) é o tnico compativel com esta condigao.

Resposta: Opgao A

Exame — 2004, 2.* Fase (céd. 435)

Comecamos por determinar a expressao da derivada:

f/(x): <611) _ (e® =1)x — (" —1)(z) - (e —0)xz—(e*—1)x1 st — o 41

x 2 x2 2

Como o declive (m) da reta tangente ao grafico de f em z =1 é f'(1), temos que:

_Ixel—e'4+1 0+1

= f'(1 1
Determinando a ordenada do ponto do grafico da fungao que tem abcissa 1, temos:
1
-1
J) == =e-1

Como o ponto de abcissa 1, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto e
o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

e—1=1x14b & e—-1-1=b & e—2=0D
Desta forma, a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1, é:
y=1lxzr+e—-2 & y=zx+e—2

Exame — 2004, 2.* Fase (céd. 435)

@ma‘c.absolummen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

83. Comecamos por determinar a expressao da derivada:
flz)=(1+ 39626_””)/ =0+ (32?)'e™" 4 322 (e_””)/ = 6xe” " + 322 ((—x) e ™) =

= 62e”" 4+ 32 (—e ") = bae "

Calculando os zeros da derivada, temos:

fl(x)=0 & e *(6x—32%)=0

=

Eq Imp, e=%>0

& 3r=0V2—2=0 < z=0V 2=z

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de f, temos:

— 332%™ = e %(6x — 32?)

e =0 V6z—32°=0 & 3x(2-2)=0 <

T —00 0 2 +00
Nl — 0 + 0 —
f — min — Max. —

Assim, podemos concluir que x = 0 é o Uinico minimizante de f, pelo que o minimo da fungao é:

f(0)=1+302e=1+0x1=1

84. Comecgamos por determinar a expressao da derivada:

, (wi) CE <i) 1. (1)

Exame — 2004, 1.* Fase (c6d. 435)

"xax—1x(x)

1

fl(x) = <ln (x—i— )) = = 5

T “TJFE z= 1 v +1

x T
22 Oxz—-1x1 22401
g2 22 B 22 (22 — 1)z -1 2?1
2 +1 224+1 (224 D22 (224 1Dz 23+
T x

Calculando os zeros da derivada, temos:

Fla)=0 & T3

3+

=0 & 22-1=0 A 23 +2#0
—_————
PV, porque >0

s =4Vl & z=1Vazr=-1

Como Dy = R*, z = 1 é o unico zero da derivada, ¢ assim, estudando a variacdo do sinal da derivada e

relacionando com a monotonia de f, temos:

o 22=1 &

x 0 1 +00
1! n.d. — 0
f n.d. — min —

Assim podemos concluir que a funcao f:

o & decrescente no intervalo ]0,1];

e ¢é crescente no intervalo [1, + ool;

e tem um unico extremo, mais concretamente um minimo cujo minimizante é 1
Exame — 2003, Prova para militares (céd. 435)
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85. Como zy é uma raiz dupla do polinémio que define a funcdo g, entdo g(z) = (v — z0)%(azx? + bz + ¢),
determinando a expressao da derivada, vem:

J(z) = ((x — z0)*(az® + bz + c))/ = ((2® — 2zoz + 2§) (az® + bx + c))l =

= (2% = 2zox + 23) (az? + bx + ¢) + (2 — 2wz + 23) (az® + bx +¢) =
= (22 — 2x¢)(ax® + bx + ¢) + (2% — 2zoz + 22)(2az + b)

Como o declive (m) da reta tangente ao gréafico de g em = = xg é ¢'(x¢), temos que:

m = g'(x0) = (220 — 2x0)(ax? + bxg + ¢) + (22 — 2202 + 27) (2020 + b) =

= 0(az? + bxo + ¢) + (223 — 2w07)(2aw +b) = 0+ 0(2azo +b) =0

Determinando a ordenada do ponto do grafico da fungao que tem abcissa z(, temos:

g(xo) = (zo — z0)?(axd + brg + ¢) = 0(axd + brog +¢) =0

Como o ponto de abcissa zg, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto
e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valorde b: 0=0x04+b < b=0

Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa xg, é: y =0xz+0 < y =0

Como y = 0 define o eixo Oz, temos o eixo Oz é tangente ao gréifico de g no ponto de abcissa xg.

86. Comecamos por determinar a expressao da derivada:

B (x) = (15 — 4In(—2? + 10z + 11))" = (15)' — 4(In(—2? + 10z + 11)) =0 — 4 ((

—2x+ 10

Exame — 2003, Prova para militares (c6d. 435)

8z — 40

:—4 =
(—x2 +10x+11)

Calculando os zeros da derivada, temos:

8z —40
W(xz)=0 — =0 82—40 = 0A—22 4102411 # 0
(x) = ~7 1 10m £ 11 & 8z r*4+10z+11 #0 &
40
@x:§ /\(x;aéfl\/m#ll) S =5

—22 4+ 102 + 11

—2? 410z 4+11)"\
—22 4+ 100 +11 )

C.A.:

—224+10x+11=0

_ —10+ 102 — 4(-1)(11)
v 2(—-1)
r=-1Vx=11

Assim, estudando a variagdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de h, para x € [0,10],

temos:
x 0 ) 10
8z — 40 — - 0 + +
-z +10z+11 | + + + +
h — — 0 +
h Mix | T~ min | — | Méx

Logo, como h é decrescente no intervalo [0,5] e crescente no intervalo [5,10]; podemos concluir 5 é o

minimizante da funcao h.

Como o ponto da rampa em que a altura é minima se situa a 5 metros da parede A, e as duas paredes
distam 10 metros, o ponto de altura minima também se situa a 5 metros da parede B (10 — 5 = 5), ou

seja € equidistante das duas paredes.

gmat.absolutamente.net
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87. Como o nivel de poluicao do ar diminuiu enquanto o purificador esteve ligado e comegou a aumentar
quando o purificador foi desligado, sabemos que o purificador esteve ligado entre as zero horas e t = ¢,
sendo ty o minimizante da funcao.

Assim, para determinar ¢y, comegamos por determinar a expressao da derivada:

B 1n(t+1)>’ _ay - <1n(t+1)>’ o (In(t+1))'(t+1) — (In(t+ 1)) (¢t +1)

P't) = (1

t+1 t+1 (t+1)2
t+1)
(til) (t+1) = (In(t+ 1)) (¢ + 1) gy - (1) 40)
B (t+1)? a (t+1)? a
~ 1-In(t+1) —1+In(t+1) In(t+1)—-1
o+ @102 (¢ 1)2

Calculando os zeros da derivada, temos:

In(t+1)—1

Plt)=0 t+1)

=0 & In(t+1)-1=0A (t+1)?#0 <& hit+1)=1 &
N————
PV, porque t€[0,12]

& hit+l)=1 & t+l=¢ & t=e—1

Assim, estudando a variacdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da funcdo A, para
t € [0,24], temos:

t 0 e—1 24

P’ _ - 0 + +
P | Mix | ™~ min — | Max

Logo, como P é decrescente no intervalo [0,e — 1] e crescente no intervalo [e — 1,24]; podemos concluir
e — 1 é o minimizante da funcao P.

Como e —1 ~ 1,718, e 0,718 horas sao 0,718 =~ 43,080 minutos, podemos concluir que o purificador esteve
ligado desde as zero horas até as 1,718 horas, ou seja esteve ligado durante 1 hora e 43 minutos.

Exame — 2003, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)

88. Como qualquer funcio quadritica, f, é definida pela expressio f(x) = ax? + bz + ¢, com a € R\ {0},
b e R eceR, determinando a expressao da derivada, vem:

f'(x) = (az® + bx + ¢) = (ax®)' + (bx) + (¢)) = 2ax +b+0 = 2ax + b

Assim, o declive (m) da reta tangente ao grafico de uma fun¢ao quadratica num ponto x = xg é f/(z9),
pelo que:
m = f'(z0) = 2azo + b

E para que a reta tangente seja paralela & bissetriz dos quadrantes {mpares, m = 1 (porque a bissetiz dos
quadrantes impares é uma reta de declive 1, e os declives de retas paralelas sdo iguais), logo:

1-0
m=1 & 2arg+b=1 & 2ax0=1-b & z5= 5
a
Ou seja, sendo f(x) = ax® + bz + ¢ uma fungdo quadrética, com a € R\ {0}, b € Re ¢ € R, a reta
- . . 1-b L
tangente ao grafico da fungao sé6 tem declive 1 no ponto de abcissa © = g ) OU seja, 86 existe um ponto
a

do grafico cuja reta tangente é paralela & bissetriz dos quadrantes impares.

Exame — 2003, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)
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89. Comecamos por determinar a expressao da derivada:

1 1 22 - 1— 222

(f =9 (@) = (nz = (#* = 3)) = (ma) = (@ =3) = — = (2w —0) = — - = = —

Como Dy =R" e D, =R, temos que Dy_, = Dy N D, = RT NR = R*, e assim, calculando os zeros da
derivada, vem:

1— 242
T 0 e 1-222=0 A 240
T N

1 1 2 2
& §:m2 & :I:\/;:m & x:£\/x:—£

(f=9 () =0 «

2 . . . . . .
Como Dy_, = R*, 2 = —— ¢ o tnico zero da derivada, e assim, estudando a varia¢ao do sinal da derivada

e relacionando com a monotonia de f — g, temos:

T 0

(f—g9) | nd +
(f—g) | nd. — Méx | T~

= s
_|_
8

Assim podemos concluir que a fungdo f — g:
e & crescente no intervalo ]0,@} :

e ¢ decrescente no intervalo {@, + o0 {
Exame — 2002, Prova para militares (céd. 435)

90. Para determinar o minimizante, e o minimo, da fungao, comegamos por determinar a expressao da deri-
vada:

CL‘3 / .%'3 Ty — .7(,'3 z) .7(,'3/ N — .’L‘S
A’(x):(2 +8) _ @7+ 8) e — 207+ 8)(2)" _ ((227)" + (8)") 2)(2 +8)x1

T 2 T

(622 + 0)z — (22 +8)  62® —22° -8 42 —8
- 2 - 2

2 T
Calculando os zeros da derivada, temos:

X

423 — 8
72

Az)=0 =0 & 42°—8=0 A 2240 & 42°=8 A 240 <

8
e :CSZZ ANz#£0 & 2=vV2 AN 240 & =2

Assim, estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao A, para
z > 0, temos:

T 0 \3@ +00
A — 0 +
A — min —

Logo, como a funcdo A é decrescente no intervalo ]0,4/2] e crescente no intervalo [¢/2, 4+ oo[; podemos
concluir /2 é o minimizante da funcao A, ou seja o valor de z, para o qual a area total da embalagem é
minima.

@ma‘c.absolummen‘ce.net
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91. Como o declive de uma reta tangente ao grafico de uma fungao, é dado pelo valor da derivada para a
abcissa do ponto de tangéncia, os declives das retas r e s sd@o f/(a) e f'(b), respetivamente (m, = f'(a) e

ms = f'(b)).
Como a fungdo f é crescente, a fungao derivada, f’, é sempre nao negativa (f'(z) > 0, Vz € R).
Como retas perpendiculares tém declives com sinais contrarios, as retas r e s nao podem ser perpen-

1
diculares porque tém ambas declives positivos ((f’(a) >0 A f/(b)=20) = f'(a) # 0

Exame — 2002, 2.2 fase (céd. 435)

92. Como o declive de uma reta tangente ao grafico de f, é dado pelo valor da derivada para a abcissa 1,
temos que m, = f'(1).

Assim, determinando a expressao da derivada, vem:
/ li li / 1 2
fflz)y=142nz) =1) +2(nx) =0+2(—-) ==
T x

2
Pelo que: m, = f'(1) = 1= 2
Resposta: Opgao B

Exame — 2002, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

93. Calculando os zeros da derivada, temos:
f’(x)zO S r—2=0 & =2

Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de f, vem:

z — 2 +00
1 — 0 +
f — min —

Logo, como f é decrescente no intervalo | — 00,2] e crescente no intervalo [2, + oo[; podemos concluir que
f em um maximo para z = 2.

Resposta: Opgao C

Exame — 2001, Ep. especial (céd. 435)
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94.

95.

96.

51/57

Como se pretende determinar a equagao de uma reta tangente ao grafico de f, que seja paralela a reta
de equagao y = = — 2, ou seja, uma reta com declive 1, pretende-se que o declive da reta tangente seja 1
(porque retas paralelas tém declives iguais).

Como o declive de uma reta tangente no ponto de abcissa a, é dado pelo valor da derivada para a,
temos que f'(a) = 1.

Como a derivada de f é

Logo, calculando o valor da abcissa, a, do ponto onde a reta tangente tem declive, vem:
flla)=1 & e*"=1 & a=Ihl & a=0
Pelo que a ordenada do ponto de tangéncia é f(0) = e =1

Assim, substituindo o valor do declive e as coordenadas do ponto de tangéncia em y = mx + b, podemos
determinar o valor de b:
1=0x14b & 1=5b

Pelo que uma equacao da reta paralela a reta r e tangente a curva C' é:
y=1lxz+1 & y=z+1

Exame — 2001, Ep. especial

Como f/(3) = 4, logo, pela defini¢ao de derivada num ponto, f/(3) = lim
Como 2% — 9 =22 — 32 = (z + 3)(z — 3), temos que:

o fle)—fB) . fle)—fB) 1 - _
L S g _iﬂ(x+3)(x—3)_$13§<x+3x x—3 >_

— lim % lim M
z—>3;L‘+3 r—3 r—3

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, 2.2 fase (céd. 435)

Para que a reta de equagao y = x seja tangente ao grafico de uma certa fungao f, no ponto de abcissa 0,
tém que se verificar as condigoes:

e f(0) =0, ou seja, o ponto de coordenadas (0,0) é o ponto de tangéncia pelo que deve pertencer ao
gréfico de f (pelo que podemos excluir expressoes das opgoes (C) e (D)).

e f/(0) = 1, ou seja o declive da reta tangente no ponto de abcissa 0, deve ser 1, porque é o declive
da reta y = z (pelo que podemos excluir a expressao da opgao (B) porque (22 + 2z) = 22+ 2 e
substituindo x por 0, obtemos o valor 2 para o declive).

A expressao da opcao (A) é a unica que verifica cumulativamente as duas condigoes anteriores (substi-
tuindo z por 0, obtemos 0 para a ordenada do ponto de tangéncia e o valor da derivada (22 + )" = 2x+1
parax =06 1).

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)
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97. Comecgamos por determinar a expressao da derivada de f:

f(z) =Bz —2nz) = (3z) —2(lnz) =3 -2 <1> =3-—-=—=-=
Calculando os zeros da derivada, temos:

f'(a:)zO 3xr—2

2
=0 & 3r—-2=0 A x#0 & =2 & r=-
S~—~— 3

PV, porque >0

Assim, estudando a variagdo do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao f, temos:

x 0
I’ n.d. — +
f n.d. — min —

+00

O |win

Logo, como f é decrescente no intervalo ]O,%] e crescente no intervalo [%, + oo[; podemos concluir que a

. . . (2
funcao tem um tdnico minimo, que é f < 3).

Exame — 2001, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

98.
98.1. Para estudar a monotonia da fungao f, comegamos por determinar a expressao da derivada:
f/( )= 5 ! B (5)"(1 + 1246—0,31&) —5(1+ 1246—0,375)/ B 0— 5((1)/ + 124(670’375)’)
L+ 124e03 ) (1 + 124¢- 0302 ST UtizaeosE
_ —5(0+124((—0,3t)e7%3))  —5(124(—0,3 x e %)) 18603
= (1+ 1246—0,3t)2 - (1 + 1246_073t)2 = 1+ 1246_0)302 =

Como e 93t ¥t > 0, entdo também 186e=3% > 0 e (1 + 124e723%)2 > 0, ou seja a derivada da
funcao f é positiva para todos os valores de t,

) >0,vt>0

0 que significa que a funcao é crescente no seu dominio.
No contexto da situagao descrita, isto significa que o numero de pessoas que sabiam do acidente em
Malmequeres de Baixo, foi sempre aumentando com o passar do tempo.

98.2. Como o segundo acidente foi testemunhado pelas mesmas pessoas, sabemos que f(0) = g(0).
Assim, como

) 5 5 )

f(0)

T 1 F124e03x0 141240  1+124 125
Logo

5 5 5 5 5
= & — = — 2 & lta=125 —125-1 — 124
I0=15 ¢ THaemd 135 © T3a 1 & 11° = =

Desta forma temos que:

5
He—2 >0
90 = o 12
E uma vez que a noticia se propagou mais depressa, para cada valor de ¢, temos que:
5 5

& 14+ 124e7 % > 14124793 &

0> f(t
90 > f() & oiw ” Ty 240

o 1247 > 1246703 o o7V S o708 o _pt< 03t & —b<—-03 & b>0,3

Assim podemos concluir que pelo facto de que, no instante ¢ = 0, 0 mesmo niimero de pessoas sabiam
dos dois acidentes, ou seja f(0) = g(0), entao o pardmetro a, da fungéo g, tem o mesmo valor que o
seu correspondente na fungao f, ou seja 124.

Como, no segundo acidente, mais pessoas sabiam da noticia, no mesmo instante, g(t) > f(t), (¢t > 0),
o que se verifica se o parametro b, da fungao g, for maior que o seu correspondente na funcgao f.

Exame — 2001, Prova modelo (céd. 435)
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99. Comecamos por determinar a expressao da derivada:

Fla) = ( e’ ) _ (@)= —(e)(z=1)" _ (eN)@-1) ()1 -0) _

x—1 (x—1)2 B (z—1)2
(@a-D-e (@) -1)  e(a—2)
o @-r @-12 (@ -1)?
Calculando os zeros da derivada, temos:
! _ ez(m_2)_ Tl _ _1)2 T __ _9 — 9 —
fi(x)=0 o2 =0 & (2-2)=0N(z—-1)*#0 & =0 Vz—2=0 & z=2=0

PV, 2#1 Imp., e*>0

Analisando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de f, temos:

T —00 1 2 400
1 — n.d. — 0 +
f ~ |nd| ™ |min| —

Assim, podemos concluir que a fungdo f:

e ¢ decrescente no intervalo | — 00,1[ e também no intervalo ]1,2];
e ¢ crescente no intervalo [2, 4+ col;

e tem um tnico extremo - um minimo relativo (cujo minimizante é 2).

Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)

100. Da analise do gréafico de g, podemos inferir a monotonia da funcao, e depois relacionar esta informacgao
com a variacao do sinal da derivada:

—00 0 +00
\ n.d. /,
1 — n.d. +

Assim, a tnica representagao grafica coerente com esta informagao é a representagio da opgao (A).

Resposta: Opgao A
Exame — 2000, 1.% fase - 1.> chamada (céd. 435)
101. Comecamos por verificar a expressao da derivada:
f(z) = (e"(2® + x))/ = () (2®+2)+e(2? + ) =e(2* + )+ (22 4+ 1) =
=e"((2* +2)+ 2z +1)) =e"(2® + 3z +1)
Como o declive (m) da reta tangente ao grafico de f em z =0 é f/(0), temos que:
m=f(0)=e’(0*+30)+ 1) x(0+0+1)=1
Determinando a ordenada do ponto do grafico da fungao que tem abcissa 0, temos:
f(0)=€%02+0)=1x0=0

Como o ponto de abcissa 0, também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas deste ponto e
o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

0=1x0+b & 0=0b
Desta forma, a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0, é:
y=1lxz+0 & y==x

Exame — 2000, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)
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102.

103.

104.

Comegamos por determinar a expressao da derivada:
Cl(t) _ (th—O,ﬁt)/ _ (t2)/e—0,6t + t2(€_0’6t)l — 2te—0,6t + t2(—0,6t)le_0’6t _
= 2te” 90t — 0,620 = 7002t — 0,6t%)
Calculando os zeros da derivada, temos:

d2)=0 & e "2 -06t)=0 & ¢%"=0 v2-062=0 < t2-06t)=0 <
~——
Imp., e=0:6t>0
& t=0V 2-06t=0 & t=0V 2=0,6t & t=0V 5 =t t=0 VvV gzt
10
Analisando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de ¢, temos:

t 0 o +00
d 0 + 0 -

c min — Max —

Assim, como a fung@o ¢ é crescente no intervalo [0,%] e decrescente no intervalo [1—??, + oo[, podemos

10

concluir que a concentragao registou um maximo, quando ¢ = 3

Assim, determinado o valor da concentracdo méaxima de AntiDor no sangue de uma pessoa que o te-
nha tomado, e arredondando o resultado as décimas, temos:

2
()@ e

Como a fungdo tem uma assintota horizontal, quando * — 400, o declive da reta tangente ao grafico de
h, num ponto de abcissa arbitrariamente grande aproxima-se de 0, porque é o declive da assintota, ou
seja, a variagdo da fungdo tende para zero, porque o grafico da func¢ao aproxima-se de uma reta (que tem
variagao nula).

Exame — 2000, Prova modelo (c4d. 435)

Resposta: Opgao A

Exame — 1999, Prova para militares (c6d. 135)

Como o declive da reta tangente ao grafico de uma fungao é dado pelo valor da derivada para a abcissa
do ponto de tangéncia, temos que o declive da reta r, pode ser obtido calculado como f’(a), e também
pode ser calculado como ¢'(b).

Assim, temos que

a

e f(z) = (¢*) = ¢, pelo que , m, = f'(a) = ¢

S| =

1
e ¢(z) = (Inz) = —» belo que , m, = g'(b) =

1
Logo: f'(a) =¢'(b) < e*= 3
Resposta: Opgao A

Exame — 1999, 2.2 fase (céd. 135)
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105. Determinando a expressao da derivada, vem:

1—0,005t)’
v'(t) = (= 3In(1 — 0,005t) — 0,01¢)" = =3(In(1 — 0,005¢))" — (0,01t)’ = —3 x (1= 0005)" 0,01 =
1 —0,005¢
0 — 0,005 0,015 0,015 0,01(1 — 0,005¢)
3 X 00050 10005t 1= 120,005t 1— 0,005t
0,015 — 0,01 +0,00005¢ 0,005 + 0,00005¢
N 1 — 0,005t 1-0,005¢

Assim, como
e 0,005 + 0,00005¢t > 0, V¢ € [0,160]

>t & 200>t & t<200

e 1-0,006t >0 < 1>0,006t <

0,005
logo também 1 — 0,005¢ > 0, Vt € [0,160]
0,005 4 0,00005¢
Pelo que W >0, Vt € [0,160], isto é, v'(t) > 0, V¢ € [0,160]

Assim, como a derivada é positiva, podemos afirmar que a fungéo é crescente no intervalo [0,160], ou
seja, a velocidade maxima é atingida no estremo superior do intervalo de tempo; pelo que v(160) é o
méximo da funcgao.

Calculando a velocidade méxima que o foguetao atinge, neste intervalo de tempo, e arredondado o resul-
tado as décimas, temos:

v(160) = —31n(1 — 0,005 x 160) — 0,01 x 160 ~ 3,2

Exame — 1999, 1.2 fase - 2.* chamada (céd. 135)

106. Como o declive da reta tangente é igual ao valor da derivada para a abcissa do ponto de tangéncia, e a

derivada de g é:

g (@)= (V32? = 1) =VB(a?) - (1)) = V3(2) - 0 =23
Logo o declive da reta r é: m, = ¢g'(a) = 2v/3 x a
Como o declive de uma reta é igual & tangente da respetiva inclinacio, temos que m, = tg60° = /3

Assim, igualando os dois valores do declive, temos que:

2V/3xa=vV3 < a:;\//§§

N 1

a= -
2
Resposta: Opgao D

Exame — 1999, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 135)
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107.

108.

109.

Comegamos por determinar a expressao da derivada:
C'(t) = (2te™*3) = (2t) €703 4 2t (e70%) = 2e703 4 2t ((~0,3t) e O3 =

=2¢ 0% 4 2t(—0,3e”"%") = 2703 — 0,6te” "3 = e 0% (2 - 0,61)

Calculando os zeros da derivada, temos:

2 10

C't)=0 < e "2 -06t)=0 < " =0Vv2-06t=0 < 2=06t & —F— =t & — =t
¢ =Y 6 3
Imp., e=0:3t>0 E

Analisando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de ¢, temos:

t 0
o 0 +
C min — Max —

“+o00

o (w3

,%] e decrescente no intervalo [1—30, + oo[, poderrllgs

concluir que o instante em que a concentragao de medicamento no sangue do doente foi méxima foi ¢t = 3

Assim, como a fungdo ¢ é crescente no intervalo [0

1 1 1 1
Comot:—0:3+§efdehoraséofx60:@

tragao de medicamento no sangue do doente foi maxima foi as 3 horas e 20 minutos apds as 9 horas da
manha daquele dia, ou seja, as 12 horas e 20 minutos.

= 20 minutos, o instante em que a concen-

Exame — 1999, Prova modelo (c6d. 135)

Como o declive da reta tangente ¢é igual ao valor da derivada para a abcissa do ponto de tangéncia, e a
derivada de g é:

(@)= (nz) =

1
E assim, o declive da reta tangente no ponto de abcissa a, é m = ¢’'(a) = —.
a

Como retas paralelas tém declives iguais, e o declive da bissetriz dos quadrantes impares é 1, pretende-se
que o declive da reta tangente seja 1, ou seja, m =1

Assim, igualando os dois valores do declive, temos que:

1 1

Resposta: Opgao B

Exame — 1998, Prova para militares (c6d. 135)

Como o declive (m) da reta tangente ao grafico de f em z =1 ¢é f/(1), temos que:

_I+4+Inl
— : —

m=f'(1) 1+0=1

Como o ponto de abcissa 1 (e ordenada 0), também pertence a reta tangente, substituimos as coordenadas
deste ponto e o declive da reta, em y = mx + b, para calcular o valor de b:

0=1x14b & 0=14+b & —-1=0b
Desta forma, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 0, é:
y=1lxz+(-1) & y=z-1

Exame — 1998, 1.* fase - 2.* chamada (c6d. 135)
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110.

111.

112.

57/57

Da analise do gréafico de g, podemos inferir a monotonia da fungao, e depois relacionar esta informacao
com a variacao do sinal da derivada:

T —2 2
E— n.d. — n.d. —
I 0 n.d. - n.d. +

Assim, a tnica representacao grafica coerente com esta informagao é a representagio da opgao (C).

Resposta: Opgao C

Exame — 1998, Prova modelo (c6d. 135)

A distancia ao primeiro poste do ponto do fio mais préximo do solo, corresponde ao valor do minimizante
da funcao f.
Assim, determinando a expressao da derivada de f, vem:

f/(:E) _ (5 (61—0,137 + eO,la:—l) )/ -5 (el—o,u + eO,lx—l)/ _ 5( (61—0,195)/ + (eO,lx—l)/) _
=5((1-0,1z)e' """ 4+ (0,1z — 1)/e®1*7 1) = 5( - 0,1e' 71 + 0,1e%177 1)
Calculando os zeros da derivada, temos:
flle)=0 & 5(=01e!"%7 40,12 1) =0 & —0,1e"" """ 40,1771 =0 &
o 0,127 =01t 70 o Olrml — 170le o 01z —1=1-012 <
2
5 & =10
10

Analisando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia de f, temos:

< 0lz+01lz=141 & 02z=2 & x=

x 0 10 30
1 - — 0 + +
f Max — min — Max

Assim, como f é decrescente no intervalo [0,10] e crescente no intervalo [10,30], podemos concluir que a
distancia ao primeiro poste do ponto do fio mais préximo do solo é de 10 metros.

Exame — 1998, Prova modelo (céd. 135)

1

Como a reta t contém os pontos de coordenadas (0,0) e (6,3), podemos calcular o seu declive:
_3_1
==

2
Assim, como o declive (m) da reta tangente ao grafico de h em x = a é h/(a), temos que

1
B(a) =my = 3

Resposta: Opgao D

Exame — 1997, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 135)
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