Funcdes (12.° ano)

Assintotas

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Como o gréfico de f, admite uma assintota obliqua quando x* — 400, podemos determinar o declive da
assintota:

+ x x

m =

rT—+4oo T T—>+o00 T T—~+00

lim fl@) lim In2—e ") +x+2 lim <1n(2—ez)m 2)

= lim <1xln(2—ez)—|—l—|—i>: lim l>< lim (ln(?—efz))—k lim 1+ lim 3:

T—r+00 €T x——+oco T—r+00 r—r+00 r—+4o0
1 2
=—xIn2-e¢*)+1+—=0xIn(2-1)+14+0=0xInl+1=0x0+1=0+1=1
+00 +00
Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (f(a:)—maj):mgm (f@)=1xz)= lim (In(2—e®)+az+2—2)=

r——+00 +o0 r——+00

= lim (n(2—e™*)+2)=Im(2—e®)+2=I(2—-€")+2=(2+0)+2=In2+2

Tr— 400

Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do grafico de h, quando z — +o0, é:
y=1xzx+In2+2 & y=x+1n2+2

Exame — 2023, Ep. especial

2. Como a funcgio é continua em ]0, + oco| (porque resulta de operagoes entre fungdes continuas), a reta de
equagao = = 0 é a Unica reta vertical que pode ser assintota do gréafico de f, o que pode ser confirmado
porque:

Inz +2x In(0%)+2(0" —o00o+0 —oo
lim f(z) = lim ter (07) + 2( ): +0_
z—0*t z—0t x 0+ 0+ 0+
Para determinar a equagdo da assintota horizontal, ou seja, como o dominio de f é |0, + oco[, vamos
calcular lim f(x):
T—r+o0

= —0

1 2 1 2
lm f(z)= lim nz+2r n(4o00) + (+oo):+oo+oo:+oo

(indeterminagao)

T—+00 z—+00 x —+00 —+00 —+00
Inx + 2z Inz 2z Inx
lim mrter = lim < + ) = lim — lim 2 =0+ 2 = 2 Logo, podemos concluir que a
T—+00 X r—r+00 X x x—+oco I xT—+o0

B . Lim. Notéavel
reta de equagado y = 2 é a Unica assintota horizontal do grafico de f.

Exame — 2023, 2.# Fase



3. Determinando a equacao da assintota horizontal do grafico de g, quando x — 400, temos:

lim g(z) = lim (In(l1+e”) —2z) =In(l+e™°) — 00 = +00 — 00 (Indeterminacio)

r—+00 T—+00
tn g(x) =l (In(1+¢") ~2) = Tim (In(l+e") ~lne”) = Tim it * =
T—r+00 T—r+00 T——400 z—+oo et

1 r 1 1
= lim ln(—l—e): lim 1n<+1):1n<—|—1):ln(0—|—1):1n1:0
T—-+00 er e z—+o00 ex etoo
Logo a reta definida por y = 0 é uma assintota do grafico de g, quando x — +o00

Determinando o declive da assintota obliqua do gréfico de g, quando x — —o0, temos:

m= tim I _ oy RO 2 (Il(er)_QJ):
r——00 I T——00 €T T——00 €T €T
z -0 In(1 + +
z——00 T —00 —00 —00
Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:
b= lim (g9(z) —mz) = lim (In(l+e")—z—(-1)z)= lim (In(l+¢")—az+z)=
T—— 00 r——00 r——00

= lim In1+e*)=In(1+e*)=In(1+0)=Inl1=0
Tr—r— 00
Desta forma a equagao reduzida da assintota obliqua do gréafico de g, quando = — —oo, é:

y=—1lxzx+0 & y=—zx

Exame — 2022, Ep. especial
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Como a fungédo é continua em ]0, + oo[ (porque é o quociente de fungdes continuas), a reta de equagédo
x = 0 é a tnica reta vertical que pode ser assintota do grafico de h, paralela ao eixo Oy. Para averiguar
esta hip6tese vamos calcular lim h(z):

z—0t

e +Inz

lim h(z) = lim
z—0t

0" +1In0t _ 17 —
z—0+ e —1

__m_
O 1 1t—1 ot

Logo a reta de equacao x = 0 é a unica assintota do grafico de h paralela ao eixo das ordenadas.

Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais, ou seja, paralelas ao eixo Ox, como o dominio de h
¢ 10, 4 oo[, vamos calcular lim h(z):
r——+00

. . € +lnx et +1In(+0) Hoo+oo  +oo
lim A(z) = lim = = = (indeterminagao)
z—+00 z—+oo e — 1 et —1 +00
e*+Inzx . f 111755 . lni
I e +Inz -y er xgr-&r-loo (69” + et wgr-&r-loo 1+ er

—_———
Inz 14+ Lim. Notavel
— e
1+ lim x lim —
Inz stoo €% gt T 0
lim 1 lim — — — 14+ —
_ x—+00 +:v—>+oo er €T . Lim. Notavel * +00 1+0
N lim 1 1 L ! - L - -

B L 1-0 1
et +o00

Logo, podemos concluir que a reta de equacao y = 1 é a Unica assintota horizontal, ou seja, paralela ao
eixo das abcissas, do gréfico de h, quando x — 400

Exame — 2022, 2.% Fase
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5. Como a fungéo g é continua (porque resulta da diferenca e do produto de fungoes continuas em |1, + oof),

entao a reta de equagao x = 1 é a Unica reta vertical que pode ser assintota do grafico de g. Para averiguar
esta hip6tese vamos calcular lim g(x):
rz—1t

lim g(z) = lim (52 —3In(z —1)) =5x 17 —3In(1" —1) =54 3In(0+) =5 — 3 x (—00) = +0
z—1+ z—1t
Assim, como 1im+g(:1:) = +00, podemos concluir a reta de equagao = = 1 é a tnica assintota vertical do
r—1
grafico de g.

Como o dominio da funcdo é |1, + oo[, s6 poderd existir uma assintota obliqua quando z — +oo. Desta
forma, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equacado y = mz + b:

M: lim 56573111(:5—1): 400 — 00

m = lim
r—+oo I T—+00 T —+00

Indeterminacao

= lim (M—len(m_l)xm_l): lim (5_3xln(x—1)xx—1>:

x x z—1 z—+oo (x—1) x

(fazendo y = — 1, temos x =y + 1; e se £ — 400, entdo y — +00)
In
= lim 5-3 lim —Z x lim —%— =5-3x0x lim 2=5-3x0x1=5
x— 400 y—+oo Yy y—+ooy 4+ 1 y—+ooy

Lim. Notéavel

b= lim (g(z) —mz)= lim (g(z) —5xx)= lim (5z—3lnz—5z)=

T—+00 r—+00 r—+00

= lim (—3Inz)=-3 lim (Inz) = -3 x (+00) = -~

T—r+00 T—+00

Assim, como 1iT (g(a:) — mx) nao é um valor finito, nao existe qualquer assintota obliqua do grafico
Tr—r+00

de g.

Exame — 2022, 1.? Fase

6. Como o dominio da funcao é R, podem existir assintotas horizontais do grafico de f quando x — —oco e
quando z — 4o00:

: . a? —4 . a? :
e lim f(z)= lim ——— = lim — lim 1=1
T——00 z—ocox2 — b +6 z—>—o00 L2 T——00
. . r—1 +oo —1 +00 +00 S
. QrEIJIFIOO‘]"(x) = xEIEOO =2 T oFoZ T oT® T~ Too (Indeterminagéo)

(fazendo y = = — 2, temos * =y + 2 e se ¢ — —00, entdo y — +00)

2-1 1 1 1
lim f(z)= lim y+a-1_ lim vrli_ lim (y—i- ): lim % 4+ lim — =

z——00 y—r—+oo ey y—+oo Y y—r+oo ev ey y—+ooey = y—tooe¥
lim 1
. . 1 y—r+oo . 1 1 1
= lim 7 + lim =—7>t lm —=—+4+—=0+0=0
y—+oo €7 y——+ooeY lim e y—+ooeY “+00 —+00
Yy y—tooy
N——

Lim. Notével

Desta forma temos que lim f(z) =1eque lim f(z) =0, pelo que as retas de equagées y =1 ey =0
T——00 r—+o0

sao assintotas horizontais do grafico de f, para x — —oo e para x — 400, respetivamente.

Exame — 2021, Ep. especial
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7. Como o dominio da funcao é R, podem existir assintotas horizontais do grafico de f quando x — —co e
quando z — 4o00:

) . rx—e® —oco—e ¥ _co—ef*® —co-—00 —x
e lim f(x)= lim = = = = (Indeterminagao)
T——00 T——00 xT —00 —0Q0 —0 —00
(fazendo y = —z, temos = = —y e se x — —o0, entdo y — +00)
oy —e—(=v) —y—eY y Y
lim f(@)= lm —2=C " — Jim Y= — him EC g <y+e) =
T——00 y——+o00 -y Yy——+oo -y Yy—r—+oo Yy y—+oo \ Y Yy
ey
= lim =4+ lim — =14 (4+o0) =400
y—+ooy y—+oo Yy
Lim. Notavel
Va2 +1 V(+00)? 41 v
e lim f(l‘) = lim L -3 | = % -3 = ﬂ -3 = ﬂ — 3 (Indeterminagdo)
T—+00 T——+00 x+1 +oco +1 —+00 o0

(Como x — 400 entdo > 0 e assim, temos que Va? = x)

1
l’2 <1+2>
\/:c2+13>  Va?tl . x

li = 1 =1 —-3=- 1 =
z|(14+ —
T
1
Va2 1+ = o1+ = 1+ —
=-3+ hIJIrl 1 =-3+ lirf 1 =-3+ hrf i =
Tr—r+00 T—r+00 r—r+00
x<1+> x 1+> 1+ —
x x x
1+ !
2 140
-3+ Coof _ 54 = 1=
1+ — +
+00
Desta forma temos que lim f(z) = 4+oceque lim f(x) = —2, pelo que ndo existe assintota horizontal
T——00 T—+00
do grafico de f quando z — —o0 e y = —2 é a Unica assintota horizontal do grafico de f, observada

quando x — 400

Exame — 2021, 2.# Fase
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8. Como o dominio da funcao é RT, comecamos por determinar o declive da assintota obliqua do gréfico de
h, quando z — 4o00:

2 2 2 1
m= lim 2oy, 2ef—lnx &: ; z = lim ———— =
Tt T z—+00 T e—toox(222 —Inx) =402z —Inz  z—+oo 227 —Inz
2
LAt ~ 1 - 1 1
2 o - 1 1 2- )
im (22 m) gy (oo LY o i BT g 2 2T0X02
400 \ 22 2 T—400 T T z—~00 T—400 T T—4o00
—_———
Lim. Notavel
Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:
b= lim (h(z)—mz)= lim (h(z)— 1alc) = lim (h(z) - E) = lim _ ~I) =
z—+oo z—+oo 2 z—+00 2 z—4oo \ 222 —Inz 2
. 228 — (222 — Inx) .28 213+ xlna . zlnx
= lim = lim = lim ——— =
g—+oo  2(222 —Inx) z—+too 4?2 —2Inzx z—+oodr? — 2Inzx
o 1 o 1 o L I
v 422 — 2lnx oo 42 2lnz =00 4z 2 et A2 N
rlnzx rzlnz xzlnz Inz = lni z
4x
. 1 B 1 B 1 S S S
T ate 1 2 T 2 1 7 1 = Yoo
—_— ——— — lim - — ~—0
1 Inz g 1 . Inz  25Feox 1 +o0 0
- X — - x lim — -x0
4 T 4 zo+too 4
—

Lim. Notavel
Desta forma a equagao reduzida da assintota obliqua do grafico de h, quando = — +o0, é:
! +0 & ’
= —I —
Y73 Y73
Exame — 2021, 1.2 Fase
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7/40

9. Como o dominio da funcdo é ] — 0o0,4], a assintota horizontal do grifico de h é determinada quando
T — —00:
lim h(z) = lim (1 + xex_l) =l—-ocoxe ¥ 1=1-00x0 (Indeterminagao)
r—r—00 Tr—r—00
(fazendo y = —z, temos © = —y e se x — —00, entdo y — +00)
. _ _ —y—1\ _ 1 . _(y+1)) _ 1 ( _ Yy ) _
1 1
= lim <1— Y ): lim (1—xy>: lim |1-=x— | =
y—r+o0 e¥Y xe y—r+oo e ey y—r+oo e e
Y
lim 1
1 1 1
= lim 1— lim -x 2222 1 —1--x0=1
y——400 y—+ooe . € € +00 €
lim —
y—+oo Yy

Lim. Notavel
lim Ah(z) =1, a reta de equacdo y = 1 também é assintota horizontal do grafico de h

Como
Exame — 2020, 2.2 Fase

r—r—00

10. Como a funcao estd definida em | — 00,2], comegamos por determinar o declive da assintota obliqua do

grafico de f, quando x — —o0:
m— lim 4®) g mEEHD <"E ln(€+1)>:
T——00 T T——00 x T——00 T T

41 +
(07 + ):1+0—:170:1
—00 —00

In(e” +1 In(e™> +1 1
= lim <1+n(e+)>1+ el
T——00 T —00
Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:
lim (In(e® +1)) =

m (f(z)—z) = ZETOO (z+In(e” +1) —2z) = lm

=In(e”*+1) =0T +1)=n1=0
Desta forma a equagao reduzida da assintota obliqua do grafico de f é:

y=z+0 & y==2x
Exame — 2020, 1.* Fase
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11. Comegamos por determinar o declive da assintota obliqua do gréafico de g, quando = — +o0:

1—3x
[ 1-— 1-3 1
m = lim@: limliez limigxz lim x>< =
z—too T z—+o00 x z—+oox (1 —e™®)  a—+oo x l—e®
. 1-3z . 1 . 1 3z 1
= lim x lim = lim ——— | X —— =
r—+o0 I z—+o00] — e % z—+o00 \ T x 1 —e—(+)

1 1
= _ - = — — — 1=—
<+oo S)Xl—e—oo (0-3) x =0 3 x 3

Calculando o valor da ordenada na origem, temos que:

b= lim (g9(z) —mz)= lim (g(z)— (-3)z) = lim (g(z)+3z) = lim ( - s + 333) =

T—+00 T—~+00 T——+00 z—>+oo \ 1 —e 7
. 1-3z  3z(l—e®) . 1—-3x+43x—3ze™® . 1—3ze™®
= lim = lim = lim ———M =
z—+oo \ 1 —e® 1—e® z—>+00 1—e® z—4oo 1 —e7%
: 3z 3
|82 x 4 =37 lim (196) lim 1— lim >
= hm 763? = hm er = potee e = ztoo z—Fooe” =
z—+oo 1 —e 7% z—4o0] —e™% lim (1 —e™®) 1 — e—(+00)
r—r+00
lim 3
1_ T—+00
. 3 li e
1= lim o 2o @ 3
_ ; _ Lim. Notdvel _ —+00 =1-0=1
1—e> 1-0 1

Desta forma a equacao reduzida da assintota obliqua do gréafico de g, quando = — +oo, é:
y=—-3x+1

Exame — 2019, Ep. especial
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12.

13.

Como a funcdo é continua em R\ {1} (porque é o quociente de fungées continuas), a reta de equagao
x = 1 é a uUnica reta vertical que pode ser assintota do grafico de h. Para averiguar esta hipdtese vamos
calcular lim h(z) e lim h(x):

r—1— rz—1t

T 1~

e lim h(z) = lim ©c ¢ = -
z—1- z—1-z—1 17 -1 0
e’ e’ e

L e e R e R L

Logo a reta de equacao x = 1 é a Unica assintota do grafico de h paralela ao eixo das ordenadas.

Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais, vamos calcular lim h(z) e lim h(z):
T—r—00

xr——+00
: . e’ e~ ot
[ ] hm h(a’,‘) = hm — — =0
T——00 z——ocox — 1 —00 — 1 — 00
e’ et
° lirf h(z) = hril 1 = T 1 = n (indeterminagao)
T—>+00 T——4oor — 00 — 00
T
lim —
e’ T—+00 T
i - z ' i +00 +00 +o0
lim — E _ Lim. Notéavel _ oo

1im
z—+oox — 1 rz—+oo T

lim (9”) lim <1> - — 170
T z—o4+oo \ T X T—+00 T +00

Logo, podemos concluir que a reta de equagao y = 0 é assintota horizontal do gréfico de h, quando
T — —00 e que nao existe qualquer assintota do gréfico de h, quando x — 400, pelo que a reta y =0 é a
Unica assintota do gréfico de h paralela ao eixo das abcissas.

Exame — 2019, 2.? Fase

Como a funcao h tem dominio R, o e o respetivo grafico tem uma assintota obliqua, o seu declive m, é
b b b

o valor de lim @
r——+oc0 I

Assim, calculando o valor do declive, temos:

1 e ® e~ % 1
g(x) + 2 — —= — 4+ 25— — —
2
m= lim —% = lim \/Ezli i \/Ezlim 44 +m_£ =
rx—4+oc0 I r—4+00 x Tr—400 xT T—400 xX X X
- 1 e~ (+o0) 1 0t
= lim (+2— )— 2 — = 2——=0+2-0=2
z—+oo \ T /T +00 +00 X +00 400 00

Resposta: Opgao B

Exame — 2019, 1.* Fase
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~ ) ; ) ; . ™ .
14. Como a fungao h é continua (é continua no intervalo [—g,O[ porque resulta do quociente e do produto

de fungodes continuas, é continua em z = 0, e é continua no intervalo [0, + oco[ porque é o quociente de
fungoes continuas), entdo o grafico de h ndo admite qualquer assintota vertical.

™
Como o dominio da fungao é [—g, + oo{7 s6 podera existir uma assintota obliqua quando z — +o0.

Desta forma, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equagao y = mx + b:

e
e e
m= lim —= = lim z+1l _ lim — = lim =
r—+o00 I x—+00 x rz—+oo 4 + T T—+00 9 1 n 1
x
v 1
= 1im—><111[117:—|—oo><71:—|—oo><1 0:+oo><1:+oo
T—+00 T T—+00 14 = 1+ +
Lim. Notavel Z +00
. . h(x) ., . . , , ,
Assim, como lim ——= nao é um valor finito, ndo existe qualquer assintota obliqua do gréfico de h.

r—+o00 I

Exame — 2018, Ep. especial

15. Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais vamos calcular o limite da funcao quando x — —oo
e quando x — —oo:

o lim f(z)= lim <3+1e ): lim 3+ lim ——— =3+4+-—~ =
X

T——00 T——00 — T——00 z——0c0]l — 1— (—oo)
0t 0t
=3+ =3+-—=34+0=3
1400 +o0

Como lim f(z) =3, a reta de equagdo y = 3 é assintota horizontal do grafico de f
T——00

In(2?) + 2 In(2? 2 In(2?
e lim f(z)= lim In(z”) +2 = lim (n(x) + ) = lim In(@%) + lim — =
r—r+00 T—r+00 €T Tr—r+00 X x T—r+00 €T rx——+oco
21 2 1 1
= lim —2 4+ " = lim (2x”)+0: lim 2x lim —— =2x0=0
r—+oo I —+00 T— 400 x Tr— 400 r—+00 I

Lim. Notavel

Como hrf (z) =0, a reta de equagdo y = 0 também é assintota horizontal do grafico de f
T—r+00
Exame — 2018, 2. Fase

16. Como a funcio é continua em R, a reta de equacao x = 0 é a tnica reta vertical que pode ser assintota
do gréfico de f. Para averiguar esta hipdtese vamos calcular lim f(z):
z—01

. . Inz In0t -0
lim f(z) = lim — = = — = -0
z—0+ z—0t o+ 0+
Assim, como lim f(z) = —oo, podemos concluir a reta de equagio x = 0 é a Unica assintota vertical do
z—0t

grafico de f, ou seja, paralela ao eixo das ordenadas.

Como o dominio da funcdo é RT, para averiguar a existéncia de assintotas paralelas ao eixo das abcissas,
vamos calcular lim f(x):
r— 400

Inx
1' = 1 —_— =
AP = B =0
N———

Lim. Notavel
Logo, podemos concluir que a reta de equagao y = 0 é assintota horizontal do grafico de f, quando
T — 400, e que € a Unica assintota do gréfico de f paralela ao eixo das abcissas.

Exame — 2017, 2. Fase
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17. Como o declive da assintota do gréfico de f é —1, e o dominio de f é R*, temos que:

m = lim M =-1
r—+o00 I
Como y = —x é assintota do gréfico de g, e o dominio de g é RT, temos que:
E assim, temos que:
lim flz) x 9(x) = lim (f(x) X g(x)) = lim ) x lim g(z) = -1 x (—00) = +0
r——+00 X xr—+00 X x——+oco I xr——+00

Resposta: Opgao A
Exame — 2017, 1.* Fase

18. Calculando o valor do limite, temos:

lim <f(x) - x) = lim <ln(e”’ +x)— x) =1In(e*™ 4+ 00) — 00 = +00 — 00 (Indeterminagao)

r—+00 r—+o0

i (11 5) =t (e (14 2)) -2) =t e 410 (14 2) ) -

~ i (o4 (14 2) o) = i (10 ) < (am (14 2))
T—+00 e’ T—+00 e’ T—+00 e’

ln(lim 1+ lim >ln 14+ lim —5 =1n 1+L°°z
r—+o00 rz—+oo e’ r—+oco € . (&
— lim —
xT r—+o00 T
—————

Lim. Notédvel
1
:1n<1+> =In(1+0)=0
+00

Assim, como liI_il_l < f(z) — x) = 0, podemos concluir que a reta de equagdo y = x é uma assintota do
T—r+00

grafico da funcao f, quando x — 400

Exame — 2016, Ep. especial

™
19. Como o dominio da fungao é }—5, + oo[, s6 podera existir uma assintota obliqua quando x — +oco.

Assim, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equacao y = mzx + b:

m = lim @: lim Llnx: lim <x_ln:1:>: lim (1—m>:

z—+oo I T—+00 €T rx—+4oo \ T x T—-+00 xT
. . Inz
= liml1— lim —=1-0=1
T—r+o0 r——+oco I
—_———

Lim. Notavel

b= wgriloo(f(x) —maz) = xgrfoo(f(x) —1lxuz)= J:EIEOO (z—Ilnzx—2) =
= xgrfoo( —Inz) = —mgrfoo(lnx) = —(+00) = -0

Assim, como lir+n ( flz)— mx) ndo é um valor finito, nao existe qualquer assintota obliqua do grafico de
xr—r+00
I
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20.

21.

Simplificando a expressao dada, temos que:

lim M: lim <f(:c)+em_z>: lim M—F lim i— lim r_

T——00 €T T——00 €T €T €T T——00 I T——00 I T——00 L
+
= lim ®+0—— lim 1= lim @—FO—IZ lim M—1
r——o0 I —00 TrT——00 r——o0 I r——o0 I

Pelo que:

fm Oy T® g i D o i [Py

T——00 €T T——00 I T——00 I T——00 I
Como o dominio da funcao é R™, entao o declive da assintota do grafico de f, é: m = lim @ =2
r——00 I

Resposta: Opgao D

Exame — 2016, 1.* Fase

Como f é uma fungdo continua em | — 0o, — 1[ e em ]1, + oo[ (porque resulta de operagdes entre fungoes
continuas neste dominio), entao as retas definidas pelas equagoes © = —1 e x = 1 s@o as tUnicas retas
verticais que podem ser assintotas do grafico de f.

Para averiguar se estas retas sao assintotas do grafico de f, de acordo com o dominio da fungao, vamos
calcular:

. . rz—1 -1 -1 -9
o tm )=t (i (T7)) = (Sr) = () <o) = 4o
z—1 1+ -1 0F
1 = 1 = _ = —_— = ) = —
. zlir{hf(x) zlir{h <ln (x—!—l)) ln<1++1> ln( 5 ) In(0T) 00

Como ambos os limites sao infinitos, as duas retas sao assintotas do grafico de f e nao existem outras
assintotas verticais.

Exame — 2016, 1.* Fase

22. Como o dominio da funcao é RS‘ , a eventual existéncia de uma assintota horizontal serd quando x — +oc:

el x? z?
lim f(z)= lim (2%'"") = lim <x2 X ) = lim (ex ) = lim ex lim — =

r— 400 x— 400 x— 400 e T— 400 e T— 400 x— 400 T
lim 1 1
. T—+00
=ex lim — = e X Z ex —=ex0=0
r—+oo € . & +00
— lim —
x2 z—+o00 12

Lim. Notavel
Logo, como lirf f(x) = 0, podemos concluir que a reta de equagdo y = 0 é assintota horizontal do
Tr—r+00

grafico de f

Exame — 2015, Ep, especial
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23. Averiguando a existéncia de uma assintota horizontal quando x — —oo, vem

lim f(zr)= lim (1+xe®)= lim 1+ lim (ze*) =1+ (—coxe ®) =1+ (—oco x0%)
T——00 T——00 T——+00 T——00 ——— ——
Indeterminacao

(fazendo y = —z, temos © = —y; e se £ — —o0, entdo y — +00)

- 1 Y
. . x : Yy 1 — N —_ 1 — | =
lim f(:z:)—1—|—zhr3 (ze®) =14 lim (—ye™?)=14 lim ( Y X ey> 1 yhr+n (ey)

T——00 Yy—r—+00 Yy—r—+00

1 1 1
=1-— lim =1- =1 =1-0=1
Yy——+00 ey . eY 400
— lim —
y y=+oo y

Lim. Notével
Logo, como lim f(x) = 1, podemos concluir que a reta de equagdo y = 1 é assintota horizontal do
r—r—00

grafico de f

Averiguando agora a existéncia de uma assintota horizontal quando = — +o0, vem

lim f(z)= lim (In(z—3)—Inz)= lim (1113:_3):111( lim ”3_3):

Tr—r+00 r—r+00 Tr—r+00 x T—r+00 €T
lim (x—3) lim (x) "
=1In L =1In w =In{ lim =) =In(1)=0
lim =z lim x T—to00 L
r—+o0 Tr—+00

Logo, como lirf f(x) =0, podemos concluir que a reta de equacdo y = 0 também é assintota horizontal
r—r 400

do grafico de f
Exame — 2015, 2.* Fase

1
24. Como f é uma fungdo continua em R\ {2} (porque ambos os ramos resultam de operagoes entre fungoes

nos respetivos dominios em que estao definidos), entao z = 5 é a Unica reta vertical que pode ser assintota

do grafico de f

1
Para averiguar se a reta de equagao r = 3 ¢ assintota do grafico de f, vamos calcular lim+ flx) e
T3
lim f(z):
3~
1 1 3 3In2
li = 1l 11 =(=4+1]lIn===-(Inl1—-1In2)=—
omir&f(x) wiril ((z+1)Inz) <2+ >n2 2(n n2) 5
2 2
1 1
F— *— —e2 0 0
e lim f(z)= lim ve = lim & ve_ e —er = — (indeterminagcao)
o1 zol— 20 —1 =1 20— 1 9 1 1 1-1 0
2
1 1 1= ~ _
(fazendoy:ac—5,temosxzy+§;esem—>§ ,entao y — 07)
T __ T _ y+l o 1 y % 1 o 1
lm f(r) = lim ©oYC o gy S Ve g, @Eoer g exermer
PN esi- 20 —1 et o (L y—=0-  2(y) y—0- 2y
2
e (ev —1) er  e¥—1 e2 ev—1 ez Je
lim ———= = lim | — X = — lim = =Y
y—0- 2y y—0— \ 2 Y 2 y—0- Yy 2 2
—_——

Lim. Notavel

Assim, como lim f(z) e lim f(x), sdo ambos nimeros reais, concluimos que a reta de equagdo = = 3
-

T— % T3
ssintota vertical do gréfico de f (e que nado existe qualquer outra assintota vertical).

mat.absolutamente.net Exame — 2015, 1.2 Fase
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25. Como Dy =] — 00,e], se existir uma assintota horizontal, lim f(z) é constante.
Tr—r— 00

Assim, calculando o limite temos:

lim f(z) = lim (2e®2) = —o00 x ze~ "2 = —00 x 0 (indeterminagao)
T—r—00 T—r—00
(Seja y = —=z, temos que se z — —o0, entdo y — +00)

1
lim f(zr)= lim (—ye ¥ 2)= lim (—~yxe¥xe?)= lim (—y X — X 6_2) =
e

r——00 Yy——+o0 Yy—r—4o0 Yy——400 Yy
. Y L .y _ _ _ 1
= lim (——><hme2:—hm—><62——ezhm—:—ezhm 7 =
y—r+oo ey y—r+oo y—+ooeY y—+oo ey y—r+oo e
1 1 Y
=X ——— =—e?x—=—e?x0=0
. € +00
lim —
y—+oo Yy
Lim. Notavel
Logo, como lim f(x) =0 e Dy =] — 00,e[, podemos concluir que a tnica assintota horizontal do gréfico
r—r— 00

de f é a reta de equagao y =0
Exame — 2014, Ep. especial

26. Como a reta de equagdo y = 2z — 5 é assintota do grafico de f e Dy = RT, sabemos que

im L&)y
r—+oco I
Assim,

_ 1

6z — 1 671 i (8L
lim 6x—1 1 T _aotoo g wotoo \ T T _6—0_3
N [T N~ [ R [0 2 2
€T r—+oco I

Resposta: Opgao C

Exame — 2014, Ep. especial

mat.absolutamente.net
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27. Como a fungao f resulta de operagoes entre fungoes continuas, é continua no seu dominio, e como o seu
dominio é | — 00,0[, entdo a Unica reta que pode ser assintota vertical do grafico de f é a reta de equacao
z=0
Para averiguar se a reta de equagdo @ = 0 é assintota do gréafico de f, vamos calcular lim f(z):

x—0~
In(— In(—
lim f(z) = lim (x_1+11(33)) = lim z — lim 1+ lim n(-2) =
x—0~ z—0— x z—0~ r—0~ z—0~ €T
In(—0— In(0™ =
SRS ol 0 OIS A S . SIS
0~ 0- 0~
Assim, como lim f(z) = 400, concluimos que a reta de equacao x = 0 é assintota vertical do gréfico de
rz—0~

f (e que nao existe qualquer outra assintota vertical).

Relativamente & existéncia de assintotas nao verticais, como o dominio de f é ] — 00,0, 86 poderao
existir quando & — —oo. Assim, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equagao y = max + b:

" In(—2)
xr — 1 In(—
m— Lim flz) _ lm — T — {im <x_+ n(2x)>:
r——00 I T——00 xX r——00 \ T x X
In(— In(—
=140+ lim n( 21‘) =14+ lim n( 2:1:) =1-0+ te (Indeterminagao)
r——00 I r——00 X +00
(fazendo y = —z, temos © = —y e se * — —00, entdo y — +00)
In(— In(—(— 1 1 1
m=1+ lim n(f) C1gonm BECW) L gy BO g, (LW
T——00 x y——+o0 (—y)2 y——+o0 y2 y—r+oo \ Y i
1 1 1
g lim ot 2 L g h0x0=1
y—+ooy y—+oo Y —+00

Lim. Notédvel

b= xEr_noo(f(x)—mx) = xli)rzloo(f(x)—lxx) = xl'}r_noo (x 14 ln(;x) —x) _ xEIPOO (_1 N ln(;x)) _

(fazendo y = —z, temos © = —y e se T — —00, entao y — +00)
In(— In(—(— |
b -1+ tim BET gy gy MEE) g, RO
r——00 x Yy—r+0o0 -y y—+oo Y

Lim. Notavel

Assim temos que a reta de equagdo y = x — 1 é uma assintota do gréfico de f (e ndo existem outras
assintotas nao verticais).

Exame — 2014, 2.* Fase

28. Como o gréafico da fungao f tem uma assintota obliqua quando = tende para +oo, de equagao y = x + b,
ou seja uma reta de declive 1, temos que

lim M:1

r—+oco I

m =

E assim, calculando o valor de b, vem que:
b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—1xz)= lim (In(2e®—e*) —z) = 400 — 00 (Indeterminagéo)

r—+o0 r—+00 r—r+o0

. z 4 . s 4 N ) 2e® — et
b= lim (In(2¢® —¢e*)—2) = lim (In(2e" —¢€*) —Ine”) = lim (n——— ) =

r— 400 z=Ine* x—+00 r—+o00 et

T 4 4 4
= lim (111(26—6>>— lim <ln<2—e>>—ln< lim <2—6)>—
T—+00 e’ e’ T—+00 et T——+00 er

ol
ln<26+oo> =In(2—-0)=1In2

Exame — 2014, 1.* Fase
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29. Como a fungao, em ambos os ramos, resulta de operacoes e composicoes de fungoes continuas em R~ e em
R*, a funcio é continua em R~ e em R, pelo que a tnica reta vertical que pode ser assintota do grafico
de féaretax =0
Averiguando que x = 0 é assintota do gréafico de f, temos:

lim f(z) = lim (2z4+1+e7)=2x0+1+e"=0+1+1=2
z—0~

z—0~

<3m+lnm>3x0++ln0+0+(oo) —00

lim f(x) = lim — - o

zi0+f( ) so0+ x 0+ 0+ 0+

Pelo que, apesar de lim f(x) ndo ser infinito, como lim f(x) = —oo podemos afirmar que z = 0 é
z—0~ z—0t

assintota do gréfico de f
Para mostrar que existe uma assintota horizontal do gréafico de f quando x — 400, temos

1 1 1
lim f(z)= lm 3ztnz lim (393+ nx) Cbm <3+nx> _
X

r—+00 xr——+00 X xr——+00 X X r—+00
. . Inz
= lim 3+ lim — =3+4+0=3
xr——+00 r—4+o00 I

Lim. Notével

Logo podemos afirmar que y = 3 é uma assintota horizontal do grafico de f quando x — +o0

Para mostrar nao existe assintota nao vertical do gréfico de f quando x — —oo, ou seja uma reta de
equagao y = mx + b, vem

2 1 - 2 1 -z 1 -
m = lim@: lim&: lim <x++e): lim <2—|——|—e ):

rT——00 I T——00 xT r——00

1 - 1 e (=) +o00 -
= lim 2+ lim —+ lim =2+ —+ =2+ 0+ ——( indeterminagao)
T——00 T——00L T—H—00 I —00 — —00
Fazendo y = —z, vem que x = —y e se £ — —o0 entao y — +o0

. e’ . ey . ey . eY
=240+ lim =2+ lim — =2+ lim (——)=2- lim — =2—-(4+0)=—-00
r——00 I y—+oo —yY Yy—r—+o00 Yy y—+oo Yy

Lim. Notavel

T
E assim, como lim L)
r——00 I

quando x — —o0

= —oo podemos concluir que ndo existe assintota nao vertical do grafico de f,

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014

30. Como lim [f(z)+ 2z] =2, temos que lim [f(z) — (—2z)] = 2, o que significa que a reta de equacao
T——00 T——00

y = —2x + 2 é assintota do gréfico de f, quando x — —oo
O tnico gréfico que admite a reta y = —2x + 2 como assintota é o da opgao (A).

Resposta: Opgao A

Exame — 2013, Ep. especial

mat.absolutamente.net
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9(x)

rx—+o00 I

31. Como y = 2x — 1 é assintota do gréfico de g, e o dominio da funcdo g é RT, temos que lim =2

Como o dominio da fungao h é RT, vamos calcular o valor de hr—? h(z):
TrT——+00

lim h(z) = lim M: lim (1_W> ~ dim L lim lg(@)* _

r—+00 T—+00 xT z—+oo \ x2 2

2 2
1
=— — lim [(9(1)> 1 :0—( lim M) =-22=-4
+00 T—r+00 x r—+oo I
Como lim h(z) = —4, o grifico de h tem uma assintota horizontal.

T—+00
Exame — 2013, Ep. especial

32. Para mostrar que o grafico da funcao f admite uma assintota obliqua de equagao y = mz + b, quando =
tende para —oo, temos:

3+x 3+x
T Te 2x Te 2x ,
m = lim&: lim;: lim ( +>: lim (e3+”“—|—2):
r——00 I r——00 x T—r—00 €T €T r—>—00
= lim 74 lim 2= 2= 4 2=-0"12=2
Tr—r—00 Tr—r—00
b= lim (f(z)—mz)= lim (2’ +22—-2z) = lim (ze’**) = —o0 x et —
Tr—r—00 Tr—r—00 Tr—r—00
= —0c0 x e ™ +2=—00 x 0" ( indeterminacao)
(fazendo y = —z, temos © = —y e se x — —00, entdo y — +00)
b= 1li ( 3+:E) = 1 ( 3*y) _ li ( 37y) _ li X 63 _ li ( 3 % y) _
o w—%lzloo re - yir}rlloo ye o y—lrlloo ye - y—igloo y ey N y—lrfoo ¢ ey o
lim 1 1
= — lim €3 x limﬁz—e?’x lim 7 :—e3xLooyz—e3><—:—e3x0:0
y—+oo y—+oo ey y—+oo €7 lim e’ +00
Y y—tooy
——

Lim. Notével

Assim temos que a reta de equacdo y = 2z é uma assintota do gréfico de f quando = tende para —oo

Exame — 2013, 2.2 Fase

f(z)

33. Como sabemos que m = lirf , em que m é o declive de uma assintota do grafico de f, vem que
rz—+oo I
1 1 1
i PEHS@ g (e T@N L 2T T
z—+o0 3x z—+oo \ 3T 3x z—+oo 3r  z—+4oo 3z
1 1 1 1
el by S@ Lo I® g S g
3 z—=+c0 I Jr—+00 x 3z—+o00 I z—+oo I
———

Lim. Notéavel

Logo uma assintota do gréfico de f, se existir, ¢ uma reta de declive 3, pelo que a tnica equacao, de entre
as hipdteses apresentadas, que pode definir uma assintota do gréfico da funcao f é y = 3z

Resposta: Opgao D

Exame — 2013, 1.* Fase
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34. Como a fungao, em ambos os ramos, resulta de operacoes e composicoes de fungoes continuas em R~ e em
R*, a funcio é continua em R~ e em R, pelo que a tnica reta vertical que pode ser assintota do grafico

de féaretax =0
Averiguando se x = 0 é assintota do grafico de f, temos:

lim f(z) = lim (zlnz)=0" x In(0") = 0" x (—oc0) (indeterminacio)
z—0+ z—0+

1 1
(fazendo y = o temos * = — e se * — 0, entdo y — +00)

lim f(z) = lim (zlnz)= lim (1 ><1n1> = lim (1 X (1n1—1ny)) =

z—0t z—0F y—+oo \ Y Yy y—+oo \ Y
1 1 1
= lim ( X (—lny)> = lim (_ny) —— lim Y _p
y—+oo \ Y Yy——+00 Y y—+oo Yy
———
Lim. Notavel
Temos ainda que
e’ —1 -1 0 . L
wlirél_f(x) = ml_l)I(I)l_ T T (indeterminagao)
e —1 et —1 T e —1 T
lim f(zx) = lim ———— = lim X — ] = lim X =
a:~>0*f( ) sm0-edT — 1 a0 <e4’” -1 a:) =0~ ( x etr — 1)

. em_lxl' T VT 1X4><x . 1><1' 4x
= lim im — = im |- = lim = im —— =
x—0~ x x—0— €4m -1 x—0— 4 64m -1 z—0—4 x—0— 64I -1

Lim. Notével
. 1 1o 1
= - x lim v va— = - X 1 = 1 =
z—0~ e —1 4 . et — 4x i T -1
im im
4x z—0— 4x z—0— 4x

(fazendo y = 4z, temos que se x — 07, entdo também y — 07)

1 1 1

-1 4x1 4

4 x lim
y—0— Y
N————’

Lim. Notédvel

E assim, como todos os limites calculados existem e tém um valor real (finito), podemos concluir que a
funcao f nao tem qualquer assintota vertical.

Exame — 2013, 1.2 Fase
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35. Para mostrar que o grafico da funcao f admite uma assintota obliqua de equagao y = mz + b, quando =
tende para —oo, temos:

1— ze® 1 ze® 1
m= tim L&) gy SElowet <3x+—ze ): lim <3+—ex>:
X

r——00 I T——00 T z——o00 \ T T T T——00
1
= lim 3+ lim = — lim e*=34+0"-0T=3
T——00 T——00 T——00
b= lim (f(z)—mz)= lim (3z4+1-ze”—3z)= lim (1-ze”)=1-ocoxe ®= —oox 07
T—r—00 T—r—00 T——00 S——
Indeterminacao

(fazendo y = —xz, temos © = —y e se * — —00, entdo y — +00)

b= lim (l—xez) = lim 1- lim (zez) =1-— lim (I’BI) =1— lim ( ye y) =1-— lim ( Y X 1) =

T——00 T——00 T——00 T——00 y——+o00 y——+00 ey
1 lim 1 1
—1- tm (L) =1+ 1m (L) =1+ lm =14y = 140=1
y——+00 ey y—+oo \e¥Y y—+00o g lim i 400
Y y—=too y

Lim. Notével

Assim temos que a reta de equagdo y = 3x + 1 é uma assintota do gréfico de f quando x tende para —oo

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013

36. Para mostrar que o grafico da restrigdo da funcao f ao intervalo | — 0o, 4] tem uma assintota horizontal
de equacao y = k, quando x tende para —oo, temos:

3z +3 3(— 3 —
k= lim f(z)= lim TS (zoo) + S (indeterminacgao)
T——00 z——004/q2 +9 (700)2 +9 +00
3
. o Br+3 3743 . x(3+m)
k= lim f(z)= lim ———= lm —= lim ——————~2— =
T——00 rz——004/g2 +9 T——00 9 T——00 3 9
$2(1+) Ve X 1“!‘72
x2 x
3 3
3+ 3+0° 3
= lim — X =_2=_3
T—— oo|aj| x—> ) \/1+0+ 1
1+ 7 14+ —
T +o0
Assim temos que a reta de equagdo y = —3 é a assintota horizontal do gréfico da restri¢do da funcdo f ao

intervalo | — 00, 4]

Teste Intermédio 12.° ano — 28.02.2013

37. Como o dominio de g é |0, 4+ oo[, a reta defina por x = k é assintota do gréfico de g, se

k= lim g(x)

T—+00

Assim, como a reta de equagdo y = 3 é assintota horizontal do gréfico de f, (e o dominio de f é ]0,+ ool),
temos que lim f(z) =
Tr— 400

Logo
ewo3 Jm (=8 e 3 gro3 3
k= lim g(zx)= lim = - = = =—=-1
T—r+00
Pelo que a reta de equagao y = —1 é uma assintota do grafico de e quando x tende para +oo

Resposta: Opgao D

Exame — 2012, Ep. especial
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38. Como lim f(z) = 3 podemos afirmar que a reta horizontal definida pela equacdo y = 3 é uma assintota
Tr—r— 00
do grafico de f

Como limJr f(z) = +00 podemos afirmar que a reta vertical definida pela equagdo x = 1 é uma assintota
r—1
do grafico de f

Como y = ma + b é uma assintota nao vertical do grafico de f se lirf (f(z) — mz) = b, entdo como
Tr—r+00

hIE (f(x)—2zx) = 1, temos que a reta definida por y = 2x+1 é uma assintota nao vertical do grafico de f
xr—r+00

Assim, a tinica opgdo em que sdo indicadas duas das trés assintotas identificadas é a opgao (B).
Resposta: Opgao B

Exame — 2012, 2. Fase

39. Como o dominio da fungao f é R, poderao existir assintotas nao verticais quando z — —oo e quando
T — +00. Assim, vamos averiguar em primeiro lugar a existéncia de uma assintota de equacao y = mx+Db,
quando z — —oo:

. f(m) . ze' " : 1—z 1—(—o0) 1400
m= lim —= = lim —— = lim (e %) =e =e = 400
r—r—00 x r—r—00 x T—r—00
L fl) S . -
Pelo que, como m = lim “——= nao é constante, podemos afirmar que nao existe uma assintota nao

r——00 I
vertical do gréafico de f, quando z — —o0

Averiguando a existéncia de uma assintota de equagao y = mx + b, quando x — 400, vem:

| 1) -zl
m = lim M = lim zin(z +1) —zln(z) + 3z = lim (ln(x+1)—ln(x)+3) = +00—00 (Indeterminagao)
r—+oc0 X r— 400 €T r—+00

T—+00 I T—+00 T—+00 T— 400 T—+00 x

m = lim M: lim (ln(x+1)—ln(:v)+3) = lim (ln(x—i—l)—ln(x))—l— lim 3= lim <lnx+1>+3:

Tr—r—+00

1 1
= lim (ln(1+))+3zln<1+)+3:1n(1+0+)+3:1n(1)+3:0+3=3
T +00

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—3xz)= lim (zln(z+1)—zn(z)+ 3z —3z) =

r——+00 r—~400 r——+00

1 1
= lim (x(ln(m—l—l)—ln(a:))) = lim (x xIn = + ) = lim (x In (1 + x)) = +00X0 (Indeterminagéo)

xr——+00 xr——+00 €T xr——+00

1 1
(fazendo y = —, temos © = — e se x — +00, entdo y — 0T)
x

1 1 1 1
b= lim <xln<1+>> lim | —In L+ —— = lim <ln(1+y)>
r—+00 x y—0t | vy - y—=0+ \ Y
Y
~ i (ln(1+y)) ~ lim <ln(y+1)> _
y—0+ Y y—0+t Yy

Lim. Notével

Assim temos que a reta de equacdo y = 3z + 1 é uma assintota do grifico de f (e ndo existem outras
assintotas nao verticais).

Exame — 2012, 1.2 Fase
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1 lirél+1 1
3 — = : - _ T—r o _ Nn—
40. Como Ili%{rf(x) = —o0 entao zlg& (f) (z) = lirgl+f(x) =—== 0
z—

Pelo que podemos rejeitar os graficos das opgoes (B) e (C), que néo verificam esta condigao.

Como a bissetriz dos quadrantes impares é assintota do grafico de f, entao hr—f f(z) = 400 e as-
Tr—r+00
lim 1
sim, temos que lim 1 (z) = 22+ — LI 0t
’ z—too \ f lim f(z) +oo
Tr—r+o0

Pelo que podemos rejeitar o grafico da opgoes (A), que néo verifica esta condigao.

Desta forma o grafico da opgdo (D), de entre os apresentados, é o tnico compativel com as condigdes
definas.

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012

41. A assintota horizontal, quando z — —o0, é a reta de equacgdo y = a, em que a = lim f(z) e a assintota
r——00

horizontal, quando © — 400, é a reta de equagao y = b, em que b = hr—? flx)
r—r+00

e Determinado a equacao da assintota do gréafico de f quando x — —oo, temos

lim f(x)= mEr_noo (k4 xe®) = k—i—wgr_noo (z€”) =k+(—00) xe™>® =k+(—00) X0 (Indeterminagio)

Tr——00

(fazendo y = —z, temos © = —y e se x — —o0o, entdo y — +00)

lim f(z)= lim (k—l— (—y)e_y) =k+ lim (—y X 1) =k — lim (ﬁ) =

r——00 y——+oo y——+oo eY

1 lim 1 1
— lim —
Y y—tooy

Lim. Notavel

e Determinado a equacao da assintota do gréafico de f quando x — 400, temos

2z +1 20 1 1
lim f(z)= lim (m>: lim (”“#”): lim (2)+ lim —— =2+0=2

xr——+00 xr——+00 xX xr——+00 €T x€X xr——+00 rx——+oco I

Lim. Notavel

Assim, para que as duas assintotas sejam coincidentes, ficando assim o grafico de f com uma unica
assintota horizontal, temos que lim f(xz) = lim f(z), ou seja,
T——00 r—+00

k=2

Teste Intermédio 12.° ano — 13.03.2012
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42.

43.

44.

22/40

Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais do gréfico de f temos que calcular lim f(z) e
Tr—r—00

lim f(x)

T—r+00
Assim temos que:

1— x—1 1— z—1 1— —oo—1 1—
lim f(z) = lim (3+ e) — fim 34 fm ¢ g lTe T g 170 g g

T——00 T——00 x—1 T——00 z——o00 I — 1 —00 — 1 —00
Pelo que podemos afirmar que a reta de equagdo y = 3 é assintota do grafico de f (quando z — —o0)

Temos ainda que:

lim f(z)= lim (—z+Inz)= lim (17 <1+lnx)> lim z x lim <1+1n:c>
x x

T—r+0o0 Tr—+00 Tr—+00 Tr—r—+00 Tr—r+00

1
= lim z X ( lim (—1)+ lim ﬂ) =400 x (—1+0) =400 x (—1) = —0
r—r+400 T—r+00 x——+oco I
Lim. Notavel

Pelo que podemos afirmar que o grafico de f nao tem assintotas horizontais quando x — 400, ou seja,
y = 3 é a unica assintota horizontal do grafico de f

Exame — 2011, Prova especial

e Como lirf f(x) =1 entédo a reta de equacao y = 1 é assintota do grafico de f
Tr—r+00
e Como lim (f(z)+2z)=0 < lim (f(z) — (—22)) = 0 entdo a reta de equagdo y = —2x + 0 é
T——00 T——00
assintota do gréfico de f
Logo as assintotas do grafico de f sao definidas pory=1ey = —2z

Resposta: Opgao C

Exame — 2011, Ep. especial
Como a fungao f resulta de operagoes entre fungoes continuas, em [0,2] e em [2,+ oo[ é continua em [0,2] e
em [2, + oo[, e como o seu dominio é [0+ oo, entdo a tnica reta que pode ser assintota vertical do gréfico

de f é a reta de equagao x = 2

Para averiguar se a reta de equagdo @ = 2 é assintota do gréifico de f, vamos calcular lim f(z):

r—2~
27v 1 €272 -1 e2—1 o0
1 = ] — = = — (Indet i a
Jm fle) = lim = 2- —2 0 g (Tdeterminacio)
2—9c_1 2—x_1 2—:5_1 2—90_1
lim f(z) = lim e fm S T —fim (- T ) = im
=2 z—2- T —2 e—=2- —(—x +2)  a-o2- 2—z z—2- 2—1x
(fazendo y = 2 — x, temos que se x — 27, entdo y — 07T)
vy—1
lim f(z) = — lim ¢ =-1
T—2~ y—0t+t Yy

Lim. Notével

Assim, como lim f(x) é uma valor finito, concluimos que a reta de equacao x = 2 nao é assintota vertical
T2~
do gréfico de f (e que néo existe qualquer outra assintota vertical).

Exame — 2011, 2.* Fase
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45.

46.

47.

Como a reta y = 2x — 4 ¢é assintota do gréfico de g, temos que
T
o lim &)

rx—4+o00 I

o lim (g(z)—2z)=-4

r—r+00

=2

Da definigao de assintota temos que

lim (g(z)— (2z—4)) =0« lim (9(z)—22+4)=0

xr——+00 xr——+00
Resposta: Opgao C
Exame — 2011, 1.2 Fase

Como o dominio da funcdo é f é RT, o comportamento assintético do gréfico é verificado quando x — 400

Assim, determinando a assintota de equagao y = mx + b, quando x — 400, vem:

r42 2
m— lim ) _ o meA2e (me +w>
r—+o00 I r—~+00 x r—~+00

= = lim (e_w+2):e_°°+2=0++2=2

T xT T—>400

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—2xz)= lim (ze ®+2z—2z)= lim (ze ") =

r—~400 r——+00 r—~400 r——+00
lim 1
= lim (zx— )= lim — = lim — = — = =0
T—+00 er rz—+oo et r—+oo € I +00
_ im —
x r—+00 T

Lim. Notédvel

Assim, temos que a reta de equagao y = 2x+0, ou mais simplesmente, y = 2x é a assintota obliqua gréfico

de f

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

Como a reta de equacao y = —4 ¢ assintota do grafico da funcao h, de dominio RT, entao temos que
lim h(z) = —4
T—+00

Logo, vem que

In L lim In x In 1
lim 20) a—stoo \22) +00/) In(0") —oo oo
z—+oo  h(x) liIJIrl h(z) —4 4 -4
Tr—+00

Resposta: Opgao B

Exame — 2010, Ep. especial
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48. Como a reta de equacdo y = 1 é a tnica assintota do grafico da funcao f, de dominio R™, entdo, como é

49.

50.

51.

uma reta de declive igual a zero, vem que

my = lim (ﬂx)) =0

r——+00 x

E assim, determinando o declive da assintota obliqua do grifico da funcdo g, quando = — 400, (porque
o dominio da fungao é R™), vem:

mg = lim M: lim M: lim (Jf(a:)_'_x) = lim (f(a:))+ lim (E) =0+1=1
) r—+oo I T—+00 x xT—+00 €T €T T—r+00 €T x—+00 \ I

E como a reta de equacdo y = 1 é assintota do grafico da funcao f, de dominio R, entdo, vem que

AR @ =1
E assim, determinando a ordenada na origem da assintota obliqua da funcao g, quando z — +oo, (porque
o dominio da fungao é RT), vem:
b= xgrfoo(g(x) —ma) = Igrfoo(f(x) +z—1xz)= wgrfoo(f(:c)) =1
Logo, temos que a reta de equacao y = x + 1 é a assintota obliqua grafico de g, que como tem declive 1 é
paralela a reta de equagao y = z, ou seja a bissetriz dos quadrantes impares.

Exame — 2010, Ep. especial

Como o dominio da fungao f é ]0,+o0o[, s6 pode existir uma assintota nao obliqua quando z — 4o0.
Assim, averiguando a existéncia de uma assintota de equacao y = mx + b, quando x — 400, vem:

1
—x—Inz -
1
m = limM— lim57: lim 2 — lim = lim - —-0=-
r—+oco I r—+00 x r—+oo I r—4oo T r—+o00H 5

Lim. Notavel

b= lim (f(z)—mz)= lim <f(a:)—1><ac>: lim (;x—lnx—1x>: lim (= lna) = —oc

xr——400 xr——+00 5 xr——400 5 xr——+00

Logo, (como o b nao é um nimero real) ndo existe qualquer assintota obliqua do gréfico de f
Exame — 2010, 2. Fase

Como o dominio da fungao f é | — co,1[,e a reta de equagdo x = 1 é assintota do grafico da funcdo, entdo,
de acordo com o gréfico, temos que

lim f(z) = +o0
T—1—
E assim )
Lo Br lim (3z) _3x1t 3
a—1- f(x) g;l—lgl—f(x) +0o0 +00

Resposta: Opgao C
Exame — 2010, 1.2 Fase

Como o dominio da funcdo é f é ] — oo, 27|, o comportamento assintético do gréfico é verificado quando
r — —o00, pelo que, pela definicao de assintota, y = ax + b é uma assintota do grafico de f se

lim (f(a:) — (az + b)) =0

r—r—00

Calculando o valor do limite, temos

xgrzloo(f(ac) — (ax + b)) = xEI—noo (ax +b+€* —ax — b)) = xgrzlooew =0t

Pelo que podemos concluir que a reta de equacdo y = ax + b é uma assintota obliqua do gréfico de f

Exame — 2010, 1.2 Fase
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52. Como a funcao f é continua em R, porque resulta de operacoes entre fungdes continuas em R, o gréafico
de f nao tem qualquer assintota vertical.

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de f, de equagao y = mx + b, quando
T — —00, vem que:
flx) . 3+4x?e 3 4z%e®

. . . . 3 . _
m = lim lm ——— = lim — 4+ lim = lim —+ lim (4:176 ””) =
T——00 I T——00 x T——00 T—r—00 x T——00 T—r—00

:i+4x(foo)X67(7°°)20+4><(foo)xe+°°:4><(foo)><(+oo):foo

Pelo que néo existe qualquer assintota nao vertical do gréafico de f quando x — —oo

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de f, de equacao y = mz + b, quando
xr — +00, vem que:

3+ 4x2e " 3 dz%e® 3
m = lim M: lim shdrte T lim —+ lim Y€ " — lim —+ lim (4:06776) =
rx—+o00 X r—+o0 xX Tz—+oo r—r—+00 X Tz—+oo r——+00
3 4 3 3 1
= lim 24 lim = = lim 244 lim = = lim 244 lim — =
T—4o0o r—+o0 e¥ T—+oo r—+o00 et T—4oo r—+o00 i
X
3 1 3 1
— lim 2 44x =2 iax —04+4x0=0
r—+oo . € —+00 —+00
lim —
T—+00 I

Lim. Notavel

r—r+o0 Tr—r+00 T—r+00

2
b= lim (f(z)—mz)= lim (3+42%¢ *—-0xz)= lim <3+4xx>
efL’

x? 1 1
= lim 3+4 lim <>—3+4lim | =344 —_ =
r— 400 z—+oo \ et r—+o00 & . e
— lim —
z2 z—+00 2

Lim. Notavel
1
=3+4x —=3+4x0=3
+00

Assim, verificAmos que a reta de equacao y = 3 é assintota do grafico de f, quando x — 400, e de forma
mais abrangente, que esta é a Unica assintota do grafico desta funcao.

Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010

53. Como o dominio da funcao é R e a reta de equacao y = 1 é assintota do gréfico de f, entdao temos que:

lim f(z)=1

T—r+00

E assim, vem que:

lim (h”” - f(:z:)) = lim (m) — lim f(z)=0—-1=-1

r—r+00 X r—r+00
N——————
Lim. Notavel

Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2010
Teste Intermédio 12.° ano — 11.03.2009
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54. Como o dominio da funcdo é RT e o seu grafico tem uma assintota obliqua, ou seja, uma reta de equacio
y = mx + b, entao vem que:

e 1 - 1 1
m = lim 7f(x) = lim ¢ TTTS trtl_ lim (xe + ad + > = lim <ez +1+ > =
x

rx—4+oc0 I r——+00 xX x—+00 xX €T xX r—400

1 1
= lim e *+= lim 1+= lim —=e¢*+1+—=0+1+0=1
+00

r—+o0 Tr——+0o0 r—+oco

b= lim (f(z)—mz)= lim (f(z)—2)= lim (ze *+z+1—-2)= lim (ze ®+1)=

r—r+00 T——+00 r—+00 T——400
. T . T . . 1 1
= lim (—Jrl): lim —+ lim 1= lim - +l=—7+1=
r—+oo \ eT r—+o0 e® r— 400 Tr—+00 e i e
— im —
xT r—+00 T
Lim. Notavel
1

=—+1=0+1=1
+00
E assim, vem que a equacao reduzida da assintota obliqua do gréficode f éy =z +1
Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2010

55. Como a funcao g é continua em R, porque resulta de operagoes entre func¢ées continuas em R, o gréafico
de g nao tem qualquer assintota vertical.

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de g, de equagdo y = ma + b, quando
T — —00, vem que:

e’ 43
T+ 3 * 3 1 3e™*
m = lim@: lim —& — = lime+ = lim <e +) lim <+ ¢ >
T——00 I T——00 x z——o0 gev z——o0 \ xe® xret z——00 \ T x
— lim <)+ lim < < ):—3>< lim (6):O—S>< lim (e >=
z——00 \ T z——00 —x —00 z——00 \ —T z——00 \ —I
(fazendo y = —z, temos que se x — —o0, entdo y — +00)

Yy
=-3x lim (6) = -3 X% (4+00) = -0
y—+o0 Yy

Lim. Notéavel

Logo, nao o grafico de g nao tem assintotas nao verticais, quando x — —oo

Averiguando a existéncia de uma assintota ndo vertical do grafico de g, de equagdo y = ma + b, quando
xr — +00, vem que:

e’ +3
. T . x . e’ +3 . e’ 3
m = lim M = lim —&— = lim = lim +— | =
z—+o00 I T—+00 x z—+oo et z—+o00 \ xe’ xer

1 3 1 3 3
= lim (—)4+ lim (— | = + =0+—=0+0=0
z—too \ z—too \ xe® +oo 400 x (+00) +oo

b= lim (f(x) =mz)= lm (f(z)=0xz)= lim (f(z))= lim (6”3)_

r— 400 r—+00 x—+00 r—+o00 exr

r 3 3 3 3
= lim (e +>: lim (1+>= lim 14+ lim <>=1+:1+O:1
z—+oo \ e¥ et T—+00 er z—+00 z—+oo \ e¥ +00

E assim, vem que o gréafico de g sé tem uma assintota e a sua equacdo é y = 1

@mat.absolummeme.net
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56. lim @ 6 o declive da assintota do grafico de f, ou seja o declive da reta r
z—+o00 X

Como os pontos de coordenadas (0, — 1) e (1,0), pertencem & assintota, entdo o seu declive é

0-(-1) 1
= - = - = ]_
TTETTC0 T
E assim, vem que:
lim M =m, =1
r—+oco I

Resposta: Opgao C

Exame — 2009, 2.2 Fase

57. Como a funcao h resulta de operacoes entre funcoes continuas, em R~ e em Rt é continua em R~ e em
R*, pelo que a tnica reta que pode ser assintota vertical do grafico de h é a reta de equacdo z = 0

Para averiguar se a reta de equagdo z = 0 é assintota do gréifico de h, vamos calcular lim+h(ac) e
z—0
lim h(z):
r—0~
e lim h(z) = lim (Va?+4-2)=V02+4-0=V4=2
z—01 z—01
1 "—1 0
° mlirglih(x) = wlir{)l7€ - S 0 = 0 (Indeterminacao)
w1 2(e* -1 2z _q 2 _ 1
lim h(z) = lim i 2D o i © =2x lim & -
z—0— z—0~ T z—0— 2Xx z—0~ z—0~ T z—0~ T

(fazendo y = 2z, temos que se £ — 0, entdo y — 07)

v_1
—2x lim = =2x1=2

y—0— Y

Lim. Notével

E assim, como lim+h(x) = lim h(x) = 2, entdo a reta de equacao x = 0 nao é assintota do grafico de h
z—0 z—0~

Para averiguar se existem assintotas horizontais do gréfico de h, vamos calcular lim h(z) e lim h(z):
r—r—+00 T——00

e lim h(z)= lim ( 2+ 4 — x) =+/+00+4 — (+00) = +00 — 00 (indeterminagao)

r——+00 r——+0o0
2
Va? +4—x) (Va2 +4+ 244)" —a?
lim h(z) = lim ( x2+4—33): lim ( * x)( * x): lim ( v ) -
z— 400 T—+00 T— 400 Vrl+ 44z =400 \x2 4441
2?4+ 4 — 22 4 4

= lim —— = =0
z—=+too/g2 + 4+

4
= lim =
eotooy/x2 + 44+ V/H+oo+4d+oo  +o0

21 21 0-1
e lim h(x)= lim c S = =0

r——00 xr——00 x — 00 —00
Desta forma, como lim h(z) = lim h(z) = 0, temos que a reta de equagdo y = 0 é uma assintota
Tr— 400 T—r—00

horizontal do grafico de h (quando  — 400 e também quando z — —o0).

Exame — 2009, 2.2 Fase
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58.

59.

60.
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Como 11111 (f(z) — 22) = 0, pela definicao assintota, temos que a reta definida pela equacdo y = 2x é
r—r+00
assintota do gréfico de f, quando x — +0o0 e assim, como o declive da assintota é 2, podemos afirmar que:

lim M

rx—4oc0 I

=2

Desta forma, averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do gréfico de g, de equagao y = mxz+Db,
quando z — 400, vem que:

m= tim 90 gy SO <f(x)+x2)_ lim (M+x)_

r—+oo I x—r+00 €T T—+0o0 x €T T—+00 x
S
= lim —= + lim =2+ (+00) =400
r—+00 I T—+00
Z. . re . ':l: ~ re . ~ . 7z
Logo, como o dominio de g § RT e lim M nao é um valor finito, entao podemos concluir que o grafico

rx——+oco I
de g nao tem assintotas obliquas.

Exame — 2009, 1.* Fase

Como lin%J g(x) = —oo sabemos que para valores préximos de x arbitrariamente préximos de zero, o grafico
xrT—r

da funcao estd arbitrariamente préximo do semieixo negativo das ordenadas, ou seja, apenas as opgoes
(A) e (D) sao compativeis com esta informagcao.

Como hrf (9(z) — x) = 0 entdo a reta de equacdo y = x ¢é assintota do gréfico de g, quando = — +o0,
Tr—r 400
pelo que, de entre as opgoes apresentadas, a Unica representagao grafica compativel com as informagoes

conhecidas é a da opgao (D).

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 11.03.2009

Como a fungéo é continua no intervalo | — oo,1[ e também no intervalo [1, 4+ oo[, a reta de equagéo = =1

é a Unica reta vertical que pode ser assintota do grafico de f.

Podemos ainda observar que, como a fungao estd definida para x = 1, temos que f(1) é um valor finito,

e assim, linlhf(z) = f(1), pelo que, se a reta x = 1 é uma assintota do gréfico de f, entdo o comporta-
x

mento assintético sé esta presente quando x — 17, pelo que, para averiguar esta hipdtese vamos calcular

lim f(x):
r—1— )
3z° —3 3—-3 0
Jim f(0) = Jim g = gy g Undetrminesso)
2.1 -1 1 1 17 +1 2

lim f(z) = lim M: hmw: lim 3(z + ):3( + ):SX = —0

1= a=1- (=12 ao1- (z—-1)(x—-1) a2o1- (z—1) (1I--1) 0-
Como linla f(z) = —oo concluimos que a reta x = 1 é assintota do grafico de f

r—1—

Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais do grafico de f, vamos calcular lim f(z)e lim f(x):
Tr——00

r—+o0
. . 322 -3 . 32 .
e lim f(z)= lim (In(z)—e'™®) =1In(+o00) — e ™ = +o00 — e~ = +00 — 07 = +00

r—r+00 T—r+00

Pelo que podemos concluir que a reta de equagao y = 3 é uma assintota do grafico de f (quando x — —o0)
e que nao existe assintota horizontal do grafico quando x — 400

Teste Intermédio 12.° ano — 11.03.2009
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Como y = —1 ¢é a tnica assintota do grafico da fungao f, e pela observagao da figura, temos que:
lim f(x)=-1
Tr—r—00

E assim, vem que:
lim 3
lim =22 =" =_3
o=Too (@) T Tl (@) 1

Resposta: Opcao B

Exame — 2008, 2. Fase

Como a reta de equagao y = —x — 1, é assintota do gréfico de f quando x tende para —oo, pela definigao
de assintota, temos que:

lim <f(x)—(—x—1)):0 & lim <f(x)+:c+1)):0

r—r—00 r—r—00
Resposta: Opgao B

Exame — 2008, 1. Fase

< 1 A ) . .
Como a reta de equagao y = gx + 2 ¢ assintota do grafico de f, e o dominio de f é R*, temos que o

declive da assintota é:

lim M—l

m =

r—+o00 X 3

E assim, averiguando a existéncia de uma assintota horizontal do grafico de h, quando x — +00, vem que:

1 lim 1 1

B N e IR - 1 N 10 Bl S
— lim ——= =
X r—+o00 X 3

Pelo que a reta de equagao y = 3 é uma assintota horizontal do grafico de h
Resposta: Opgao D
Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008

Como a reta de equacao z = 1 é assintota do grafico da fungao g, e pela observagao do grafico, temos que:
lim g(z) =400 e que lim g(z) = —o0
T—1- z—1+t

Como a fungao h é definida por h(z) = z — 1, temos que lim1 h(z) =lim (z—1)=0
T—r

rz—1
Logo:
T B L
e lim = = =0
a—1- g(x) lim g(z) +oo
r—1—
b Jm k@)
e lim = = = =0
a1+ g(z) lim g(x) —o0
z—1+
: L e _ h(z)
E assim, como os limites laterais sao iguais, temos que: lim —= =0
z—1 g(x)

Resposta: Opgao C

Exame — 2007, 2.* fase
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65. Por observacgio do grafico, e como o eixo Ox é assintota do grafico de f, temos que lim f(z) =0T
r—r— 00

Pelo que:
lim g(z) = Br_n In(f(z)) = Er_n In (07) = —o00 (1)

T—r—00
Da mesma forma, como a reta de equacao y = 1 é assintota do gréafico de f, e pela observacao do gréfico,
podemos constatar que hr—? flx)y=17

xr—r+00

E assim:
lim g(z) = xBr_iI_loo In(f(z)) = lim In(17)=0% (2)

T—+00

Podemos ainda observar que f(0) =k, k > 1, pelo que:

9(0) = in(f(0)) =Ink
E como k > 1, entdo In(k) >0 < ¢(0) > 1 (3)

Assim, podemos observar que:

e A funcao representada pelo gréfico da op¢ao (A) nao satisfaz a condicao (1)

e A funcfo representada pelo grifico da opc¢ao (B) nao satisfaz a condicdo (3)

e A funcao representada pelo grafico da opcao (D) néo satisfaz a condigdo (2) nem a condicao (3)
Resposta: Opgao C

Exame — 2007, 1.* Fase

66. Como a reta de equacao y = 2x + 3 é assintota do gréfico de g, e o dominio da funcio é R™, temos que:

e m= lim M
r—+o00 X

e b= lim (g(z)—ma)= lim (g(x)—2x)=3

Tr——+00 r——+o0

=2

E assim, vem que:

lim <g(x) x (g(x) — 2:c)> = lim 9(x) x lim (g(z) —22)=2x3=6

T——+00 r—+oco I T—>+00
Resposta: Opgao C
Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007
67. Pela observacao do gréfico, e como:
e 0 dominio da fungéo é | — 00,1[ e a reta de equagdo x = 1 é assintota do gréfico de f, temos que
lim f(x) =400
r—1—
e 0 dominio da fungdo é | — 00,1[ e a reta de equagdo y = 0 é assintota do grifico de f, temos que
lim f(z) =0T
Tr—r— 00

e a origem do referencial pertence ao grafico da fungao, entao lim f(z) = 0"

rz—0~
. 21
Assim, sobre a funcao ? podemos afirmar que:
1 1 lim 1
. zlg{lﬁ <f) (z) = :ﬂlir? @) = lfrzlf(x) =T 0, pelo que podemos rejeitar a opgao (A)
r—1—
1 1 lim 1 1
. IEIPOO <f) (z) = :(:EIPoof({]j) = 1111_1;_(}0(1') =oF = ~+00, pelo que podemos rejeitar a opgao (C)
T—r—00
1 1 lim_l 1
. 113(1)17 <f) (z) = Ilir(r)lﬁ @ = lfgof(x) =oF = +00, pelo que podemos rejeitar a opgao (D)
z—0~

Resposta: Opcao B

@ma‘c.absolummen‘ce.net

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

68.

69.

31/40

Como a fungao é continua no intervalo ]0,1[ e também no intervalo [1, + oo, as retas de equagdo z =1 e

x = 0 sao as Unicas retas verticais que podem ser assintotas do grafico de f.

Podemos ainda observar que, como a funcao estd definida para z = 1, temos que f(1) é um valor finito, e

assim, £I?+f(w) = f(1), pelo que, se areta x = 1 é uma assintota do grafico de f, entdo o comportamento
T

assintético s6 estd presente quando x — 17, pelo que, para averiguar estas hipéteses vamos calcular
lim f(z) e lim f(x):
z—0*t r—1—

ot 0t

X
1. = 1. — = —— 0+
* ziH)IJrf(x) ssotlnz  In (0t) —oo
1 1
li = lim — = - — - _
o Jm flo) = lim oo = "o T

E assim concluimos que a reta de equagao z = 0 nao é assintota do grafico de f, mas a reta x =1 é.

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de f, de equacao y = mx + b, quando
xr — +00, vem que:

2—x
. x . xe . _ _ _
m = hmmz lim = lim e T =2 (X == =9
r—+oo T r—+oo I T— 400
xz X €2 T
b= lim (f(z)—mz)= lim (ze**—-0x2z)= lim (ze**)= lim = lim e*x lim — =
z—+00 T——+00 z—+00 z—+oo et T—+00 z—+oo et
lim 1 1
. —
=e? x lim = :eQXme:eQx—:gXO:O
r—+oco € . +OO
— lim —
xT r—+o0 I
~————

Lim. Notavel

Desta forma concluimos que a reta de equacao y = 0x+0, ou seja a reta definida por y = 0 é uma assintota
horizontal do grafico de f e como o dominio de f é R* podemos concluir que esta ¢ a 1nica assintota nao
vertical do gréafico de f

Exame — 2006, Ep. especial

Como a fungéo é continua no intervalo |1, + ool, a reta de equagdo = = 1 é a Unica reta vertical que pode
ser assintota do grafico de f. Para averiguar esta hipdtese vamos calcular hm+ f(z):
r—1

lim f(z) = lim (z+zIn(z—1)) = lim (:17(1 + In(z — 1))) =1(14+m@1" -1)) =

z—1t z—1t z—1t
=1+mlh(0")=1-00=—-00

Assim concluimos que a reta de equacao x = 1 é a tnica assintota vertical do grafico de f

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de f, de equagao y = mz + b, quando
r — +00, vem que:

m = lim M: lim w: lim <x+xln(x1)>: lim (1+In(z—1)) =

r—+o0c0 X r—+00 x r——+oo \ X xX r—+400
=1+In(+oo—1)=1+1In(+o0) =1+ 00 =40

Logo, como o dominio de f é ]1,+ ool e lim @
rx—+o0 X

grafico de f nao tem assintotas obliquas.

nao é um valor finito, entao podemos concluir que o

Exame — 2006, 2.? fase
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70. Como a funcao f é continua, entao a fungao g(x) = x f(x) também é continua, por se tratar de um produto
de fungoes continuas, pelo que o grifico de g nao admite qualquer assintota vertical.

Como a reta de equagdo y = x é assintota do grafico de f, quer quando x — +00, quer quando & — —o0,
temos que:
lim f(z)=-0c0ce lim f(z)=+o0

T—r—00 xr——+00

E assim vem que:

e lim M: lim L(x): lim f(z)=—o0

T—>—00 I r——00 I T—>—00
e lim 9(@) = lim o/ (@) = lim f(z) =+
r—+oco I r—+oo X r—+00
. g(z) _og(@) , : PP
Como nem lim =, nem lim *—— sdo valores finitos podemos concluir que também nao existe
T——00 I Tx—+00 I

qualquer assintota nao vertical do grafico de g.

Exame — 2006, 1.* fase

71. Como a fungédo é continua no intervalo ]0, + o], a reta de equagdo x = 0 é a tnica reta vertical que pode
ser assintota do grafico de f. Para averiguar esta hipétese vamos calcular 1im+ f(z):
x—0

i . l—Inz 1-In(0") 1-(-00) +o0
Jm @)= m e = e S T T o T

E assim concluimos que a reta de equagao z = 0 é a tnica assintota vertical do grafico de f

Averiguando a existéncia de uma assintota horizontal do grafico de f, quando x — +o0 (porque o dominio
de f é]0, + oo[), vem que:

l-lnz 1—(400) —o0

xgr_i[_loof(m) = wBToo . = oo = Too (Indeterminagao)
1-1 1 1 1 1 1
lim f(z)= lim ——— = lim (-”) = lim ~— lim —— =——-0=0-0=0
r——400 r—400 €T r—4oo \ & xT T—400 r—4o00 I 400
—_———

Lim. Notavel

Pelo que se conclui que a reta de equacao y = 0 é a tnica assintota horizontal do grafico de f

Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006
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72. Como a reta de equagao y = = + 2 é assintota do grafico de g, entao temos que:

e my= lim @:1

rx—4+o00 I

e by = lim (g(z)—mz) =2

T—+00

Assim, relativamente & assintota nao vertical da funcao h, vem que:

x
2 1 zhmool 1
mp = lim —= = lim 9(z) = lim = lim = lim — _z=t -1
z—4o0 T z—+oo0 I z—toozg(w) aotoog(x)  a—too g(x) i g(z) 1
x r—+o00 T

b=t (o) =) = i (55 1) = i (06 —e) = () =

= lim (ﬁ_f”g(f”)): lim (x(x_g(x))>: lim — x lim (z— g(z))

r—+o0 g(q}) r—+o0 g(aj‘) z~>+oog(x) r—+o0
= i li _1! li =1 2)=-2
= gy A () =) = e (<t o) o)) <10 (2) = -

xT

Desta forma concluimos que a reta de equagao y = r — 2 é uma assintota obliqua do grafico de h.
Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006

73. Averiguando a existéncia de assintotas verticais do grafico de f, temos que, como a fungao é continua em
R\ {3}, a unica reta vertical que pode ser assintota do grafico de f é a reta de x = 3.

Como
rz—2 3T -2 1 r—2 37 =2 1
lim f(z)= lim —— =——=—=+4¢ lim f(x)= lim = = — =—©
z~>3+f( ) z—=3+T — 3 3t -3 0+ z—)S*f( ) 23— — 3 3——3 0—-
vem que a reta de equagao x = 3 é a tUnica assintota vertical do grafico de f.
Relativamente a existéncia de assintotas horizontais do grafico de f, temos que, como
. .ox—2 . . . .ox =2 .z .
lim f(z)= lim = lim —= lim 1=1e lim f(z)= lim = lim —= lim 1=1
T——00 T——00 L — T—=—00o Tr——00 r—4+00 T—+ocoxr — 3 r—+ocox Tr—400

entao a reta de equag@ao y = 1 é a Unica assintota horizontal do grafico de f.
Resposta: Opgao C
Exame — 2005, Ep. especial (céd. 435)
74. Como a fungéo é continua em R\ {5} e i% f(z) = 3, entdo ndo existem assintotas verticais do grafico de f.
Como lim f(z) =2 entdo a reta de equagdo y = 2 é uma assintota horizontal do grifico de f.

T—r+00

Como lim [f(z) — 2] =0 entdo a reta de equacdo y = x também é uma assintota do grafico de f.
r—r—00

Resposta: Opgao A

Exame — 2005, 1.2 fase (céd. 435)
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75.

76.

77.

Temos que:

i ST m1<“@+x)_4@ m1<“@+1)_4@ m Y% 14 e

=00 T T—+00 x x z—+00 x z—+oc0 X T—+00
& lim M4-1:4@ im 99 4 1o pm ) g
r=too T z—too 1 T4 T

Como o grafico de g tem uma assintota obliqua, e o dominio de g éR™, entéo, o declive da assintota é 3.
Desta forma, de entre as opgbes apresentadas, apenas a reta de equagdao y = 3z pode ser assintota do
grafico de g.

Resposta: Opgao B
Exame — 2004, Ep. especial (c6d. 435)

Como a fungao é continua em R\ {0}, a reta de equacao x = 0 é a Unica reta vertical que pode ser assintota
do grafico de f. Para averiguar esta hipdtese vamos calcular lirr%) fx):
T—

. et -1
liy o) = iy =

=1

Lim. Notavel

Assim, como lin% f(z) é um valor finito, podemos concluir que nao existem assintotas verticais do grafico
Tr—

de f, ou seja, paralelas ao eixo das ordenadas.

Para averiguar a existéncia de assintotas paralelas ao eixo das abcissas, vamos calcular lim f(x) e
r—r—00

T ()
Tl e 1 0t—1 -1
e lim f(x)= lim & = ¢ -0 = =0
T——00 T——00 I —00 —00 —00

-1 o1 * 1
e lim f(z)= lim & = lim (e—>: lim & — lim - =

T—-+00 xT—+00 €T T——+00 €T €T Tx—+400 I T—+00
Lim. Notével

1
=400 —- —— =400 —-0=+00
400

Logo, podemos concluir que a reta de equagdao y = 0 é assintota horizontal do grafico de f, quando
T — —00 e que nao existe qualquer assintota do grafico de f, quando x — 400, pelo que areta y =0 é a
Unica assintota do grafico de f paralela a um dos eixos coordenados, nomeadamente o eixo das abcissas.

Exame — 2004, 2.* Fase (c6d. 435)

Como o grafico de h é simétrico relativamente ao eixo Oy, e tem uma unica assintota vertical, entao essa
assintota é a reta de equacao x =0

Assim, temos que:

lim A(z) = lim h(xz) = 400 ou lim A(z) = lim h(z) = —c0

z—0— z—0t1 z—0— z—0t

N . 1 . .
Ou, seja ;gr%)h(x) = 00, pelo que, ;I_I)I%) <g> (z) = o0, e assim, alg%g(x) =0

Como limg(x) =0, e, como a fungdo g é continua, entdo limg(xz) = g(0), pelo que,
x—0 x—0

9(0)=0
Resposta: Opgao A

Exame — 2003, Prova para militares (céd. 435)
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78. Por observacao do grafico de f, temos que:

lim f(z) = lim f(z) =k, k€ Rt

z—0~ z—0t

Desta forma, relativamente a fungao ¢, temos que:

f@)  Jm )y,
1. = 1. = z = — = —
y zgg*g(x) x—lglf T lim x 0~ k>0 &
x—0—
e lim g(z) = lim f(z) = “"lgngf(x) — i _
woot I T N T T limaz 0F ko
z—0t

Temos ainda que:

e Como a bissetriz dos quadrantes pares (reta de declive —1) é assintota do grafico de f, quando

x
T — —oo, entdo lim g(z) = lim f=) =-1
T—r—00 r——00 I
e Como a bissetriz dos quadrantes fmpares (reta de declive 1) é assintota do gréfico de f, quando

T — 400, entdo lim g(z) = lim f@) =1
Tr—r+o0 x——+oco I

Desta forma, podemos verificar que o griafico da opgdo (A) é o tnico que satisfaz cumulativamente as
quatro condigoes estabelecidas.

Resposta: Opgao A

Exame — 2003, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

79. Como lim M

Lo . ) ) . . 1
= — entao a Unica assintota do grafico de g é uma reta nao vertical de declive —
T—too T 2 2

Desta forma verificamos que o gréfico da opgao (D) é a tinico que satisfaz esta condigdo, porque o grafico
da opcao (A) tem uma assintota cujo declive é zero, o grafico da opcao (B) tem pelo menos uma assintota

vertical e o grifico da opgéo (C) tem uma assintota de declive negativo.

Resposta: Opgao D

Exame — 2003, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

80. Como o dominio de h é [0,5[U]5, + oo e a reta de equagao y = 3 é assintota do gréfico de h, entéao:

AN =3
Assim, temos que:
) Jm h(z) 3 3 3
lim = = = = =1
z—+003 + e % lim (3 + e_m) 3+e>® 3+07* 3

Tr—r+00
Resposta: Opgao B

Exame — 2003, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)
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81.

82.

83.

84.

Averiguado a veracidade das afirmagoes apresentadas, temos:

e Como a reta de equacao x = 2 é uma assintota do grafico de f, e o dominio de f é [0, + oo[, entao
temos que f nao é continua em x = 2, ou seja nao é continua em todo o seu dominio.

e Como a reta de equacao z = 2 é uma assintota do grafico de f, entao lir%f(x) = +00 ou lim2f(a:) =
xr—r xr—r
—o0, pelo que 11H12|f(ac)| = 400, 0 que significa que a fungdo |f| ndo tem um méaximo absoluto.
r—r
e Como a reta de equacido = 2 é uma assintota do grafico de f, entao limzf(x) = +00 ou limzf(z) =
r—r xr—r
—o00, pelo que lim( - f(a:)) = —00 ou lim( - f(w)) = +o00, 0 que significa que a reta de equacao
T—2 r—2
r = 2 também ¢é uma assintota vertical do grafico de —f.

e Como a reta de equagdo y = 1 é uma assintota do gréfico de f, e o dominio de f é [0, + oo[, entdo
temos que liIJ'I_l f(x) =1, o que significa que nao existem assintotas obliquas do grafico de f
Tr—r+00

Resposta: Opgao C

Exame — 2002, Prova para militares (c6d. 435)

Como a fungao é continua em R, ndo existem assintotas paralelas ao eixo das ordenadas, ou seja nao existe
qualquer assintota vertical do grafico de f.

Averiguando a existéncia de assintotas paralelas ao eixo das abcissas, temos que:

1 1 1 1
e lim f(x)= lim (3 + 2@1"”) = lim 3 + lim (2e'77%) = 3 4 2el(=o0) — Z 4 9eltoo —

T——00 T——00 T——00 T——00 3
= g + 00 =400
e lim f(z)= lim T ioe=) = lim L+ lim (2¢'77) = e
T— 400 z—+oo \ 3 r—4003 r— 400 3
1 1 1
— 492 ®==40t="=
3= 37" 3

Assim temos que nao existe qualquer assintota horizontal quando x — —o0, e a reta de equagao y = = é

Wl

uma assintota horizontal do grafico de f, quando z — +o0

Exame — 2002, 2.* Fase (céd. 435)

Como a reta de equagao y = 2 é assintota do gréfico de h, e o dominio da fungdo é dominio R™, entao:

TN =2
E assim, temos que:
im = = — =4
z——oco e lim e® 0+
Tr—r—00

Resposta: Opgao A
Exame — 2002, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)
Averiguado a existéncia de uma assintota horizontal do gréfico de f, quando x — —o0, temos:

lim f(z)= lim (0,1+0,2¢"3) =0,140,2¢"*>) =0,140,2¢7> =0,1+0,2x0=0,1
T——00

T—>—00

Pelo que a reta de equagao y = 0,1 é uma assintota do grafico de f

Resposta: Opgao B

Exame — 2002, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

mat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

37/40

85. Como as fungoes f e g estdo ambas definidas e sdo continuas em R, entdo (como a soma de fungoes
continuas também é uma fungio continua) a fungdo f 4 ¢ também estd definida no mesmo dominio e
também é continua em R, pelo que nao existe qualquer assintota vertical do grafico da funcao f + g.

Averiguando a existéncia de uma assintota do grafico de f + g, de equagao y = mx + b, quando r — —o0,

vem que:
T g2 @ 2 @ 2
el S TO@ ez -2 M1<6+$_>: ml(e+1_):

T——00 €T T——00 €T T——00 €T €T €T r——00 €T €T

x 2 - 2 ot
= lm &4 lim1- Im 2=% 41— - +1-0"=0+1-0=1

rT——00 I T—r—00 T——00 L —0 —0 —0

b= lm ((f +9)(@) —mz) = lim (" +r—-2-1xz)= lim (e"—2)=
= lim ' — lim 2=¢ > -2=0"-2= -2
T——00 T——00

Desta forma, concluimos que a reta de equacao y = 1 X x — 2, ou seja a reta r é assintota do grafico da
funcao f + g, quando x — —oo

Averiguando a existéncia de outra assintota do grafico de f + g, de equagdo y = mz + b, quando = — +o0,
vem que:

x -2 o 2 o 2
m= i FO@ o fHem2 <e+m—) = lim <€+1—) =
r—+00 x z—>+00 x z—+o0 \ T x x 4
. €er ) .2 2 T
= lim — 4+ Ilim 1— lim —=40c0+1——=4c0+1-0" =40

r—+oo I xr——+00 r—+ooq +OO

Lim. Notével
Logo, como lir}_l ((f + 9)(x) — mz) ndo é um valor finito, entdo podemos concluir que o gréfico de f + g

Tr—r+00

nédo tem outra assintota quando x — 400, ou seja, que a Unica assintota do grafico de f + g é a reta r.

Exame — 2001, Ep. especial (céd. 435)
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Como a bissetriz dos quadrantes impares, ou seja uma reta de declive 1, é uma assintota do gréfico de g,
temos que:
) T
m = lim M =
T—+00 I

Assim, calculando lim hA(z), vem que:
r—r+o0

1 1 1
lm h(z) = tim 2%~ i (g<x)><): im 29 % m 2 o1k C 1kt —o0

T—400 z—4o0o T2 T—~400 T T N T—4oo +00
Ou seja, a reta de equagao y = 0, ou seja, o eixo Ox é uma assintota do grafico de h.

Exame — 2001, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

Como a funcao estd definida em Rt e é continua no dominio, z = 0 é a tnica reta vertical que pode ser
assintota do grafico de f.
Como

lim f(z) = lim (3z —2Inz) =3 x 0" —2In(0") =0 —2 x (—00) = +00

z—0+t z—0+

vem que a reta de equacdo z = 0 é a Unica assintota vertical do gréfico de f.

Averiguando a existéncia de uma assintota nao vertical do grafico de f, de equagao y = mz + b, quando
xr — +00, vem que:

m = lim @: lim M: lim (3x_21n3:>: lim (3_211133):

x—+o00 I xr——+00 xT xr—+00 xX €T xr—+400 X

1 1
— lim 3— lim (2”):3—2 lim —f —3-92x0=3

T—+00 T—+00 x T—+400 I
Lim. Notéavel

b= lim (f(z)—mz)= lim (3z—2mInz—3z)= lim (—2Inz)=-2xIn(+o00) = =2 X 400 = —0

T—-+00 T—>+00 T— 400

Logo, como o dominio de f é RT e liIJIrl ( f(z) - mx) nao é um valor finito, entdo podemos concluir que
T—r+00

o grafico de f nao tem assintotas obliquas.

Exame — 2001, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

Como a fungao esta definida para t > 0 e é continua para estes valores, t = 0 é a tnica reta vertical que
pode ser assintota do grafico de f.
Como

5 5 5 5 5 1

I = i = - = ===
Jim fx) = i om0 = T3 12400350 ~ 111240 ~ 14124 <1 125~ 25

vem que a reta de equagao t = 0 nao é assintota vertical do gréafico de f.

Averiguando a existéncia de assintotas quando ¢ — 400, temos:

B 5 5 5 5

= = = = - = 5
14 124e703%(+00) 14 124e=° 1+4+124x0 1

tLIeroof(x) - tllinool 4 12403t

E assim podemos concluir que a dnica assintota do gréfico de f é a reta de equagao y =5

No contexto do problema, esta conclusao significa que para valores arbitrariamente grandes de ¢, a funcao
toma valores arbitrariamente préximos de 5, ou seja, com o passar do tempo o nimero de de habitantes
de Malmequeres de Baixo que sabiam do acidente aproxima-se muito de 5 milhares.

Exame — 2001, Prova modelo (céd. 435)
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Sendo y = mz + b a equacao da reta s, como 11111 (f(z) — g(x)) =0, entdo temos que:
r—r+00

lim (f(z)— (mz+b))=0

r—+00
Ou seja, temos que a reta s é uma assintota do grafico de f
Resposta: Opgao D

Exame — 2000, 2.* Fase (c6d. 435)

Como a funcdo f é continua em R\ {1}, a reta de equacdo x = 1 é a tnica reta vertical que pode ser
assintota do gréafico de f. Averiguando se esta reta, é, de facto, uma assintota, temos que:

. . x el e
R e T
e” el
li = 1 - - £ __
o Jim flo) = lm g = oy = e = o

Logo, temos que a reta de equagao x = 1 é a tnica assintota vertical do grafico de f

Averiguando a existéncia de assintotas horizontais, temos que:

x e~ ot

. . €
x —+oo
e lim f(z)= lim ¢ -_° = oo (Indeterminagéo)
T——400 z—4ooxr — 1 400 —1 400

(fazendo y = = — 1, temos x =y + 1 e se ¢ — +00, entdo y — +00)

ev evtl evxe
lim f(x)= lim lim = lim = lim =
x—+00 z—+oor—+oox — 1 y—+oo Yy y—+oo Yy
.oeY :
= lim — x lim e=+4o0Xxe=+x
y—+oo Yy y—>—+o00

Lim. Notavel

E assim temos que a fungao s6 tem uma assintota horizontal (quando z — —o0) que é a reta de equagao
y=0

Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)
Como o dominio de f é RT e o eixo Oz ¢ assintota do grifico de f, temos que

lim f(z)=0"

xr——+00

Assim, averiguando a existéncia de uma assintota horizontal do grafico de —, vem:

lim 1
lim 1 (z) = _gode 1 = 400
z—+oo \ f lim f(x) Ot

r—+00

f

1
Como 11111 (f> (x) ndo é um valor finito e o dominio de f é R™, entdo nao existe qualquer assintota
r— 400

horizontal do grafico de —

f

Exame — 2000, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)
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Como f(0) = 1 e f é estritamente crescente, entdo, para que a bissetriz dos quadrantes fmpares seja
assintota do gréafico de f, temos que:
lim f(z) =400
r—+o0

Como f(0) =1 e f é estritamente crescente, entéo, para que a o eixo Oz seja assintota do grafico de f,

temos que:
lim f(z) = ot

Tr—r— 00
Assim, como f é estritamente crescente, temos que o contradominio de f é ]0, + oo
Resposta: Opgao C

Exame — 2000, Prova modelo (c6d. 435)

Como lim g(x) = +o0, entdo a reta de equagao z = 3 é uma assintota vertical do grafico da fungéo g
r—3~

Resposta: Opgcao B

Exame — 2000, Prova para militares (c6d. 135)
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