Funcdes (12.° ano)

Exponenciais e logaritmos

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugcdo

. Recorrendo as propriedades dos logaritmos, temos que:
b
log,, - =2 & log,b—log,a=2 & log,b—1=2 & log,b=2+4+1 & log,b=3

E assim:

3 3 3 3 12 15
log,, (\/a_3>< b2) zloga\/g+loga62 =log, (a)g+2logab: §><logaa~|—2><3: §><1—|—6 = §+5 =3

Resposta: Opgao B

Exame — 2023, Ep. especial

. Como e® >0ee ® >0, entdo e + e * # 0,Vx € R, pelo que resolvendo a equagido, temos:

et —e ®

et +e %

S 3 —e ") =e"+e " e 3" -3 " —e"—e =0 2"—4de =0

Wl =

| 2(e*)? — 4
e___ZO@L:O<:>262x—4=0/\ e’ #0
et e ex ——

Cond. universal

1
& 20" —4x — =0 & 2" x &
e.’lf

9 In2

& 2e :4<:>e2’”:2(:>2m=1n2<:>x27

In2
cs={22)

Exame — 2023, Ep. especial



3. Substituindo as coordenadas dos pontos na expressao algébrica da fungao, temos que:
e f()=5 e a+e>l =5 a=5-¢
e f2)=T e a+e? =7 a=T7T—e®

Ou seja:
et =7T—e® o P _t_92=0 < (eb)2—eb—2:0

Considerando y = e®, temos que:

—(-D£V(1D)2-4(1)(-2)

2
—y—2=0& y=
Yy Y Y 2% 1

Sy=—-1Vy=2

Assim, como y = €®, temos que:

° e=-1 Vet=2 < b=1In2
——
Cond. impossivel

ea=5—-et=5-2=3

Exame — 2023, 2.2 Fase

4. As solugoes da equagao pertencem ao conjunto {x € R: g(z) >0 A z > 1}

Como a funcao g é crescente e
x—1 x—1 3 3
gx) =0 Tx3""" -3=0<3 :?@xflzlogg?¢>x71:10g33710g37@x:2710g37

entao g(z) > 0 se x €]2 — logs 7, + oo, e como 2 — logz 7 < 1, as solugoes da equacdo pertencem ao
conjunto [1, + ool.

Assim, resolvendo a equacao, temos:

logs (g(:r)) =x+log;2 < logy (7 x 3*1 3) =z +log;2 < logy (7 x 3*1 3) = log5(3%) +1ogs 2 &

X

3
& logs (Tx 3771 —3) =logg(3" x2) & Tx3" ' -3=2x3" & 7><§—2><3"”:3 &
S Tx3F-6x3"=9 3" =9 r=logy9 & =2
Assim, como 2 € [1, + oo, 0 conjunto dos niimeros reais que sao solucao da equagdo, é {2} .

Exame — 2023, 1.# Fase
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5. As solugoes da equagio pertencem ao conjunto {x € R: 924+ 1 >0 A 6z > 0}

1
Como 9z > -1 Ab6x >0 < z> -3 Az >0 < x>0, temos que x € |0, + ool e resolvendo a equagdo,
vem que:

2

1
B log, (92 + 1) = log, (62) < logy(9z +1) = 2log,(62) < logy(9z+1) = log,y(62)? < 9z +1 = (62)* &

—9+ /92 — 4(-36)(1
< 95 4+1=3622 & —362°+92+1=0 < = (=36)(1)

2 x (—36)
= x*7_9+15 V x77—9—15 = x*—i V ac*1
-T2 -T2 12 3
1
Assim, como z > 0, z = D nao é solugao da equacao, pelo que o conjunto dos nimeros reais que sao

1
solugao da equagao, é: {3}

Exame — 2022, Ep. especial

6. Como o ponto do cabo mais préximo do solo é equidistante dos dois postes, estd a 5 metros de cada um
dos postes, em particular estd a 5 metros do poste da esquerda, pelo que x =5

Assim, a altura deste ponto é dada por
h(5) =6,3(e75 +e78) — 7,6 =63(c” +¢) —7,6=63x2—7,6="5

Poste da Poste da
esquerda direita

Logo a a distancia (k), arredondada as

décimas de metro, da base do poste da \___/
esquerda ao ponto do cabo que esta mais

proximo do solo é dada por

=545 & k=25+25 = Ak h(5)

= k=+v50 = k~71m
k>0

Resposta: Opgao A

Exame — 2022, 1.? Fase
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7. As solugoes da equacao pertencem ao conjunto {x € R:5—22x >0 A 3—x > 0}

5 5
COm072x>*5/\*JE>*3<:>21’<5/\I<3<:>:E<§/\:Z?<3<:>£C<§,

5
temos que x € } —00,5 [, e resolvendo a equagao, vem que:

(" =1DInb—-2z)+e*nB3—2)=InB—-2) & (¢*"—1)In(b—-2z)+e*InB3—2)—-InB—-2)=0 &
& (e —1)In(G-22)+ImB-2)(e*-1) =0 & (¢* - 1)(In(5-22) +In(3—2)) =0 <
& (" =1)(In((5-22)x (3—2))) =0 & (¢ —1)(In (15— 5z — 6z +22%)) =0 &
& ("—1)(In(22°> —112+15) =0 < " —1=0V In(22° — 11z + 15) =0 <
Sef=1Vv2?-llr+15=e" < =1V 2?-1llz+15=1 &

—(—11) £+ /(—11)2 — 4(2)(14)
2% 2 <

S r=0V2l—1llz+14=0< =0V z=

7
(:>szsz2sz5

. T - ~ . . ~
Assim, como z < 5 ¥ =5 Dnaoé solucao da equacao, pelo que o conjunto dos niimeros reais que sao

solugdo da equagao, é: {0,2}

Exame — 2022, 1.? Fase

8. Resolvendo a inequacao, temos:
1 4 2x 4 2x 5e®
U+ ) >5 & —x (d+eP)>5 & — 4 >5 & —+ o >
er er er er er et er>0
S 44 e¥ >5e" & () —be” +4>0
Considerando y = e®, temos que: y> —5y+4>0
—(=5) £ V(=5 —4(1)(4)

2x1
positivo, entdo: y? — 5y +4>0 ©y<1V y>4

Como y? —Hy+4=0 & y=

& y =1V y =4, e o coeficiente de y? é

Assim, como y = e*, temos que:
P4 +e¥)>5 e <1Ver>4 or<lnlVze>hd <0V z>In4
E como —2 <z < 2, temos que o conjunto dos nimeros reais que verificam a condi¢ao dada é:
(] = 00,0] U [In4, + oo]) N [-2,2] = [-2,0] U [In4,2]

Exame — 2021, Ep. especial
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9. Como no instante t; a temperatura da substancia foi 30°C, temos que:

10 1
T(t1) =30 & 2041007 =30 & 100e™"" =30 =20 4 "0 = o0 & ™M = o &
1 1 ~(In1-1In1l —0+1In1 Inl
em(E) -kt o kti—-mn (L) o po —nizm10) o —0+li0 -, Inl0
10 10 ty t t1

Resposta: Opgao C

Exame — 2021, 2.* Fase

10. Determinando o dominio da condicao, temos:

3
1—.’13>0/\3—2$>0<2>—:L‘>—1/\—2$L‘>—3<:>$<1/\$<§ S <1

Resolvendo a equagao, temos:

zln(l—z)—In(l—2z)=(1-2)In(83-22) & In(1—-z)(z—1) =—(z—1)In(3 - 22) <

(x —1)In(3 — 2z) A r—1240 & hn(l-z)=-mnB-22) &
x—1 N—

Cond. universal no dominio

< In(l—z)=—

& In(l—2) +1n(3 - 20) =0 & (1 —2) + (3~ 20) =0 & In ((1-2)(3-22)) =0 &

s (1-2)B3-22)=e’ ©3-20-3r+22°=1 222 -50+2=0 &

(9=

=
v 2% 2

1

Cond. impossivel no dominio

Exame — 2021, 2.2 Fase

11. Resolvendo a equacao, temos:

T T 1—
h(l-z)" =z '=1-2)"" & ez:(l—z)xi s S = :c
e e’ e
1—
el=""oe=l-zoas=1—c¢
e

Determinando o dominio da condigao, temos:

(1—xz)e” 1 >0 S, 17206 r>-lea<l
er—1>

Como 1 —e < 1, temos que 1 — e é solucao da equacao.

CS={1-¢e}

Exame — 2021, 1.* Fase
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6/43

12. Designando por a e b os dois nliimeros reais positivos, e usando as propriedades dos logaritmos, podemos
determinar o produto ab:

1 1
logsa—l—loggb:g = logg(axb):§ & ab=8% & ab=+8 < ab=2

Resposta: Opgao A

Exame — 2020, 2.* Fase

13.

13.1. Resolvendo a equagao dada, para x €] — 00,2], temos:

flx)=224+1 & z4+ln(e"+1)=224+1 < In(e“+1)=—2+2z+1 < In(e*+1)=z+1 &

1 o o] 1
e—1 r=m e—1

In (;1) —In((e—1)"1) = (=1)In(e — 1) = —In(e — 1) <comoe> 1, entio ¢ — 1 >o)

S =1l o e"xe—e"=1ac%e—1)=1 & " =

Apresentando a tnica solucdo na forma —Ink, k > 0, vem:

13.2. Resolvendo a equagao y = f(z) — x em ordem a z, para determinar a expressao algébrica da fungio h=!,

temos:
y=fz)—z e y=c+n(e"+1)—z < y=mh("+1) & !="+1 &

SeV=e"+l s eV —1=¢" & Ine?-1)=z

Desta forma temos que, para z €] — 00,2], h=!(z) = In(e® — 1)

Resposta: Opgao C

Exame — 2020, 1.* Fase

14. Resolvendo a equagao, temos:

- 1 2 B2 g ges
‘ F2x =3 g et -3=0e (), 2 3

—1)xh 2¢ " =3 < (z—1 =
(.’.U )X (‘llj)+ € (x )X I;ﬁl ez el‘ ea? el’ ez#o

rz—1
o ()2 42-3" =0 (*)? —3"+2=0 &

Fazendo a substituigdo de varidvel y = e, e usando a férmula resolvente, vem:

3£V(37 40 y:3j:\/9+8 oy 3%l
2

2
& -3 2=0%& y=
Y Y+ Y D) D)

Sy=1VvVy=2
Como y = e¥, temos que:
e =1Ver=2xr=InlVer=h2& 2=0Vzr=In2

C.8.={0,ln2}

Exame — 2019, 2.2 Fase
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15.

16.

17.

Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:

B _ad=0  (atb)(a—b)
In(a” ~ %) ~2In(a+8) = (e = %) ~In(a +8)° = In g = I oo = |

na—b
a+b

Como a + b = 2(a — b), obtendo o valor da aproximagcao com a calculadora, temos que:

a—>b

a—b 0
2(a —b)

1 =
na—l—b

1
=Iln-~-0,7
n2 ,

Resposta: Opgao C

Exame — 2019, 1.# Fase

Resolvendo a inequagao, como 3 = log, 8, temos que:
logy(x + 1) <3 —logy(8 — x) < logy(x + 1) +1ogy(8 —2) <3 < logy ((z+1) x (8—x)) <log, 8 <
S (@+1)8-2)<8 & 8 —2°+8-2<8 & Tr—2°<8-8 & Tr—22<0 & 2(7T-2)<0
Mas como a expressao log,(x + 1) < 3 —log,(8 — ) s6 estd definida se:
T+1I>0AN8—-z>0 & >-1A8>x & v>—-1Ax<8

Ecomoz(7T—2)=0 & z2=0V 7—2=0 < =0V 7=z, podemos estudar o sinal de z(7 — z),
para os valores de = definidos, recorrendo a uma tabela:

T -1 0 7 8

x n.d. 0 + n.d.

7T—x n.d. + 0 n.d.

z(7—z) | nd. 0 0 n.d.

Pelo que o conjunto dos nimeros reais que sdo solugoes da inequagéo é: | — 1,0] U [7,8]

Exame — 2018, 2.# Fase

Considerando a fungao h, podemos observar que:
h(l)=14+1 & h(1)=2 & K }(2) =1

E assim, vem que:

Resposta: Opgao C

Exame — 2018, 2.# Fase
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18. Simplificando a igualdade, vem que:

Inb=4lna & lnb:ln(a4) & b=at

E assim, resolvendo a inequagao, temos:

1 1 4 4 4 QL‘Q 4 x2 —4
asz?c)axz(a‘l)’@azzcﬁﬁxzf@x—fZOﬁ——szﬁ >0
a>1 x x x x x
. - .22 —4
Determinando as solugoes da equagao =0, temos:

22— 4

X

=02 4=0ANz#0 e ?=4rz40 0 2=2ViANz#0 & 2=—2V =2

24
, para x # 0, vem:

x
Estudando a variacao do sinal de

x —00 -2 0 2 +00
2 —4 + 0 - - - 0 +
x — — - 0 + +
= - 0 + n.d. - 0

2 _
> 0, para a > 1, temos que o conjunto solucao de a” > b &

. 1
Assim, como a® > bz &

C.8. = [-2,0[U [2, + oo

Exame — 2018, 1.# Fase

19. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:

1 1x1
4+ log, (57%) =4+ Inax (log, 5) = 4 + 22 » (log, 5) = 4 + ——8a®
logae logae
log, 5 4 . .
:4—|—10g7624+1n5:1n(€)—|—1n5:1n(e X5):1H(56)

Resposta: Opcao B
Exame — 2017, Ep. especial

20.

massa de poluente é metade da existente ao

)

20.1. Como duas horas apés o inicio do processo (t = 2), a
1
fim de uma hora (¢ = 1), entao temos que p(2) = Z%

Assim, resolvendo a equacdo anterior e escrevendo o valor de k forma solicitada, vem:

p(1) Cpxo  120e7Rx1 2x120 ek
2) =2 & 12 = —
p2) =57 & 120e 5 7 120 e

o 2= F (20 o 9kt o 9k o k=1n2

@mat.absolummeme.net
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20.2. Calculando as imagens dos objetos 0 e 3, temos:
p(0) =120e” %70 = 120" = 120 x 1 = 120

p(3) =120 %73 = 120! ~ 14,69

E assim, calculando a taxa média de variagao da fungao p no intervalo [0, 3] e apresentando o resultado
arredondado as unidades, temos

TV Mg 3 =

p(3) —p(0) 1469120 10531 .
3-0 3 T3 7

No contexto da situacao descrita, o valor da taxa média de variagao significa que nas primeiras 3 horas do
processo, a massa de poluente no tanque, decresceu, em média, 35 gramas por hora, aproximadamente.
Exame — 2017, Ep. especial
21. Resolvendo a inequagao, temos que:

1
f(z)>2lnzx & 2% S 9w ?Olnx>x><2lnx & hhr—2zx2lner >0 < (lnx)(1—-2z) >0
T T

Como o dominio da fungao é R* estudamos o sinal do produto, em ]0, + ool, através de um quadro de
variacao de sinal, para resolver a inequagao:

x 0 % 1 400
Inx n.d. — - — 0 +
1—-2x n.d. + 0 — — —
(Inz)(1 —2z) | n.d. - 0 + 0 -
Assim, temos que o conjunto solugao da inequagéo é %,1

Exame — 2017, 2.? fase

22. Temos que f(0) =9 — 2,5 (e!02¥0 4 £0:2X071) =9 _25(e! +e7') ~ 1,28

E assim, substituindo o valor aproximado de f(0) na equacao +/f(0)2 + x2 = 2, vem:

2
ViR +a2=2 & (\/17282+x2) —2? o 128242 =4 e 2 =4-128 o

1,282+422>0 1,2824+22>0

s 22 =23616 & = +./2,3616
Como z € [0,7], entéo a solugao da equagao é x = 1/2,3616 ~ 1,5

Como SP° = 0P + 08, ¢ OP = f(0) e OS = , entéo temos que r/f(0)2 + 22 é a distancia SP.
Assim a solugdo da equacao +/f(0)2 + 22 = 2 é a abcissa do ponto S, na posigdo em que dista duas
unidades do ponto P, ou seja, o ponto da superficie do rio que estd a 2 metros do topo da parede
esquerda que suporta a ponte estd a 1,5 metros de distancia da base da mesma parede.

Exame — 2017, 1.? fase
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23. Usando a defini¢ao de logaritmo, temos que:
a="b" < logya=3
Pelas propriedades operatorias dos logaritmos, vem que:

logbb 1 1
log, b+ 1 = 3=-+3=2
08q 0+ oy @ log, a + 3 + 3

Resposta: Opgao C

Exame — 2016, Ep. especial

24. Pela definigao de fungao composta temos que:
(fog)(@) =0 & f(9(x)) =0 & f(nz) =0
Como, pela observacao do grafico, podemos verificar que:
F=1) =0 A f(1) =0

Desta forma, vem que:

1
(fog)x)=0 & mz=-1Ahe=1cr=c'ANaz=c o ax="ANz=0¢C
e

Resposta: Opgao D

Exame — 2016, Ep. especial

25.

25.1. De acordo com os dados do enunciado temos que z = 25, pelo que a velocidade constante da nave,
em quilémetros por segundo, quando termina a queima do combustivel é dada por:

25+ 300 325

Assim, como a relagdo entre o tempo (t), a distancia (d) e a velocidade (V'), em segundos, arredondada
as unidades, é:

d d
V==& t==
t Vv
Temos que para viajar 200 quilémetros (d = 200) a esta velocidade (V = 4,02), o tempo necessério
é:
200
t= ~ 50
402~ 70°

25.2. Pretende-se determinar o valor de = associado ao valor de V = 3, ou seja, a solucao da equagao
V(iz)=3
Resolvendo a equacao, e arredondando o resultado as unidades, vem que:

300 300 3 300
V(m):3<:)3ln<x+ >:3<:)1n(x+ )z@ln(x+ )zl(:)

z + 60 x + 60 3 z + 60

300
s =e' & 2+300=-e(r+60) & x+300=ex+60c & x—exr=060e—300 <
z + 60 z#£—60
60e — 300
< x(l—e) =60e —300 & x = ii = x =~ 80 milhares de toneladas
—e

Exame — 2016, Ep. especial
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26.

27.

28.

Simplificando a expressao da inequagao, temos que:
9(0) x g(k) <0 < In(0+ k) xIn(k+ k) <0 < Ink xIn(2k) <0
Atendendo a que:

elnk=0< k=€ < k=1

e ln(2k) =0 2k=€" & 2k=1 & k=

N | =

Como k é um nimero real positivo (k €]0, + oo|) estudamos o sinal do produto, em |0, + oo[, através de

um quadro de variagao de sinal, para resolver a inequagao:

1
Pelo que se concluf que se g(0) x g(k) < 0, entdo k € } 271[

k 0 i 1 +00
Ink n.d. — 0 +
In(2k) n.d. 0 + +
9(0) x g(k) | n.d. 0 0 +

Exame — 2016, Ep. especial

Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:
log, (ab®) = log, a + log, (b*) =1+ 3log, b
E assim, vem que:
log, (ab®) =5 < 1+3log,b="5 < log, b= 5%1 & log, b= %

Logo, vem que:

Resposta: Opgao B

Exame — 2016, 2.2 Fase

Temos que z = 0,003 e como o empréstimo serda pago em prestagoes mensais de 24 euros entao p = 24

Substituindo estes valores na expressao conhecida, e resolvendo a equacao, vem:

600(0,003) ~0,003n ~0,003n ~0,003n _ —22,2
U= oo G 2 e —18 & —2de C18-24 o e 22
= - In 0,925
~0,003n 7
’ 25 & — =1 2 —
e 0,925 0,003n =1n0,925 < n —0.003

(1) Como n € N,n # 0, entdo 1 — e~ 00037 £ ¢

1n 0,925
—0,003

Como

~ 26, concluimos que o José ird demorar 26 meses a pagar o empréstimo.

Exame — 2016, 2.* Fase

@mat.absolummeme.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

29.

30.

31.

Determinando o declive da reta que contém os pontos de abcissas —a e a, vem que:

s () Gr) () - (5ets)

"= a—(—a) - a+ta B 2a
1 1 a—1 a—1\"" 1 1
a— a+ — — a— a—
1 —1 ln( )111 < ) 1 — (=11
n(a—i—l) n(a—l) a+1 a+1 7n a+1 (=1)In a+1
N 2a N 2a N 2a N
a—1 a—1 a—1 a—1
1 1 21 1
_ n(a+1)+ n<a+1> _ n<a+1> _ n(a+1> _ /@
N 2a N 2a N a o
- . _ f(a)
Logo a equagao da reta é da forma y = ——= Xz + b
a

Como o ponto de coordenadas (a, f (a)) pertence a reta, podemos substituir estas coordenadas e o va-
lor do declive, na expressao geral de uma reta, para determinar o valor da ordenada na origem:

f@="xatb o f@=f@)+b o @)~ f@)=b & 0=

Como a ordenada na origem é zero, podemos concluir que a reta passa na origem do referencial.
Exame — 2016, 1.2 Fase

Como o ponto P pertence ao grafico de f, substituindo as suas coordenadas na expressao algébrica da
funcao, temos que

§=¢""? o 8= (") o 8=2" & a=log,8 & a=3
Resposta: Opgao C

Exame — 2015, Ep. especial

31.1. Calculando as imagens dos objetos 20 e 10, temos

200 200
N(20) = = ~ 14
(20) = {5 F0e-025@ ~ T3 ppes ~ 14960
2 2
N(10) = 00 00 3918

1 + 50e—0,25x10 - 14+ 50e—2:5

E assim, calculando a taxa média de variagdo da funcdo N no intervalo [10,20] e apresentando o

resultado arredondado as unidades, temos

N(20) — N(10) 149,60 — 39,18 110,42
20-10 10 T

TVM[10720] = ~ 11,042 ~ 11

No contexto da situagao descrita, o valor da taxa média de variacao significa que entre os anos de
1900 e 2000 o ntimero de habitantes, da regiao do globo em causa, cresceu em média aproximada-
mente 11 milhdes em cada década.
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31.2. Resolvendo em ordem a t, temos:

00N
N N

200

200
N=_— """ =
1 + 50e—0-25¢

& 14 50e” 0% = & 50e 025t — —1 o 50025t —

200

N
L (20— N

200-N _ oo 200=N 200 — N L 50N

N € ~ 50N

1 200 — N 1 200 — N
& t= | S t=— In

& 50e” 9 = & —0,25t =1n

soNv ) < ~0.25
— n st —@ In 7200 - N &
0.25 50N 25 50N 2% 50N
100

ot g (P0-NY L (200-NNTE 50N !
- RN R M 20N

Exame — 2015, Ep. especial

32. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que

log, b

=2x1+
log, a

=2+3=5

log, (a®b) = log,(a®) + log, b = 2log, a +

C»J\H‘)—l

Resposta: Opgao D
Exame — 2015, 2.2 Fase

33. Para x €] — 00,3], f(x) =1+ ze®, logo, vem que
fl@)—2x>1 & 14z —22>1 < 2" -2 >0 < 2(e" —2) >0
Determinando as solugoes da equagao z(e® — 2) = 0, temos:
(e =2)=0 =0V -2=02=0Ve" =2 =0V r=In2

Estudando a variacao do sinal de x(e® — 2), em | — 00,3], vem:

x —00 0 In2 3

x — 0 + + + +

e’ —2 - - - 0 + +
x(e® — 2) + 0 - 0 + +

Assim, como f(x) — 2z >1 < z(e® —2) > 0, temos que o conjunto solugdo de f(x) —2z > 16

C.S. =] — 00,0[U]n2,3]

Exame — 2015, 2.2 Fase

34. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que
3k 5
logs g =log;(3") —logs 9 =k xlogs3 —2=F%k —2

Resposta: Opcao B
Exame — 2015, 1.? Fase

@ma‘c.absolummen‘ce.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

35.

36.

37.

38.

39.

14/43

A distancia do centro da esfera ao ponto P, no momento em que se inicia o

movimento, em centimetros, é T
d(0) =10+ (5—0)e 290 =10+ (5)e" =10 +5x 1 =15
Como, no momento em que se inicia 0 movimento, o ponto da esfera mais afastado
do ponto P estd a 16 cm (do ponto P), o raio da esfera, em centimetros, é a(t)
r=16—-d(0)=16—-15=1 16
Pelo que, calculando o volume da esfera em cm?, e arredondado o resultado as

centésimas, temos
4
V:§7r7'3:§7r><13:—; ~ 4,19

Exame — 2015, 1.2 Fase

Como 10? = 100 < log;, 100 = 2, usando as propriedades dos logaritmos, temos que
log(1000) = log 100 + log b = 2 + 2014 = 2016

Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014

Simplificando a condigao In(e™* — a) < 0, como a funcdo logaritmica tem imagens ndo positivas para
x €]0,1], temos:

Ine™—a)<0 & 0<e®—a<l & e?—a>0 AN e —a<]l & e?">a A e?<l+a &
& —z>In(a) AN —z<In(l4+a) & z<-—In(a) A z>—In(l+a)

Assim, S = [-In(1 + a), —In(a)]
Resposta: Opgao B

Exame — 2013, Ep. especial

Usando as propriedades dos logaritmos, temos que

log, <a5 X \‘75) + al°%a? = log, (a®) + log, Vb+b=5+]log, <b%) +b=

1 1
:5+§10gab+b:5+§><3+b:5+1+b=6+b

Resposta: Opgao A

Exame — 2013, 2.? Fase

Usando as propriedades dos logaritmos, e sabendo que log,b = 2, temos que

log, a 1 1 1 1 1 1
1 1 h= —8ad 4 (b*)zf oe b=t 4 txo—2
gy, a +log, Vb log, b 08a\"") T gt glBt =g xe=g 2

a
Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 28.02.2013
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40.

41.

40.1. Designando por A o centro do balao A, por B o centro do balao B e por P um ponto com a mesma
altura do balao A, situado na perpendicular ao solo em que estd o balao B, temos que o triangulo
[ABP] é retangulo em P, e pretendemos calcular AB

Assim, temos que AP =7 e BP = b(5) — a(5)
Calculado b(5) e a(5), temos B
b(5) = 67205 _ 0,02 x 5+2 =63~ 0,142~ 6,345 @
|

a(5) =e "9 002 x5+3 =" -0,1+3~3,761 Qe ' p

E assim, vem que

BP =b(5) — a(5) ~ 2,584

E assim, recorrendo ao Teorema de Pitdgoras, vem AB° = AP + BP:
AB° =72 125842 & AB =55,677 = AB= /55,617 = AB~T75m

40.2. Calculando o tempo decorrido entre o instante inicial e o instante em que os centros dos dois bales
estavam & mesma distancia do solo, em segundos, temos:

a(t) =b(t) < e 0 — 0,02t + 3 = 672" — 0,02t +2 < e 0% 13 =60 + 2 &

P 670,03t _ 6670,06t 4 3 —_92= 0 = 670,0315 o 662><(70,03t) + 1= O =
o o003t _g (6—0,03t)2 +1=0 < —6 (e—o,o3t)2 4003 L1 — 0 &

—0,03t

Fazendo a substituigao de varidvel y = e , e usando a férmula resolvente, vem:

—14+/(1)2 —4(-6)(1) oy = —-1+V1+24 o= —1++25 -
2(—6) T 12 12

s 6P 4+y+1=0o y=

12 12
o iE5 64 11
Y= "1 Y= VYT Ty YT VYT Ty
Como y = e~ 203t temos que:
1 1
—0,03t —0,03t
, =V ) [ —
e 2 e 3

—0,03t _

< L. . S - -
E como a equagao e —— ¢é impossivel, podemos determinar tUnica solugao da equacgao:
3 )

o= gogtom (L) o002, 0-In2 o, 2
2 R 2  —0,03 ~ —0,03 0,03

Assim, arredondado o resultado as unidades, temos ¢ ~ 23 s
Teste Intermédio 12.° ano — 28.02.2013

Como .
log, Ve =3 & log,(c)? =3 & §logac:3 & log,c=6

e log, b = ¢, usando as propriedades dos logaritmos, temos que

c+6 c
p —at?

1
(logy b +log, ¢) = 5 (¢ +6) =

DO =

1
log, Vb x ¢ =log, (b x c)% =3 log, (b x c) =

Resposta: Opgao C
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42. Resolvendo a equacdo f(x) = 0, temos que

oo de7F+4 e? x e 2 4e7 + 4 e? xe®72  deT 44
e —-——— =0« 5 - 5 =0 <& 5 - 5 =0 &
e e e e e

T d4e”* 4+ 4 T 4e”*+4 T —4e T —4

e? e? e2 e2 e2 €240
1 T x e 4 4e*

e dx ——4=0e 7 2T 0 o (7)2-4e"-4=0 &

e’ e’ er e’ e®#£0

Fazendo a substituigdo de varidvel y = e, e usando a férmula resolvente, vem:

4i\/(—4)22—4(1)(—4) - y:4i\/126+16 - y_4i2\/:§

S yY-dy-4=0sy=

44 4+/2
@y:T\[ ©y=2+2ﬁ\/y:2—2\/§

Como y = €%, temos que:

E*=242V2V ¥ =2—-2V2

E como 2 —2v/2 < 0, a equacio e® = 2 —24/2 é impossivel, pelo que podemos determinar o valor do tinico
zero da funcao f:
e =242V2 & z=mn(2+2V2)

Exame — 2012, 1.* Fase
43. Usando as propriedades dos logaritmos, e como b = o™ < log, b = 7, temos que
log, (a'? x b') =log, (a'?)+log, (b'°) = 12xlog, (a)+100xlog, (b) = 12x14+100x7 = 12+1007 ~ 326
Resposta: Opgao B
Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012
44.
44.1. Como f(x) = 2 + logs z, entdo
f(z) >4+1ogs(x —8) & 2+1loggx >4 +1logg(x —8) < loggx >4 —2+logy(x—8) &

& loggw > 2+ logs(z — 8) < loggx > logy 9 + logg(z — 8) < loggx > logs (9 x (z —8)) <
Sr>9Ix(zx—-8) L r>—-T2 e x-9x>-T2 & B8 >-T2 & 8x <72 <9

Mas como logs(z) s6 estd definido para x > 0, entdo a expressao 2 + logs x > 4 4 logs(x — 8) s6 estd
definidase z >0 A z —8 > 0,ouseja,sex >0 A = > 8

Pelo que a condicao f(z) > 4+ logs(x — 8) é verdadeira para os valores de x tais que z <9 A z > 8,

ou seja, no intervalo

] — 00,9]N]8, + o0[=]8,9]

44.2. Calculando o valor de f(36000) — f(41090) " temos que
F£(361000) — F(41990) — 9 4 log, (361000) — (2 +1logg (41900) ) = 241000 logs (36) — 2 — 1000 logs (4) =

36
= 1000 logs (36) — 1000 log, (4) = 1000(log3 (36) — logs (4)) = 1000log; 7" =

= 10001logs 9 = 1000 x 2 = 2000
Teste Intermédio 12.° ano — 13.03.2012
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45. Calculando o ntdmero de frangos infetados no instante em que o virus foi detetado (z = 0), temos:

200 200 200 200 7@78
1+3x8 1424 25

10) = 1+3x23-01000 ~ T4+3x23

O ndmero de dias passados, em que o nimero de frangos infetados era dez vezes maior (10 x 8 = 80), é a
solugao da equagao f(z) = 80:

200 200
= _ = —— =1 93-0,1z 25_1= 93-0,1z
flx) =80 73 x5 01 80 < <0 +3 % < 2.5 3 X &
L5 3-0,1z 3-0,1z 1
@?:2 e 0,5=2"" @10g2075=3—0,1x<:)log2§=3—0,1x<:)

1
& log,27'=3-0lr & -1-3=-0,lz < —4:7Ex S 40=z

Ou seja, desde que o virus foi detetado, até que o nimero de frangos infetados fosse dez vezes maior
b b )
passaram 40 dias.

Teste Intermédio 12.° ano — 13.03.2012

46.
46.1. Sabendo que M = 7,1, podemos calcular a energia sismica irradiada, substituindo o valor dado em

2
M = glogw(E) —-29:

(7,1429)x3
2

2
-1

71 =
3

og10(E) —2,9 < =log,o(F) < log,o(E) =15 & E=10"

Como a relacdo entre o momento sismico e a energia libertada é E = My x 1,6 x 107°, substituindo
o valor de E nesta expressao, vem:

1015
— =My & My =0,625x 10" x 10° &

10 =Myx1,6x107° & ————
0 0o X 1,6 x10 @1,6x10

& My=16,25x10"1 x 10 < My = 6,25 x 10*°

2
46.2. Sabemos que M; — My = 3

Sejam F, a energia sismica irradiada pelo sismo de magnitude M; e F5 a energia sismica irradiada
pelo sismo de magnitude Ma.

2 2
Assim, temos que M; = 3 logg(E1) — 2,9 e My = 3 logy(E2) — 2,9, pelo que

2 2
M1 — M2 = g loglO(El) — 2,9 — <3 loglO(Eg) — 2,9>
Logo:

-

[SCRN V)

2 2 2 2 2
3 logyo(E1) — 2,9 — (3 logyo(E2) — 2a9> =393 logyo(£1) — 2,9 — 3 logyo(E2) +2,9 =

2 2 2 2 2
< glogm(El)*g logyo(E2) = 3 g g(lng(El)*lOglo(EZ)) =3 & logyo(E1) —logyo(E2) =1 <

E E
<:>10g10<E:>:1<:) E—lzl()1 & By =10 x Ey

Assim, a energia sismica irradiada pelo sismo de magnitude M; é dez vezes superior a energia sismica
irradiada pelo sismo de magnitude M.

Exame — 2011, Prova especial
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47. Como a maquina agricola funcionou durante 20 minutos e, nesse periodo de tempo, consumiu 2 litros de
combustivel, logo a quantidade de combustivel que existia no depdsito no momento inicial era a quantidade
medida ao fim de 20 minutos acrescida dos 2 litros consumidos, ou seja,

Q(0) = Q(20) +2 & Q(0) — Q(20) =2
Logo, determinando o valor de k, temos que
Q(0) — Q(20) =2 « 12+ logs(81 — k x 0%) — (12 4 logs(81 — k x 20%)) =2 &
< 12 4 logs(81 — 0) — 12 — log4 (81 — 400k) = 2 < logs(81) — log4(81 — 400k) =2 <
< 4 —logs(81 — 400k) =2 < —logs(81 —400k) =2 — 4 & logs(81 — 400k) =2 <
72 9

& 32=81-400k ©400k=81-3> @ k= — < k= —
400 50

Exame — 2011, Ep. especial

48.

48.1. Comegamos por calcular o nimero de nentfares, as zero horas do dia 1 de Marco de 2010, no lago
A, ou seja, aos zero dias:

120 120 120 120

T 14Txe02X0 T47xe0 I1+47x1 8

Calculando o niimero aproximado de nentfares, no lago A, 7 dias depois, temos:
120 120

= = = 44,02

1+7xe02xX7T 147 xe b4 ’

Assim temos que o aumento do nimero de nenufares, no lago A, nos primeiros 7 dias, arredondado
as unidades é

N4 (0) =15

Na(7)

Na(7) — Na(0) =~ 44,02 — 15 &~ 29 nentifares

48.2. O numero de dias necessarios, apds as zero horas do dia 1 de Margo de 2010, para que o nimero de
nenufares existentes no lago A seja igual ao nimero de nentfares existentes no lago B é a solucao da
equacdo N4 (t) = Np(t):

120 150
= 120 (1 =04t _ 1 1 —0,2¢
¢>1+7Xe—072t 1+50><e—0,4t<:> 0( +50 x e ) 50( +7xe )@

& 120 4+ 6000 x €24 = 150 + 1050 x e~ %2t < 6000 x e~ % — 1050 x e %2t 4120 — 150 = 0 <
& 6000 x (e7%)* —1050 x e 0% —30 =0 <

Na(t) = Np(t)

Fazendo a substituicio de varidvel y = e~92t e usando a férmula resolvente, vem:

1050 £+ V/Q—105O)2——4(6000)(—30) 1050 % 1350
2
—1 — = = = —--———
< 6000y 050y —30=0 & y 2(6000) ey 12000

1 1

Como y = e~ %2t temos que:

1 1
—0,2t —0,2t
2t — Ty [P
e 10 e
~ _0 2t 1 s . ’. . 7 . ~ ~
E como a equagao e " = 10 é impossivel, podemos determinar tnica solucao da equagao:
1 1 Inl—1Inb 0—1Inb5 Inb
—0,2t
et = o 02t=In(- )| e t=—7T"" & t= S t=

5 (5 ) -0,2 -0,2 0,2

Assim, arredondando o resultado as unidades, temos ¢ = 8 dias

Exame — 2011, 2.* Fase
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2
49. Resolvendo a equacao m =e¥ — 3’ no intervalo [1, + oo[, temos que
x
2 T4+2 2 T4+ 2 2 2
J@ o 2 ze 42 o 2 e+ . 2 g 2
z 3 x 3 x 3 a>1 3
1 2 1 6 2 1 8 3 3e” x e  8e”
S ——e"4+24-=0& ——€"+-4+-=0& ——€"+-=0 —— —+—=0 &
e Ty e © 373 e T3 3er Ber [ 3er sz
& 3-3(e")248"=0 e —3(e")?+8"+3=0 &
Fazendo a substituicdo de varidvel y = e®, e usando a férmula resolvente, vem:
—8+4,/82 —4(-3)(3 -8+ 644 36 -8+ /100
& 3P +8y+3=0c y= ( )()@y=—+@y:7©
2(-3) —6 —6
- _78:|:10® 2 y _718(:) _ 1\/ PN
Y= 5 y_—6 Yy = 5 Yy = 3 Y=
Como y = e*, temos que:
1
@em:—g\/em:3(:>len3

Eq. Imp.

Assim, a tinica soluc¢do da equagao, em [1, + oo[, é In3

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

1
50. Como o ponto P pertence ao grafico da funcao f e tem ordenada 2 entao podemos calcular a sua abcissa

recorrendo & expressao algébrica da funcao f:

1 1
f(x):§ <:>10g9($):§ S 1=92 & 1=9 & =3

Resposta: Opgao C
Teste Intermédio 12° ano — 19.01.2011
51. Resolvendo a inequagao, temos

logs (72 4 6) > 2 +logs(z) < logs(7x + 6) > logs 9 + logs(x) < logs(7x + 6) > logs (9 X z) <

6
S Tr4+6>92 < 7Tx—92 > —6 & —2x2—6©2x§6©m§§ S r<3

Mas como logs(z) sé estd definido para z > 0, entao a expressao logs(7z+6) > 2+1logs(x) s6 estd definida
sex>0A T7Tx+6>0,ouseja,sex >0 A x> 7 ou mais simplesmente, se x > 0

Pelo que a condigao é verdadeira logs(7z 4+ 6) > 2 + logg(z) para os valores de x tais que x <3 A = > 0,
ou seja, no intervalo

] - 00’3]0}()’ + OO[:]Oa?’]

Teste Intermédio 12.° ano — 19.01.2011
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52.

1
52.1. Como k = 3 e p =1, o nimero, em milhares, de pessoas que estavam infetadas com a doenca, nesta
regiao, t anos apés o inicio de 1960 é
3ez! 3e2

I(t) =

T 1t lxedt 1tes

E o ano em que o nimero de pessoas infetadas, nesta regiao atingiu os 2500, ou seja, os 2,5 milhares
é a solucao da equagao

I(t) =25
Assim, resolvendo a equacdo, temos
ez t t t t
It) =25 & - =25 & 3e2 :2’5<1+@2) & 3e2 =25+2,5e? &
I+ez 1+e%>0

t
05 & ef=5 o 5 =I5 & t=2M5

Logo, como 2In5 =~ 3,219 e 1960 + 3,219 ~ 1963, temos que o numero de pessoas infetadas, nesta
regiao, atingiu os 2500 no ano de 1963

& 32 —25ef =25 & 05e? =25 & ef =

52.2. Como, nesta regido, em 1961, ou seja 1 ano apds o inicio de 1960 (¢ = 1), se constatou que havia um
milhar de pessoas infetadas (I = 1), entdo temos que

I(1)=1
Logo, substituindo na expressao da funcao I, resolvendo em ordem a k e escrevendo o resultado na
forma k = —In(A + pB), vem que

3ekx1 3ek

T s l1l=—"" & 1+pefF=3" & 1=3e"—pet =
1 4 pekx1 14 pek 14pek£0 p b

I)=1& 1=

1
s1=e"3-p) zek®k=1n<3)@k:lnl—ln(?)—p)(:)

3—p -p
< k=0-In(3-p) © k=—-In(3—p)

Teste Intermédio 12.° ano — 19.01.2011

53. Resolvendo a equagao, temos:

2
1
f()=2 & In(-32) =2 < —3z =€ @x:% @x:f§e2

Resposta: Opgao C

Exame — 2010, Ep. especial
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54. Temos que
h(—4) = In ((—4)® + 1) = In(16 + 1) = In(17)
Assim, resolvendo a inequagao, em | — 0o, 0], temos :
h(z) > h(—4) & In(2”+1) >In(17) & 2> +1>17 &

s P2>1T-1e 22>16 e 2< -4V z>4

Como o dominio de valéncia da inequacao é | — oo, 0], o conjunto solucao é

] — 00,01 N (] o0, —4[U]4, + oo[) =] — 00, —4]

55. Como o ponto B é o ponto de interseccao do grafico da fungao g com
o eixo das abcissas, podemos determinar a sua abcissa, calculando o
zero da funcao ¢:

g(z)=0 & In(z+2)=0 e z2+2=€e" © 2=1-2 & v=—1

E assim, considerando o lado [OB] do tridngulo como a base, a altura
serd a ordenada do ponto A, (independentemente da sua abcissa), pelo
que a area do triangulo é:

OB xya _ |oplxya _

2 2 2 2

1x5 5
AjoaB) = =

Resposta: Opgao A

56.

Exame — 2010, Ep. especial

Exame — 2010, 1.2 Fase

56.1. Aplicando as regras operatérias dos logaritmos, vem que, para qualquer valor de t € [0,5]:

N(t) = 8log, (3t + 1)3 — 8log, (3t + 1) = 8 x 3log, (3t + 1) — 8log, (3t + 1) =

= 241og, (3t + 1) — 8log, (3t + 1) = 16log, (3t + 1)

56.2. Como N(t) é o ntmero de bilhetes vendidos, em centenas, ¢ horas apds o inicio da venda, e 2400
bilhetes sao 24 centenas de bilhetes, o tempo necessario para vender 2400 bilhetes é a solucao da

equagdo N (t) = 24:

24 3
N(t) =24 & 16log,(3t +1) =24 & logy(3t+1) = 7o & logy(3t+1) = 5 & 3t +1 —47 &

7
S 34+1=V4 & 3t+1=v64 < 3t+1=8 < 3t=8—1 et=y

Escrevendo o resultado em horas e minutos, temos que t =

Wl

1 1
= 2+ —, e como — de hora sao 20

minutos, temos que serao necessarias 2 horas e 20 minutos para que sejam vendidos 2400 bilhetes.

gmat.absolutamente.net
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57. Os zeros da fungao g sao as solugoes da equacdo g(x) = 0, que pertencem ao dominio de g
Assim, temos que:

g()=0 & z+In(f(z)—3)=0 < 2+ (3+42°e*-3)=0 < z+In(de’ xe ) =0 &
S z+n(4e?)+In(e7) =0 & z+In(42°) +(—2) =0 & In(42”) =0 & 42° =€’ &

@4:32—1(:)352—1@x—i\/T(:)x—IVac——l
N 4 B 4 2 2

11
Como o dominio da fungéo g é R\ {0}, entdo o conjunto dos zeros da fungao é {—2,2}

Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010

58. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:

51000
log; ( 5 ) =log; (5'°%%) — log; 25 = 1000 — log; (5%) = 1000 — 2 = 998

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2010

59.

59.1. Supondo que k = 10, temos que:
10
ft) = 3 _ 9¢-0,13t

Assim, como f(t) é o ndmero de coelhos, em milhares, ¢ semanas apds a detegao da doenga, a solugao
da equacdo f(t) =9 é o ndmero t de semanas apds a detegdo da doenca em que existiam 9 milhares
de coelhos.

Resolvendo a equagao temos que:

10 10 10 o3t 27 10

0 & = =3_2c013 o 2703 —_3_ = o 9¢ Eh PN

) =9 35— =om = 9 9 9 9

9 18 18 -0,13

17
In{ —
(is)

—0,13

17
In ()
17 17 17 1
& 270 = o 7O = o 013t =1n () o t= _\18/

Logo, o nimero de coelhos existentes na regiao é igual a 9000 ao fim de =~ 0,4397 semanas.

Como cada semana tem 7 dias, o numero de coelhos existentes na regiao é igual a 9000 ao fim
de 0,4397 x 7 ~ 3 dias.

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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59.2. O ndmero de coelhos no inicio da primeira semana (¢t = 0), é dado por f(0) e no final da primeira
semana (t = 1) é dado por f(1)
Como durante a primeira semana, morreram dois mil coelhos (2 milhares) e nao nasceu nenhum,
sabemos que

f(1) =£(0) -2
Como
k k k
. f(o):3_2670,13><0 T 3-9x1 :I:k

k k

o f)= 3 _90-0,13x1 3 _ 9,013

Assim, resolvendo a equacao para determinar o valor k, vem:

k
F)=70) -2 & ;s g =k-2

Considerando a aproximacao 3 — 2e~%13 x~ 1,2438 vem:

k
12438 k—2 < k=12438k — 2 x 1,2438 < 24876 = k(1,2438 — 1) <
2,4876
& 24876 = k(12438 — 1) < 0215

Arredondando o valor de k as décimas, temos que k ~ 10,2
Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2010

60. Temos que: )
b=a> <= a=Vb & a=0b>
a>1
Assim, usando as propriedades dos logaritmos, vem que:

. 1 2 1
141 —1+1 (b*>:1 P
+logya=1-+1log, (b4) =145 =S+

3

2

Resposta: Opgao D

Exame — 2009, Ep. especial

61. Como a abcissa do ponto P é positiva, porque este se deslocar sobre o semieixo positivo das abcissas,
entao podemos considerar a base do triangulo o lado [OP] e a sua medida é a abcissa do ponto P, pelo
que OP =z

Como relativamente a base [OP], a altura é o lado [PA], e a medida da altura é a ordenada do ponto A,
temos que PA = f(z) = e

Assim, a drea do tridngulo [OAP] em fungéo de x (abcissa do ponto P) é:

OPxPA xx f(x) wx.e®

2 2 2

Ajoap) =
Resposta: Opgao B

Exame — 2009, Ep. especial
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62.

62.1.

62.2.

Como M; = 0,67log E1 — 3,25 e My = 0,67 log E5 — 3,25, temos que
My — My =1 & 0,67log EF; — 3,25 — (0,67log B2 — 3,25) =1 <

& 0,67log By — 3,25 — 0,671log B + 3,25 =1 < 0,67log By — 0,67log By = 1 <

1 F 1 E4 1
& 0.67(log By —log By) =1 < log By —log By = —— < log = = 21 _ oo
67(log Br — log F) OB T8 = 67 T 8, T 067 T By

. Ey
E assim temos que — =~ 31
Ey

E

Assim, no contexto da situacdo descrita, como My — My = 1 e E—l ~ 31 & FE; = 31E,, temos
2

que para quaisquer dois sismos cujas magnitudes tenham a diferenca de uma unidade (na escala de

Richter) a energia libertada (em joules) pela sismo de maior magnitude é aproximadamente 31 vezes
superior & que é libertada pelo sismo de menor magnitude.

Como o sismo teve magnitude 4,7, na escala de Richter, vem que M = 4,7

E assim, substituindo o valor de M na expressao M = 0,67log F — 3,25, e calculando o valor de
E, vem:

4,7=0,67logE — 3,25 < 4,743,225 =0,67logE < 5’2? logE < E = 1006

Assim, a energia libertada nesse sismo, em notacao cientifica, foi de, aproximadamente 7 x 10! joules

Exame — 2009, Ep. especial

63. Calculando as imagens das abcissas dos pontos indicados em cada uma das opgoes pela fungao f, temos:

o f(-1)=e Ml =el=1

f(ln2) = M2+l =2 x el =2 x e =2¢
f(In5) = en5+l = ¢lnd x el =2 x e =5e
I

—2)=e Ml =1 =1
e

Pelo que podemos verificar que, de entre os pontos apresentados, o ponto de coordenadas (In2,2e) é o
dnico que pertence ao grafico de f

Resposta: Opgao B

Exame — 2009, 2. Fase

64. Calculando a drea afetada quando a doenca foi detetada (t = 0), e a drea afetada uma semana depois
(t =1), temos:

A(0)=2-0+5(0+1)=2+5x0=2
A(1)=2—1+5In(1+1)=1+5In(2)

Assim, o aumento da area afetada registado na primeira semana, em hectares, arredondado as centésimas

é de

A1) —A(0) =1+5In(2) —2=5In(2) — 1 ~ 2,47 ha

Exame — 2009, 2. Fase
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65.

66.

67.

Usando as propriedades das poténcias e dos logaritmos, temos que:
4 2
6411'11’ o 10210g:1: _ eln:r o 1010gw — .’E4 o CE2

Resposta: Opgao C

Exame — 2009, 1.# Fase

Como os dominios de f e g sdo, respetivamente |1, 4+o00[ e | — 00, 2[, entdo a condi¢do f(z) > 1+ h(z)
estd definida em
11, +00[N] — o0, 2[=]1,2[

Assim, vem que:
flx) > 1+ h(z) & logy(x —1) > 14 1logy(2 — ) < logy(x — 1) > logy 2+ log,(2 —z) &
< logy(x — 1) >logy (2 x (2 —1x)) < logy(z —1) > logy(4 — 22) <

(como log, x é crescente no seu dominio)

S r—1>24-2z & x+2x>4+1 < 3x>5 & >

w| ot

Como f(xz) > 1+ h(x) estd definida em ]1,2[, o conjunto solugao é

[§,+oo[m]1,2[: [22[

Exame — 2009, 1.? Fase

Usando as propriedades dos logaritmos temos que:
log,z =1+5log,y < log, x =log, a+log,y° < log, x = log, (a X y5) = r=ay’
Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009
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68. Como
er—1>0& x>1
e l13—zz>0¢ —ar>-13 < <13

Entao os valores de x para os quais a inequacao esté definida s&o:
1, 4+00[N] = 0, 13[=]1,13]
E, resolvendo a inequagao, vem que:
logy(z — 1) +1logy(13 —2) <5 & log, ((z — 1) x (13 — 1)) <log, 2° &
(como log, x é crescente no seu dominio)
& (2-1)x(13-2)<2° & 13z -2 1342 <32 & —2?+142-13-32<0 & —2’+142-45<0 &

S (x=5)z-9<0<s zz<5VvVze>9

Célculos auxiliares:

y
—14 4 /142 —4(—1)(—-4
2?4+ 4r—45=0 & z = v (=1)( 5)@
2(-1)
1441 —14 14— >
x:76(:)x:7+4\/ :714 4@ 0 E )
-2 -2 -2
S r=5Vaxr=9

Como a inequagao estd definida para z €]1,13[, representando a interse¢do dos conjuntos, temos:

777
777
777
I N

0 10 11 12 13 1 +o0
E assim, o conjunto solugao da inequacgao é

]1,5] U [9,13]

Teste Intermédio 12.° ano — 11.03.2009
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69.

69.1. Escrevendo os dados apresentados com recurso a fungao descrita, temos que:

e A massa de carbono-1/ presente no fossil, mil anos depois de um certo instante inicial, era de
2,91g, significa que
m(1) =291

e A massa de carbono-14 presente no fossil, dois mil anos depois do mesmo instante inicial, era de
2,58g, significa que
m(2) = 2,58

Assim, temos que:
ae?! =291 e que ae?*? = 2,58

Como o valor de a é o mesmo (porque é a massa da substancia no referido instante inicial), entao

Ccomo:
2,91 2,58

€ Como a =
Bb 62b

a =

Calculando o valor de b e arredondando o resultado as centésimas, vem que:

2,91 2,58 e? 258 2o—b _ 258 b_ 298 <2,58

- e &= o o = br —0,12
b e b 201 291 © ¢ T 291 2,91) :

Utilizando o valor de b para determinar o valor de a, ou seja, a massa de carbono-14 que existia no
f6ssil, no referido instante inicial, e arredondando o resultado final as centésimas, temos:

2,91
m(1) =291 < ae® =291 = ae "'~ 291 = ax 0887291 = a~ 5 ’887 = a~328¢g

69.2. Considerando b = —0,43 temos que:

m(t+1,6) ae 043(+16)  o—0.43(t+1,6)

— o~ 043(t+1,6)—(-0,43t) _ ,—0,43t—0,688+0,43¢ _ ,—0,688

m(t) ae— 0,43t 0,43t
: m(t+1.6) s .
Assim, temos que W é constante e o valor dessa constante, arredondado as décimas, é
m

e=0088 0 5
E assim temos que:

m(t+ 1,6)

~ 05 m(t+1,6)~0,5m(t
) 0B e mlt - 16) = 0.5m()

0 que significa que a passagem de 1,6 milhares de anos, ou seja, 1600 anos, implica uma diminuigao
da massa de radio-266 para metade.

Teste Intermédio 12.° ano — 11.03.2009

70. Usando as propriedades dos logaritmos temos que:
z.In(ef) =z.elne=z.ex 1 =ex
Resposta: Opgao A

Exame — 2008, Ep. especial
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71.

72.

73.

74.

Equacionado o problema e resolvendo a equacgao, vem:

T(t) =36 < 25448 00 = 36 < 48709t =36 — 25 < ¢ 0% = % N
In 11
11 18
’ T —0,05 ’

Assim temos que o tempo corresponde a 29,4661 minutos, aproximadamente. E como cada minuto tem
60 segundos, fazendo a conversao de 0,4661 minutos para segundos, vem

0,4661 x 60 = 27,9660 ~ 28 s

Pelo que se conclui que demorou 29 minutos e 28 segundos, apds o inicio do arrefecimento, para que a
temperatura da agua atingisse os 36° Celsius.

Exame — 2008, Ep. especial

Como o ponto P(1,3) pertence ao gréfico da fungéo, substituindo as coordenadas na expressao algébrica
da funcao, e resolvendo a equacao, podemos determinar o valor de a:

3=21_1234+1=2"94=2°a=log,4 & a=2
Resposta: Opgao A

Exame — 2008, 2. Fase

Determinando a massa inicial da amostra da substancia radioativa, ou seja a massa ao fim de zero horas
(t = 0), vem que:
M@O)=15xe 9920 =15 x e’ =15 x 1 =15

Assim, equacionado o problema e resolvendo a equacao vem:

15 15 15 1
M) = 22 o 15 x =002t — 22 o ,—0,02t _ o =002t _ 1
1= e 5 ¢ 2x15 =~ ° 2
1
1 h’li
< —0,02t=In- & t= = t =~ 34,657
’ D) 20,02 ’

Assim temos que o tempo corresponde a 34,657 horas, aproximadamente. E como cada hora tem 60
minutos, fazendo a conversdo de 0,657 horas para minutos, vem

0,657 x 60 = 39,420 ~ 39 min

Pelo que se conclui ao fim de 34 horas e 39 minutos a massa inicial da amostra da substancia radioativa
se reduz a metade.

Exame — 2008, 2. Fase

Usando as propriedades dos logaritmos temos que:

1
3

2 2 2
log, a = flogaa=§ x1l=—

21 ( ;) —9
og, (a3 X 3 3

Resposta: Opgao D

Exame — 2008, 1.* Fase
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75. Equacionado o problema e resolvendo a equagao, vem:

2000 2000 1
N(t) =1 S —— o 14199e0,01¢ 21 =199 001t o _—= _ =001t
(1) = 1000 & o0 557 = 1000 & Jooo = 14199 & e T
1
1 In 759
—-0,01t = In — t= =t~ 529,330
& 00l =lnggs < t= =40 ’

Assim, podemos observar que ao fim de 529 dias ainda a associagdo ainda ndo contava com 1000 associados
e que este numero foi atingido durante o 530° dia.

Exame — 2008, 1. Fase

76. Usando as propriedades dos logaritmos temos que:
log, 3 + 2log, 5 = log, 3 + log, (5°) = log, (3 x 5%) =log, (3 x 25) = log, 75
Resposta: Opgao C

Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008

77.
77.1. Supondo que foram introduzidos 100 peixes no lago, temos que:

2000 2000 2000
=1 —_— =1 =100 & ——— =100 < 2000 =100(1 + k) &
£(0) 00@1+ke—0713xo OO@I—{-keO 1+kx1 (1+k)

1900
20 ke 19—k
100 <

< 2000 =100 + 100k < 2000 — 100 = 100k <

77.2. O numero de anos que decorre até que o nimero de peixes no lago atinge o meio milhar (500), é a
solugao da equagao f(t) = 500
Assim, considerando k& = 24, resolvendo a equacao e apresentando o resultado arredondado as uni-
dades, temos que:

2000

J) =500 & 5 —arw

=500 < 2000 = 500 (1 + 24e~*'%") « 2000 = 500 4 12000e """ «

1500 1 1
< 2000 — 500 = 120007913 & = — 7013 o 2 — 7013 o _13t=In(=) <
€ 12000 © g ¢ ’ "8

—In8 _ In8

_ t= t~1
o3 Tt o T ine

& —0,13t=In1-In8 & —-0,13t =—-In8 & t =

Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008

78. Usando as propriedades dos logaritmos, vem que:
logs(z)=m—1 & a2=5"" & 5xor=5x5""1 & br=5'"T""1 & 50 =5"
Resposta: Opgao C

Teste Intermédio 12.° ano — 17.01.2008
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79.

79.1. Como o numero de individuos que existiam no instante inicial é a, entdo r vezes o numero de
individuos que existiam no instante inicial é r X a
Por outro lado a populagao de individuos ao fim de n dias é P(n) = ae
Assim, temos que:

kn

kn 1
rxa=alm o r=2 sr=e" o kn=I(r) k= n(r)
n

79.2. Como no instante inicial em cada colénia foram colocadas 500 bactérias temos que a = 500, e
decorrido exatamente um dia, a estirpe A estava reduzida a 250 individuos, pelo que P(1) = 250
Assim, resolvendo a equagao podemos calcular o valor de k4 , com quatro casas decimais:

250 1 1
P(1) = 250 & 500er4 Xt =250 < k4 = =0 ¢ ek = 5 & ka=In (2> = ki~ —0,6931

Relativamente a estirpe B, como ap0s seis dias a populacao era de 1000 individuos, temos que
P(6) = 1000
Assim, resolvendo a equacao podemos calcular o valor de kg, com quatro casas decimais:
1000
= & O =

P(6) = 1000 < 500e"5*6 = 1000 < %z 00

2 &

In(2)
6

& 6k = 111(2) & kg = = kg~ 0,1155
Teste Intermédio 12.° ano — 17.01.2008

80. As abcissas dos pontos de interse¢io do gréfico de f com o eixo Oz sdo as solugdes da equagao f(x) = 0.
Resolvendo a equagao, temos que:

fz)=0e 1-In(2*) =0« 1=In(2?) & 2’=¢' & 2°=c & z==2/e
Assim, temos que as coordenadas dos pontos de intersecdao do gréfico de f com o eixo Ox sdo:

(+Va0) e (VeO)

Exame — 2007, 2.2 Fase
81. Resolvendo a inequagao temos que:
ln(m)—ln(e%) >0 < In(x) >ln<e%) S a>es &> e
Como /e ~ 1,4, temos que, de entre as opgoes apresentadas, o tinico valor possivel para x é 2

Resposta: Opgao D
Exame — 2007, 1.? fase
82. Calculando a intensidade da luz solar & superficie da dgua, ou seja a zero metros de profundidade temos:
1(0)=ae % =ae’ =ax1=a
Como a 20 metros de profundidade, a intensidade da luz solar era metade da sua intensidade a superficie

I1(0
da dgua, temos que I(20) = %

Resolvendo a equagao, e apresentando o resultado arredondado as centésimas, vem que:

()

-20

I(0 1 1
1(20) = % Sae 0 =2 g o200 - & 200 5 & —20b=In (2> eb= = b~ 0,03

2 % a#0

Exame — 2007, 1.* Fase
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83. Resolvendo a inequagao, temos que:

1 1 1
e_””>f@7>fﬁe>ew©el>e$ﬁl>x©x<l
(& (& e 1 2

(1) e >0,V € R
(2) e® é crescente no seu dominio
Escrevendo as solugoes na forma de intervalo de nimeros reais temos: | — 00,1]

Resposta: Opcao B

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007

84. Usando as propriedades dos logaritmos, vem que:

wlw
+
W =
w

1 1
log, (a x ¥/a) =log, a +log, ¥/a =1+ log, (a%) :1+§10gaa:1+§><1:

Resposta: Opgao B

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007

85.

85.1. Substituindo na equacao o valor do pH por 7,4, resolvendo a equacao e apresentando o resultado na
forma solicitada, temos:

74=—log(z) & —TA=log(z) & 2=10""* = z~4x10~% mol/dm®

85.2. Designando por [ a concentracao de ides H3O™ no leite, temos que:

e 0 pH do leite é —log(l)
e a concentracao de ides H3OT no café é 31
e o pH do café é —log(3l)

Assim a diferenca entre o pH do leite e o pH do café é:

—log (1) — (—log(31))

Simplificando a expressao e apresentando o resultado arredondado as décimas, vem:
3l
—log(l) — (—log(3l)) = —log(l) + log(3l) = log(3l) — log(l) = log 7= log3 ~ 0,5

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007
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86.

87.

88.

89.

90.

32/43

Como o ponto A é o ponto de intersecdo do gréfico de f com o eixo Ox, entdo resolvendo a equagao
f(z) =0, temos:
f(z) =0 e —c=0 & e"=c & z=Inc

E assim, o ponto A tem coordenadas A(In ¢,0)

Como o ponto B é o ponto de intersegao do gréfico de f com o eixo Oy, entao calculando f(0) temos:
fO)=e"—c=1-c¢

E assim, o ponto B tem coordenadas B(0,1 — ¢)

Determinando o declive da reta AB recorrendo as coordenadas dos pontos A e B, vem:

_yp—ya 1—c—-0 1-c¢
zp—x4 O—Ilne —lnec

MAB

Como o declive da reta AB é ¢ — 1, estabelecendo a igualdade e resolvendo a equagao, temos:

1-— 1-— 1-—
c:c—lﬁiczlnc@ Czlnc(:)lzlnc@c:el(:)c:e
—Inc —(c—1) 1-c¢

map=c—1 &

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007

Como o ponto (0,2) pertence ao grafico de f, temos que f(0) = 2, e assim vem que:
fO) =2 d+b=2e1+b=2b=2-1b=1
Como o ponto (1,3) pertence ao gréfico de f, temos que f(1) = 3, e como b =1 vem que:
f)=3 e ad +b=3 c a+l=3=a=3-1ca=2
Resposta: Opgao A

Exame — 2006, 2.* Fase

Usando as propriedades dos logaritmos, vem que:

Cm(E) m(er) gl gxlo,
o)== =" =% "3 71

Resposta: Opgao C

Exame — 2006, 1.* fase

Como o triangulo [OPQ)] é is6sceles, entao a abcissa do @ é o dobro da abcissa do ponto P, pelo que a
abcissa do ponto @) é 2z

Como o ponto P pertence ao gréfico de f, entdo a ordenada de P é f(z) = e~
Considerando o lado [OQ)] como a base do tridngulo, temos que a drea do tridngulo [OPQ)] é:

T

20 x e™*
Alz) = —————=uze™®
2
Exame — 2006, 1.* fase
Resolvendo a equagao temos:
1 1 1 1 3
= ol s e 2=t b p—2=—- B r=—-+2 r=2
Ve e2 2 2 2

Resposta: Opgao B

Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006

@mat.absolummeme.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

91. Resolvendo a inequagao, temos que:

logz(1 —z) <1 & logs(1 —z) <logg3 ﬁ; 1-2<3A1l-2>0<%

S x<3—-1AN-zz>-1zx>-2ANz<l1
(1) logs = é crescente no seu dominio e s6 estd definida para valores positivos
Escrevendo as solugoes na forma de intervalo de nimeros reais temos: [—2,1]
Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006

92. Podemos determinar a ordenada do ponto A, calculando a imagem de zero pela funcao f:
ya=f0)=e"=1
Como AC = OA, entdo a ordenada do ponto C é o dobro da ordenada do ponto A:
Yo =2Xya=2x1=2

Pelo que, podemos calcular a ordenada do ponto E, ou seja, a medida da base do triangulo:

lnz=2 < z=¢

Como a abcissa do ponto B é:

0

nz=0& =" < =1

Logo a ordenada do ponto D é:
yp=f(1)=c'=¢
Desta forma, a altura do tridngulo (relativamente ao lado [CE]) é:
Yp —Yyc =e€—2
E assim, a drea do tridngulo é:

4 _mEx(yD—yc)_62(6—2)
[CDE] = 5 = >

Resposta: Opgao D

Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006

93. Como z é o preco de venda ao piblico, em euros, de 1 litro de azeite, e por cada litro de azeite vendido a
empresa tem uma despesa de 3 euros, entao o lucro obtido por cada litro de azeite é x — 3

Assim, o lucro obtido (L(z)) serd o produto do lucro obtido por litro de azeite (xz — 3), pela quanti-
dade de litros de azeite vendida (V' (x)):

L(z) = (x —3) x V(z) = (z — 3)e!*™®
Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006

94. Usando a definigdo e as propriedades dos logaritmos, temos que:

; - - : - - — =2(1+m2)=

1
f(1> _ 1_ln(2> _1-(n1-m2) 1-(0-l2) _1+h2 _

2 2 2 2

=2+2In2=1In (62) +1In (22) =In (82 X 22) =In (462)

Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006
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95.

95.1. Relativamente ao planeta Urano, temos que:

e Como t = 84, entao, vem que:
2In(84) = k + 31In(dy)

e Como a distancia média de Urano ao Sol (dy) é o dobro da distancia média de Saturno ao Sol
(ds), ou seja:
dy = 2dg

Logo, temos que:
2In(84) =k +31In(2ds) < 2In(84) =k + 3 (In(2) + In(ds)) < 2In(84) — k — 31In(2) = 31In(ds)

Assim, calculando o tempo, em anos, que demora o planeta Saturno a realizar uma translacao
completa em torno do Sol (tg) e apresentando o resultado arredondado as décimas, temos:
21n(84) — 31n(2)

2

2In(ts) =k +3In(ds) & 2In(ts) =k +2In(84) — k — 31In(2) & In(ts) =

= In(ts) = 3,391 = tg~ >3 = g~ 297

95.2. Como, no caso da Terra, t = 1 e d = 149,6, determinando o valor de k, e apresentando o resultado
arredondado as unidades, vem que:

21n(1) =k+ 31n(149,6) S 2x0=Fk+ 3111(149,6) & —31n(149,6) =k => k~-15
Exame — 2005, Ep. especial (c6d. 435)

96. Recorrendo a definigao de taxa de variagao média de uma funcgao num intervalo, e das propriedades dos
logaritmos:
h(3) —h(1)  2(3)+10In(1 - 0,1 x 3) — (2(1) +10In(1 — 0,1 x 1))

TV My s1h(x) = = =
V My 31h(x) 371 B

~ 6+10In(1-0,3) = (2+10In(1 - 0,1)) 6+ 101n(0,7) — 2 — 101n(0,9)
B 2 B 2
0,7

6—2+10(1n(0.7) —In(0,9)) * 10 (m (09)> Cous (m (‘”)) -

- 0,9

(@]

2 7 2 7 °
zln(e)+5><ln ) :ln(e)Jrln 9 =In
Exame — 2005, 2.2 Fase (c6d. 435)

97. Relativamente & base [OB], a altura é o segmento [BA], e assim temos que a medida da altura é a abcissa
do ponto A e a medida da base é a ordenada do ponto A:

[ mzaﬁA:?)
e OB=1ys = f(3) =logy(3+1) = log,(4) = 2

Pelo que a drea do triangulo [ABO] é:

Resposta: Opgao C
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98.

99.

100.

101.

102.

A populagao de aves que existia no inicio de 1970, ou seja zero anos apés o inicio de 1970 é:
P(0)=52x10" x eN=M*0 — 595107 x ® =52 x 107 x 1 =5,2 x 107

Como no inicio de 2000 tinham passado exatamente 2000 — 1970 = 30 anos, e a populacao era metade da
que existia no inicio de 1970, entao temos que:
5,2 x 107

2

Como a taza de natalidade é 7,56, podemos determinar a taza de mortalidade (M), e arredondar o valor
as centésimas:

P(30) =

5,2 x 107 5,2 x 107 1
2% 1 7 (7,56—M)x30 _ (7,56—M)x30 _ ’ (7,56—M)x30 _ —
52 x 10" x e — S oe 7%(572)(107@(3 2@
In(0,5 In(0,5
< In(0,5) =30(7,56 — M) < n(0,5) =75 —-M & M =756— n(0,5) <= M =~ 7,58

30
Exame — 2005, 1.# Fase (céd. 435)

Relativamente & base [RQ)], cuja medida é igual & abcissa do ponto @, a altura é a diferenca das ordenadas
dos pontos @ e P, e assim temos que as medidas da da base (b) e das altura(h), sdo:

[ b:l‘nga

9a
o =1~ yp = J(90) ~ fla) = logy(90) ~ logs(a) = logs ( ° ) = Iogy(9) =2
Pelo que a drea do tridngulo [PQR)] é:
bxh _9ax2

A = =
[PQR] = 7 =%

Resposta: Opgao B
Exame — 2004, Ep. especial (céd. 435)
Usando a definigdo de logaritmo, temos que:
log, 16 =4 < p4:16p:>>0p: V16 < p=2
Resposta: Opgao C

Exame — 2004, 2.* Fase (c6d. 435)

1
Usando a definicao e as propriedades dos logaritmos, e como log, a = R temos que:
5

1
log, (CLS) = log, (a®) — log,(8) = 5 x log, (a) — log,(8) = 5 x E 3=1-3=-2

Resposta: Opgao B

Exame — 2004, 1* Fase (céd. 435)

O pardmetro a corresponde a uma translagio vertical do gréfico da fungao definida por g(x) = e®, e como
a assintota horizontal do gréfico de f é y = —1 (e a do gréfico de g é y = 0), entao temos que:

a=-—1

Como o grifico contém o ponto de coordenadas (0,1), substituindo as coordenadas do ponto na expressao
f(x) = =1+ be®, podemos calcular o valor de b:

1=-14b < 1+1=bx1<2=0

Resposta: Opgao A

Exame — 2003, Prova para militares (c6d. 435)
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103. Como a fungao logaritmica sé estd definida para valores positivos do argumento do logaritmo, temos que
o dominio da fungéo g é o conjunto (ou qualquer subconjunto deste):

{reR:1—2*>0}

Assim, resolvendo a inequacao, temos:

Célculos auxiliares:

1-22>0e —*>-1e P<lezrz>-1vae<l

P?=1leorz=tVles z=1Vzr=-1 \/

W

Pelo que, o conjunto solugao da inequagao (e o dominio da fungdo), é: | — 1,1]

Resposta: Opgao B

104.
104.1.

104.2.

105.
105.1.

Exame — 2003, 2.2 fase (céd. 435)

Como, no modelo, o valor de t é o niimero de anos decorridos apds 1864, no inicio de 2003 decorreram
2003 — 1864 = 139 anos, pelo que no final de 2003 decorreram 2003 — 1864 + 1 = 140 anos.

E assim, substituindo o valor ¢ = 140, na expressao do modelo, podemos calcular a populagao
de Portugal Continental no final do ano de 2003, e arredondar o resultado as décimas:
6,8

p(140) = 3,5 + 1§ 12,80 0.036x110 ~ 9,8 milhdes de habitantes

Vamos primeiro determinar o nimero de anos ap6s 1864 em que a populagao de Portugal Continental
foi de 3,7 milhoes de habitantes:

6,8 6,8

1+ 12,8¢ 0,036t =37 < 1 + 12,8¢—0,036t =37-35 <

p(t) =37 & 35+
6,8
0,2

)

34—1
=1+12,8¢700360 o 34 =14 12,8 003! o g e 0,036t o

1 < 33 )
33 12,8
= — =1 — | e t=— ~ —2
0,036t n (12,8) t 0.036 =t 6,307

Como t = 0 corresponde ao inicio do ano 1864, entdo o ano em que populagao de Portugal Continental
foi de 3,7 milhoes de habitantes aconteceu mais de 26 anos anos, ou seja, 27 anos antes, nomeadamente
no ano de 1864 — 27 = 1837

=

Exame — 2003, 2.* Fase (céd. 435)

Como z é a distancia a parede A, entdo para x = 0 a altura da rampa ¢é a altura da parede A.
Calculando a altura da rampa, em metros, arredondado as décimas, para = = 0, temos:

R(0) =15 — 4In(—0% + 10 x 0+ 11) = 15 — 4In(11) ~ 5,4 m
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105.2. Recorrendo as propriedades dos logaritmos, temos que:
e h(5—z)=15—4In(—(5-2)?+106—x)+11) =15—4In (— (25— 10z +2?) +50 — 10z +11) =
=15—4In(—25+ 10z — 2% + 61 — 10z) = 15 — 4In ( — 2% + 36)
o h(5+z)=15—4In(—(5+2)?+105+x)+11) =15—4In (— (25+ 10z + %) +50+ 10z +11) =
=15—4In(—25—-10z — 2* 4+ 61 + 10z) = 15 — 41In ( — 2* + 36)
Pelo que podemos concluir que h(5 — ) = h(5+ x), o que, no contexto da situacao descrita significa
que a altura da rampa em dois pontos equidistantes do ponto central - situado a 5 metros da parede
A (z =5) - é igual.
Exame — 2003, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)

106. Como o tempo "uma hora e trinta minutos da tarde”corresponde ao valor ¢ = 13,5, entao, calculando o
nivel de poluig¢ao e apresentando o resultado arredondado as décimas, temos:

In(13,5+ 1)

P(135) =1 —
(13,5) 135+ 1

~ 0,8 mg/1

Exame — 2003, 1* fase - 1* chamada (céd. 435)

107. Usando as propriedades dos logaritmos, e como In(1) = 0, temos que:
Ina=—-Inb & lna+Inb=0 < In(laxb) =In(l) & axb=1
Resposta: Opgao C

Exame — 2002, Prova para militares (c6d. 435)

108. Como g(w) =2senw —cosm =2 x 0 — (—1) = 1, resolvendo a equagao e apresentando a solu¢do na forma
solicitada, vem que:

1 1 2 1
= P e | 2el™% =1 - = L — = - -
f(z) g(w)@g—&-e & 2e 5 © 2 3 %3 © 3

1 1 1
<:)ln<3>:1—x(:)x:1—ln<3> (:)lene—ln<3> < x=1In

Exame — 2002, 2.* Fase (c6d. 435)

g

< z=1n(3e)

1
3

109.
109.1. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:
N =10log;((10"%1) = 10(log;(10"?) 4 logyo (1)) = 10 x log;((10'?) + 10log,o(I) =
=10 x 12 x log;,(10) + 10log;((I) = 120 x 1 4+ 10log;,(I) = 120 + 10logy I

109.2. Recorrendo a igualdade anterior e, identificando que N = 140, podemos determinar o valor de I,
correspondente, em watt por metro quadrado:

20
140 = 1204-10log,y I & 140—120 = 10log,, I & 0= logio I & 2=log,o I < I =10 & I =100
Exame — 2002, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

110.

1
110.1. Como o tempo é medido em horas, quinze minutos corresponde a t = T pelo que o valor da concen-

tracao do antibiético no sangue da Ana, quinze depois minutos de ela o ter tomado, arredondado as

centésimas é: 5
A(EY =2 (L) et % 0,05 mey
1) " \g) T Ehme
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110.2. Os instantes em que as concentragdes sao iguais sdo as solugoes da equagao A(t) = C(t).
Assim, resolvendo a equacdo, temos:

A =Ct) & 4Pe " =230 o 4fe™ — 2% O =0 & 26 (27— 07T =0 &

o—0.7t

S =0Vv2'-e?"=0sP=0Vv2e'=c"" s t=0V2=

=
e—t

In2
0,3

Logo, para além do instante ¢ = 0 (correspondente ao instante em que as duas pessoas tomam o

St=0Vv2=e0"0D o t=0v2=¢ o =0V 03t=In2 < t=0Vt=

medicamento) a concentragdo volta a ser igual no instante ¢ = ~ 2,310. E como cada hora tem

)

60 minutos, fazendo a conversao de 0,310 horas para minutos, vem:
0,310 x 60 ~ 19 min

Pelo que se conclui a concentragdo do medicamento, no sangue da Ana e do Carlos, volta a ser igual
ao fim de 2 horas e 19 minutos depois da toma simultanea.

Exame — 2002, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)

111. O tempo necessério para a temperatura do pudim seja igual a doze graus é a solugao da equagao f(t) = 12.

Resolvendo a equagao, para valores de t < 60, vem:
f)=12 & 204+80 x 2799 =12 & 80 x 279 =12 -20 & 80 x 27205 =12 -20 &

8
o 97005t _ _ °
80

Resolvendo a equagao, para valores de t > 60, vem:

& 2700 = 01 & —0,05t = log,(—0,1) Equagéo impossivel

6
f(t) =12 & 6+ 24 x 2700507600 — 19 o 94 x 270.05(=60) — 19 _ § & 270.05(=60) — — o

24
_ _ 1 1 log, (1) — log,(4)
9—0,05(t—60) _ = _ ‘— —1 1 F_ 60 = 082 2
& 19 0,05(t — 60) = log, 1) © 60 005 &
0—-2 2 x 100
G b= 460 & f="" 460 & t=40+60 ¢ =100 min
100

Desta forma, a tinica solugao da equagao f(t) = 12 é t = 100, o que significa que demora 100 minutos para
que a temperatura do pudim fique igual a doze graus. Assim, como o pudim esteve uma hora a arrefecer
na bancada (60 min), o pudim deve ficar no frigorifico durante 100 — 60 = 40

minutos. Exame — 2001, Prova para militares (céd. 435)

112. Usando as propriedades dos logaritmos e das poténcias, temos que:

3y=logyz & z=2% o 2=2% & x:(23)y S =8
Resposta: Opgao A

Exame — 2001, Ep. especial (c6d. 435)
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113.

113.1.

113.2.

Alt+1
Usando as propriedades das poténcias, verificamos que E4(—|_z€)) é constante, porque:
Alt+1) 1601 (t+1) B 0, 1t+0,1 B 01t 5 0,1 TR
Aty 16e01t T 01t T 0.1t - -5

No contexto da situacao descrita, temos que a razao das areas das manchas observadas com uma
diferenca de uma hora é 1,1, ou seja, a cada hora a mancha aumenta 0,1 vezes a sua area, o que
significa que a mancha aumenta 10% a cada hora.

A(t+1)

T S M A DR LA S A1) R A0 401 < Al

Como a mancha de crude é circular, com um raio de sete quilémetros, a drea da mancha é:
Ay =7 x 7% =497

Determinando o tempo a que corresponde este valor da drea, temos:

In (4971-)
4 4
A(t) =491 < 162 =491 & Ol = % < 0,1t =1In (1967T> S t= 07116 = t~ 22,640

Como cada hora tem 60 minutos, fazendo a conversao de 0,640 horas para minutos, vem:
0,640 x 60 ~ 38 min

Assim, temos que a mancha de crude atingird a costa as 22 horas e 38 minutos do dia seguinte ao
acidente.

Exame — 2001, 2.* Fase (c6d. 435)

114. Temos que:

1 1
Por exemplo, para z = —1 temos que 2( — 1) > 30— 1) & 3 > 3’ existe pelo menos um valor de

x € R™ que é solugdo da inequacio f(z) > g(x)

Por exemplo, para z = 1 temos que 2! < 3! & 2 < 3, existe pelo menos um valor de 2 € Rt que
nao é solucdo da inequagao f(x) > g(x)

Assim, como identificamos uma solugdo da inequacgao, podemos

garantir que é possivel e como identificamos um valor de z € RT

podemos garantir que o conjunto solucio nio é R, nem é R, pelo que g
de, entre as opgoes apresentadas, podemos concluir que o conjunto ',"
solugao é R~ g

Em

duas fungoes para verificar que as ordenadas dos pontos do grafico
de f sao superiores as ordenadas dos pontos do grifico de g para PPSc
valores negativos de z, como se pode observar na figura ao lado. ===

alternativa, podemos recorrer a representacdo grifica das R

W

Resposta: Opgao B

©

Exame — 2001, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)
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115.

115.1. Como a altura do Ricardo é A = 1,4, determinando o peso correspondente, e apresentando o resultado
em quilogramas, arredondado as unidades.vem:

Ap) =14 & —0,524+055Inp=14 < 055Inp=14+ 052 <

92 1,92

(:)lnp=055 & p=ets = pr33kg

115.2. Recorrendo as propriedades dos logaritmos podemos verificar que A(2p) — A(p) é constante porque:
A(2p) — A(p) = —0,52 4 0,55In(2p) — ( — 0,52 4 0,55Inp) = —0,52 + 0,55In(2p) + 0,52 — 0,55Inp =

2
= 0,551n(2p) — 0,55Inp = 0,55(In(2p) — Inp) = 0,551In (;) =0,55ln2 =~ 0,38

No contexto da situagao descrita, o valor da constante calculada significa que a diferenca entre as
alturas de duas criangas do sexo masculino, cujos pesos sejam o dobro um do outro, é de 0,38 metros,
ou seja, segundo este modelo, a duplicacao do peso de uma crianga do sexo masculino corresponde
um crescimento de 38 centimetros.

Exame — 2001, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)

116. Usando as propriedades das poténcias e a definicao de logaritmo, temos que:
e2lna _ (elna)2 _ a2
Resposta: Opgao D

Exame — 2001, 1* fase - 1* chamada (cdéd. 435)

117.

117.1. Como a altitude do cume do Pico é 2350 metros, ou seja, 2,35 quilémetros, entao, calculando a
pressao atmosférica, em quilopascal, de acordo com o modelo, e arredondado o valor obtido as
unidades, temos:

P(2,35) = 101e~ 127235 &~ 76 kPa

117.2. Resolvendo a equacao, e arredondado a solugao as décimas, vem que:

1 —0,12(hta) _ 1 —0,12h 101e—9:12h—0,122 1
P(h+37):§P(h)<:>101e z :§X1016 ¢>W:§¢>
—0,12h—0,12z
€ ’ _1 —0,12h—0,12z—(—0,12h) __ 1 o2 1
< oo g <€ ! =5 et =0 s

1
1 : (2)
& —0,12r=In(=) & xz= = TR
0,122 n(2> T 0.12 r~5H8

1
No contexto da situagao descrita, P(h+5,8) ~ §P(h) significa que para um acréscimo de 5,8 km de

altitude a pressao atmosférica correspondente se reduz para metade.

Exame — 2000, 2.2 fase (céd. 435)
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118.

119.

120.

121.

122.

123.

Resolvendo a equagao, temos que:

T

n[f(z)] =z & m(

1) =z e hE®)-In@z-1)=z e z-hz—-1)=2 <

0

Szrz—z=hz—-1) ©0=hz—-1) czrz-1=e crx-1=1< =2

Exame — 2000, 1.? fase - 2.2 chamada (céd. 435)

1
A abcissa do ponto P, é a solugdo da equagao f(z) = 3"

1 1
f({L‘):§ <:}10g8-'17:§ <:>$:8% <:>;C:\3/§<:>;1;:2

Resposta: Opgao D
Exame — 2000, 1.2 fase - 1.2 chamada (céd. 435)
Sabendo que log, b = ¢, e recorrendo as propriedades dos logaritmos, temos que:
log, (ab) = log,(a) + log,(b) =1+¢
Resposta: Opgao A
Exame — 2000, Prova modelo (céd. 435)

Como o grifico de f interseta o eixo Oy no ponto de ordenada 2, ou seja no ponto de coordenadas (0,2),
substituindo as coordenadas do ponto na expressao algébrica da funcao f, podemos calcular o valor de a:

f0)=2 & =2 e"=2 o a=1In2
Resposta: Opgao A
Exame — 2000, Prova para militares (c6d. 135)

Usando as propriedades dos logaritmos e das poténcias, temos que:

logoz 3 +logyx
33

. 1 3
g(z) = log, (2./z) = logy(2) + log, (¥/z) =1+ log, (:c%) =1+ 3 X log, © = 3T
Resposta: Opgao C
Exame — 1999, Prova modelo (céd. 135)

Como o momento em que o para-quedas se abre, corresponde a zero segundos apds a abertura do para-
quedas, entao calculando a distancia, em metros, ao solo no momento da abertura do para-quedas, temos:

d(0) = 840 — 6(0) + 25170 = 840 + 25e° = 840 + 25 x 1 = 865 m

Como a distancia ao solo no momento do salto é de 1500 metros, a distdncia percorrida em queda livre,
ou seja, entre o salto do helicéptero e a abertura do para-quedas é:

1500 — 865 = 635 m

Exame — 1998, Prova para militares (c6d. 135)
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124.

124.1. Como o valor da magnitude é 8,6 (M = 8,6), determinando o valor correspondente da energia total
libertada, em Joule, vem que:

log,g B =524+144 x 86 < log, FE=17,624 & E=10"%* = Ex~42x10'"J

124.2. Como cinco vezes a energia total libertada pelo terremoto de Lisboa de 1755 é
5x4,2x 107 =2,1x10'8

ou seja F = 2,1 x 10'8, determinando o valor correspondente da da magnitude, e apresentando o
resultado na forma de dizima, arredondado as décimas, temos:

logyo (2,1 x 10'%) = 5,24 + 1,44M < logy(2,1) +logy, (10'%) = 5,24 + 1,44M &

& 1ogo(2,1) + 18 =524 + 1,44M < log,o(2,1) + 18 — 5,24 = 1, 44M <

log0(2,1) + 12.76

=M M=~9,1
1,44 = %

Exame — 1998, 2.2 fase (c6d. 135)
125.

125.1. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:

2
flz) = log2(8x2) —logy x = log,(8) + logQ(:Ez) —log, . = 3 + log, (2) = 3+ log, (2)

125.2. A abcissa do ponto do grafico de f que tem ordenada 8 é a solugao da equagdo f(x) = 8. Usando a
expressao algébrica anterior, e resolvendo a equagao, vem que:

f(z) =8 & 3+logy(z) =8 & logy () =83 < logy (v) =5 & v=2° & =232
Exame — 1998, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 135)
126. Calculando a ordenada do ponto do grafico de f, cuja abcissa é e, temos que:
f(e)=In(3¢) =In3+Ine=In3+1=1+1n3

Resposta: Opcao B

Exame — 1998, Prova modelo (céd. 135)

127. Como o primeiro poste estd a zero metros dele préprio, a sua altura é dada por:
£(0) =5 (61—0,1><0 +€0,1x0—1) _5 (61 +€_1) _5 (e+ i)
Analogamente, como o segundo poste esta a 30 metros do primeiro poste, a sua altura é dada por:
F(30) = 5 (1-01X30 4 (OIX30-1) 5 (o=2 4 02) _ 5 (612 n €2>

E assim, calculando a diferenca, em metros, das alturas dos dois postes, e apresentando o resultado na
forma de dizima, com aproximacao as décimas, temos:

f(30) = f(0)=5 <612 +62) -5 <e+ i) ~222m

Exame — 1998, Prova modelo (céd. 135)
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128.

128.1. O valor inicial da atividade, corresponde a t = 0, pelo que o valor de R correspondente é:

RO)=Axe PV=Axe=Ax1=4

Desta forma, metade do valor inicial é 3 e o valor de t correspondente é a solucao da equagao:

A A A 1 1
_4a Axe—Bt_2 —Bt _ -Bt _ * “Bt=In(-=
R(t) g & Axe 5 & w3 ¢ 5 © t n{;) &
—In2 In2
& —Bt=Inl-l2 & —Bt=0-1In2 & t = s

St
—B B
128.2. Pelo céalculo do item anterior, sabemos que o valor inicial da atividade é o valor de A, pelo que, para
esta substancia temos que:
A =28

Substituindo os valores de A =28, ¢ =1 e R = 26, na expressao dada, determinamos o valor de B:
2 1
26 =28 x e BX1 o 20 _ B 5

13
—_— = —_— = -B —_ = _—
78 e @14 e < —B ln<14)<:>

& —B=Inl3—Inl4 & B=1In14—-1In13

Exame — 1997, 2.2 fase (céd. 135)

@mat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

