Funcdes (12.° ano)

Fungdes trigonométricas

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios

- Al ar N :I:'.'H-.J ..- T ——

1. Considere a fungao f, de dominio R\ {0}, definida, para um certo a € R*, por

sen (ax)

sex <0
et —1

fz) =
In(2—e®)+x+2 sex>0

Sem recorrer a calculadora, determine o valor de a para o qual existe lir% flx) .
Tr—r

Exame — 2023, Ep. especial

2. Considere a fungéo g, de dominio [0,7[, definida por g(z) = e” cosz.

2.1. Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Estude a funcao g quanto a monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos, e determine
esses extremos, caso existam.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia da fungio g.
2.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais cdlculos numéricos.

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe, pelo menos, um ponto do gréfico de g cuja
» R . . iy
ordenada é igual a abcissa, no intervalo } 33 {
Exame — 2023, Ep. especial

3. Qual é o valor de limM ?
z—0 €T
1
o ®; (©1 (D)2

Exame — 2023, 2.2 Fase



4. Na figura ao lado, estao representados, em referencial o.n. y
Oxy, uma semicircunferéncia de raio 2 , e centro na origem do N
referencial, e o tridngulo isésceles [ABC]. B

Sabe-se que:
e 0 vértice A pertence ao semieixo positivo Ox;

e 0 vértice B pertence ao semieixo positivo Oy;

e 0 vértice C pertence ao semieixo negativo Ox; T
e AB=BC ;
e o lado [AB] é tangente & semicircunferéncia no ponto T} o

C (0] A

AOT = a,a € ]o,g[ .
Prove que a érea do tridngulo [ABC] é dada, em fungao de a, por ————.
sen (2a)

Exame — 2023, 2.# Fase

5. Na figura ao lado, estdo representados, em referencial o.n. A
Ozy, uma circunferéncia de centro na origem e os pontos A, P
e (O, que pertencem a circunferéncia.

Sabe-se que:

e o ponto A tem coordenadas (2,0);

o/

3
e 0 angulo orientado AOQ tem amplitude , « € :|7T,27T [;

e os pontos P e (Q tém a mesma abcissa; Q

° 0?0@23

Determine o valor de cos(2a).

Exame — 2023, 1.2 Fase

6. Seja f a funcdo, de dominio [0,7] , definida por f(z) = sen (2z)+x, e seja r a reta de equagdo y = —z+2.
6.1. Qual das expressoes seguintes pode definir a fungao derivada de f?

(A) 2 —2cos’x (B) 2 — 2sen’x (C) 3 —4cos’x (D) 3 — 4sen’x

6.2. Resolva este item sem recorrer a calculadora, exceto em eventuais cdlculos numéricos.

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que o grafico da funcao f intersecta a

reta r em, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente ao intervalo 53l

Exame — 2023, 1.? Fase
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7. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Seja f a funcao, de dominio R, definida por

1—cosx
—— sex <0
x

InvVe+x sex >0

fx) =

Averigue se a fungdo f é continua em x =0 .

Exame — 2022, 2.2 Fase

8. Seja g uma fungao derivavel, de dominio | — co,w[\{0}, cuja derivada, ¢’, é dada por

32T —Te® sex <0
g'(z) =
x+4+2cos’z sel<z<m

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Estude a fungao g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos de
inflexao, no intervalo ]0,7][.

Na sua resposta, apresente:
— ofs) intervalo(s) em que o grafico de g tem concavidade voltada para baixo;
— o(s) intervalo(s) em que o gréfico de g tem concavidade voltada para cima,;
— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexao do gréafico de g .

Exame — 2022, 2.% Fase

9. Seja f a funcdo, de dominio R\ {—2}, definida por

62—1
sexr < —-2Vuzx>2
T+ 2
f(x) =
-2
% se —2<x<?2

Averigue, sem recorrer & calculadora, se a fungao f é continua em z = 2 .

Exame — 2022, 1.? Fase
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10. Na figura ao lado, estd representado o triangulo
[ABC] .

Seja = € }0,%[ a amplitude, em radianos, do
angulo BAC' .

2 cm

Sabe-se que: T 2x
e CBA =2z,
e BC=2cm.

Mostre que o comprimento de [AB], em centimetros, é dado, para cada valor de z, pela expressiao
8cos’x — 2

Exame — 2022, 1.2 Fase

11. Seja f a funcao, de dominio R, definida por

x—2+4+In3-2x) sex<1

f(x) = (k é um ndmero real)
sen (r — 1)
— +k sex > 1
1— 22
Determine k, sem recorrer & calculadora, sabendo que a fungao f é continua em z =1

Exame — 2021, Ep. especial

12. Seja g a fungao, de dominio }O,g [, definida por

g(x) =logy(1 — cosz) 4 logy (1 + cosz) + 2log, (2 cos x)
Mostre que g(z) = 2log, (sen (2z))

Exame — 2021, Ep. especial

13. Seja h a fungdo, de dominio [O,g [, definida por h(z) = senx + cos? x

Estude, sem recorrer a calculadora, a fungao h quanto a monotonia e quanto & existéncia de extremos
relativos, e determine, caso existam, esses extremos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

Exame — 2021, 2.? Fase
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14. Na figura ao lado, estd representada a circunferéncia trigo-

15.

16.

17.

nométrica. yA
Sabe-se que: ¢
B
e 0s pontos A, B e C pertencem a circunferéncia;
e 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Oz e o ponto B
pertence ao primeiro quadrante; .
e a amplitude do angulo BOC é igual ao dobro da amplitude (0] AT
do angulo AOB
1
e a drea do tridngulo [AOB] é igual a k (0 <k< 2)
Mostre que a ordenada do ponto C' é dada, em fungao de k, por
6k — 32k3

Exame — 2021, 2.# Fase

Resolva este item sem recorrer & calculadora.

™ 3

Seja g a fungao, de dominio [2, 5 } definida por g(x) = zcosx + senx

Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que existe pelo menos um ponto pertencente ao grafico

da funcao g tal que a reta tangente ao grafico da fungao nesse ponto tem declive —3

Exame — 2021, 1.* Fase

Considere, para um certo nimero real positivo k, as fungdes f e g, de dominio [—g,g}, definidas por
f(z) = ksen(2x) e g(z) = kcosx

Sejam, num referencial ortonormado do plano, A, B, e C os pontos de intersec¢io dos graficos de f e g,
sendo A o ponto de menor abcissa e C' o ponto de maior abcissa.

Sabe-se que o triangulo [ABC] é retdngulo em B

Determine, sem recorrer a calculadora, o valor de k

Exame — 2021, 1.2 Fase

e — 1

tgx

Seja f a funcdo, de dominio }O,g [, definida por f(z) =

Mostre que o grafico da funcao f nao tem assintotas.

Exame — 2020, Ep. especial
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5

18. Considere a fungao h, de dominio R , definida por h(z) = 15 3cos(2n)

7
18.1. Qual é a taxa média de variagao da funcao h entre % e %7
1 1
w1 (B ©0 (D)

18.2. Determine, sem recorrer a calculadora, as abcissas dos pontos do grafico da fungao h, pertencentes
ao intervalo | — m,7[, cuja ordenada é 2

Exame — 2020, Ep. especial

19. Sejam f e g as fungdes, de dominio R, definidas, respetivamente, por f(z) = 22 e g(z) = cosz

19.1. Qual é o declive da reta tangente ao grafico da fungdo f o g no ponto de abcissa g?
(A) -2 (B) 1 (C) 1 (D) 2
19.2. Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que a equagdo f(x) = g(x) tem, pelo menos, uma
solucao no intervalo ]0,% [
Exame — 2020, 2.* Fase
20. Seja h a fungao, de dominio | — 00,4, definida por

14 ze* ! sex <1
M) =

—_— 1<z <4
sen (z — 1) > v

Averigue, sem recorrer a calculadora, se a func¢do h é continua em x — 1

Exame — 2020, 2.2 Fase

21. Seja g a fungao, de dominio R, definida por

sex <0

g(x) =10 sex =0

2?Inx sex >0
Resolva o item seguinte sem recorrer a calculadora.

Averigue se a fungdo g é continua em x =0

Exame — 2020, 1.2 Fase

senxr

22. Considere a fungdo f, definida em ]0,7[ por f(z) = ——
24 cosx

22.1. Determine lim f(r =)
r—0 x

22.2. Estude a funcdo f quanto & monotonia e determine, caso existam, os extremos relativos.

Exame — 2019, Ep, especial
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23.

24.

25.

26.

1
Seja g a fungdo definida em ]0,7[, por g(z) = 1 cos(2x) — cosx

de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

23.1. Estude a funcao g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos

— o(s) intervalo(s) em que o gréfico de g tem concavidade voltada para baixo;

— o(s) intervalo(s) em que o gréfico de g tem concavidade voltada para cima,

— as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexdo do gréfico de g, caso este(s) exista(m).

23.2. Seja f a fungdo, de dominio }—g,O{, definida por f(z) = g(—x)+g <7T

Qual das expressoes seguintes também pode definir a fungao f 7

(A) senz + cosx (B) —senz — cosx

(C) senz — cosx (D) —senz + cosx

Seja f a funcao, de dominio R, definida por

1—
LTOST <0
x
f(x)=140 sex =20
_r sex >0
z—Inx

Averigue se a fungdo f é continua no ponto 0

Justifique a sua resposta.

Seja h a fungao, de dominio [—g, + 00 {, definida por

2

sen 2z T 20
————— se — - <z
sen (x2) 3~

h(z) =

€ sex >0
z+1

Mostre que a fungao h é continua no ponto 0

Seja g a fungao, de dominio [0,7], definida por g(z) = 2senz + sen’x
Seja r a reta tangente ao grafico da funcao g que tem declive méaximo.

Determine o declive da reta r

aVv'b , .
Apresente a sua resposta na forma —— , com a, b e ¢ niimeros naturais.
c
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Exame — 2019, 2.* Fase

Exame — 2019, 1.2 Fase

Exame — 2018, Ep. especial

Exame — 2018, 2.2 Fase
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27. Seja g a funcdo, de dominio | — co,7], definida por

e2r — 1
<0
pP se x
g(x) = .
—_— 0<z<
2 — sen (2x) sevsEsT

27.1. Qual das afirmacoes seguintes é verdadeira?
(A) A fungdo g nao tem zeros.
(B) A funcéo g tem um unico zero.
(C) A funcao g tem exatamente dois zeros.

(D) A fungdo g tem exatamente trés zeros.

27.2. Averigue se a fungio g é continua no ponto 0

Justifique a sua resposta.

27.3. Estude a fungdo g quanto & monotonia no intervalo |0,7] e determine, caso existam, os extremos
relativos.

Exame — 2018, 1.2 Fase

xT

28. Considere a fungao f definida em ]0,7[ por f(z) = —

Qual das equacoes seguintes define uma assintota do gréfico da funcao f 7
(A)z=0 B)z=r (C)z=1 (D)ng
Exame — 2018, 1.2 Fase

29. Seja f a funcdo, de dominio |1 — 7, + o], definida por

20— 2

_ 1-— 1
sen(x—l) se T <

f(z) = 9 sex =1

e 2t L n(x — 1) sex > 1
Resolva os dois itens seguintes recorrendo exclusivamente a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

29.1. Indique, justificando, se a seguinte afirmacao é verdadeira ou é falsa.
<A fungao f é continua a esquerda no ponto 1, mas nao é continua a direita nesse ponto.>

29.2. Escreva a equacao reduzida da reta tangente ao grafico da fungao f no ponto de abcissa 1 — g

Exame — 2017, Ep. especial
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30. Na figura ao lado, estd representada, num referencial o.n. zOy, a Y
circunferéncia de centro na origem e raio 1

Sabe-se que:

e 0 ponto A estd no segundo quadrante e pertence a circunferéncia;

o ponto D tem coordenadas (1,0)

o ponto C' pertence ao primeiro quadrante e tem abcissa igual a do B
ponto D

o ponto B pertence ao eixo Oy e é tal que o segmento de reta [AB)]
é paralelo ao eixo Ox

A 4

os angulos AOC e COD sao geometricamente iguais e cada um deles

tem amplitude « (ae}z ED
p ) 472

tg o cos? (2a
Mostre que a drea do tridngulo [ABC], representado a sombreado, é dada por gi()

Exame — 2017, Ep. especial

31. Num jardim, uma crianca estd a andar num baloig¢o cuja cadeira estd suspensa por duas hastes rigidas.

Atras do baloico, hd4 um muro que limita esse
jardim.

A figura ao lado esquematiza a situagdo. O ponto
P representa a posicao da cadeira.

muro

Num determinado instante, em que a crianca
estd a dar balango, é iniciada a contagem do S
tempo. Doze segundos apods esse instante, a ~---1
crianca deixa de dar balango e procura parar o

baloigo arrastando os pés no chao. solo

Admita que a distancia, em decimetros, do ponto P ao muro, ¢ segundos apds o instante inicial, é dada
por
30 + tsen (t) se) <t<12
d(t) =
30 + 12e*?~tsen (nt) set > 12

(o argumento da fungao seno estd expresso em radianos)

Admita que, no instante em que é iniciada a contagem do tempo, as hastes do baloigo estao na vertical
e que a distancia do ponto P ao chao, nesse instante, é 4 dm

Treze segundos e meio apés o instante inicial, a distancia do ponto P ao chao é 4,2 dm

Qual é o comprimento da haste?

Apresente o resultado em decimetros, arredondado as unidades.
Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas decimais.

Exame — 2017, 2.2 Fase
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COSs

2
32. Considere o desenvolvimento de (233 sen v + ) ,emquea € Rex #0

Determine os valores de «, pertencentes ao intervalo |m,27[, para os quais o termo independente de z,
neste desenvolvimento, é igual a 1
Resolva este item recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Exame — 2017, 2.# Fase
33. Seja f a funcdo, de dominio A e contradominio | — 1, + oo[, definida por f(x) = tgx
Qual dos conjuntos seguintes pode ser o conjunto A 7
T 3 3w m 3T 5T 3
w1 @] fY @3 oTF
Exame — 2017, 1.* Fase

34. Seja g a funcao, de dominio R, definida por

1 — 22 . <1
T sex
glxz) =142 sex =1
-1
3+M sex > 1
1—=z

Resolva os itens seguintes recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

34.1. Estude a funcao g quanto a continuidade no ponto 1

34.2. Resolva, no intervalo ]4,5[, a equagdo g(x) = 3

Exame — 2017, 1.* Fase

35. Para um certo niimero real k, é continua em R a funcao f definida por

set;(?)—:ic_;riﬂ) sex £ —1
x
fz) =
k+2 sex = —1
Qual é o valor de k ?
5 5 5 5
w-;  ®-;  ©F (3

Exame — 2016, Ep. especial
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3
36. Seja f a funcgao, de dominio } _771-’ + oo [, definida por

1, 3
—-r“4+cosx se —— <xr<0
4 2

f(z) =

In(e*+z) sex>0
Estude, recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora, a funcao f quanto ao sentido das

. . . . - . 37
concavidades e quanto a existéncia de pontos de inflexao do seu grafico, no intervalo —?,O

Na sua resposta, indique:
- o(s) intervalo(s) em que o grifico de f tem concavidade voltada para baixo;
- o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para cima;

- a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexdo do grafico de f

Exame — 2016, Ep. especial

37. Na figura ao lado, estd representada uma circunferéncia de centro
no ponto O e raio 1 B

Sabe-se que:

os didmetros [AC] e [BD] sao perpendiculares;

o ponto P pertence ao arco AB c (0] « A

[PQ)] é um didmetro da circunferéncia;

o ponto R pertence a [OD] e é tal que [QR] é paralelo a [AC]

Q R
Seja a a amplitude, em radianos, do angulo AOP (a € }O,g D,
Qual das seguintes expressdes dd a drea do triangulo [PQR], D
representado a sombreado, em funcao de « ?
cos(2a) sen(2«) cos(2a) sen(2a)
(A) B) 2 () ™ (D) * =

Exame — 2016, 2.* Fase

38. Seja f a fungao, de dominio } —g, + oo {, definida por

2 ~
2+ senz e - c2<0
cosT 2
fx) =
z—Inx sex >0

Estude, recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora, a funcdo f quanto & monotonia e

e . . m
quanto a existéncia de extremos relativos, no intervalo ]—5,0[

Exame — 2016, 2.* Fase
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39. Na figura ao lado, estao representados o circulo trigonométrico e Y
um trapézio retangulo [OPQR]

Sabe-se que: P Q
e o0 ponto P tem coordenadas (0,1)
e o0 ponto R pertence ao quarto quadrante e a circunferéncia. \
Seja o a amplitude de um angulo orientado cujo lado origem
é 0 semieixo positivo Oz e cujo lado extremidade é a semirreta OR Cf\

Qual das expressoes seguintes dé a drea do trapézio [OPQR], em
funcao de o 7

]
B ~——] —

(A) CO;a + sen «cos « (B) CO;a — sen o cos a
sen «cos a sen o cos a

C - D _

(C) cosa+ 5 (D) cosa 5

Exame — 2016, 1.2 Fase

40. Num dia de vento, sao observadas oscilagoes no tabuleiro de uma ponte suspensa, construida sobre um
vale.
Mediu-se a oscilagao do tabuleiro da ponte durante um minuto.
Admita que, durante esse minuto, a distancia de um ponto P do tabuleiro a um ponto fixo do vale é dada,
em metros, por

1
h(t) =20+ o cos(2mt) + tsen (27t)  (t é medido em minutos e pertence a [0,1])
71'

Sejam M e m, respetivamente, o maximo e o minimo absolutos da fungao h no intervalo [0,1]
A amplitude A da oscilacao do tabuleiro da ponte, neste intervalo, é dada por A= M —m

Determine o valor de A, recorrendo a métodos analiticos e utilizando a calculadora apenas para efe-

tuar eventuais cdlculos numéricos.
Apresente o resultado em metros.

Exame — 2016, 1.2 Fase
41. Seja a um nuimero real.

Considere a funcao f, de dominio R, definida por f(xz) = asenx

I8
Seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 3

. . ~ s s i .
Sabe-se que a inclinagao da reta r é igual a 5 radianos.

Determine o valor de a

Exame — 2015, Ep. especial
42. Seja f a funcao, de dominio R, definida por f(x) = 3sen?(x)
Qual das expressoes seguintes define a funcao f”, segunda derivada de f?
(A) 6sen (2z) cos(z) (B) 6sen (z) cos(2x) (C) 6cos(2z) (D) 6sen (2x)

Exame — 2015, 2.2 Fase
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13/47

43. Um cubo encontra-se em movimento oscilatério provocado pela forga elastica exercida por uma mola.
A figura seguinte esquematiza esta situagao. Nesta figura, os pontos O e A sao pontos fixos. O ponto P
representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta O A

Admita que nao existe qualquer resisténcia ao movimento.
Sabe-se que a distancia, em metros, do ponto P ao ponto O é dada por

dit)y =1+ %Sen (wt+ %)

A variavel t designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que foi iniciada a
contagem do tempo (¢ € [0, + oo[). Resolva os dois itens seguintes sem recorrer & calculadora.

43.1. No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o ponto P coincidia com o ponto A
Durante os primeiros trés segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto A mais do que uma
vez.

Determine os instantes, diferentes do inicial, em que tal aconteceu.
Apresente os valores exatos das solugoes, em segundos.

43.2. Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante, entre os trés
segundos e os quatro segundos apds o inicio da contagem do tempo, em que a distancia do ponto P
ao ponto O foi igual a 1,1 metros.

Exame — 2015, 2.* Fase

44. Na figura ao lado, esta representado o circulo trigonométrico. Y

Sabe-se que:

o ponto A pertence ao primeiro quadrante e & circunferéncia;

o ponto B pertence ao eixo Ox

o ponto C tem coordenadas (1,0)

o ponto D pertence & semirreta O A @

W

e os segmentos de reta [AB] e [DC] sdo paralelos ao eixo Oy 0O B Cc "z
Seja a a amplitude do angulo COD (a € }O,g D

Qual das expressoes seguintes dd a drea do quadrildtero [ABCD],
representado a sombreado, em funcao de « ?

(A)t%a—w (B) 8o _senl2a)

sen (2a)

(C) tgar — i

Exame — 2015, 1.* Fase
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45. Sejam f e g as fungoes, de dominio R, definidas, respetivamente, por
f(z) =1—cos(3z) e g(x) = sen (3z)
. , . T
Seja ¢ um nuimero real pertencente ao intervalo } 33 [
Considere as retas r e s tais que:

e a reta r é tangente ao grafico da funcao f no ponto de abcissa a

, . ~ . ™
e a reta s é tangente ao grafico da fung@ao g no ponto de abcissa a + 5
Sabe-se que as retas r e s sdo perpendiculares.
1
Mostre que sen (3a) = ~3
Exame — 2015, 1. Fase
46. Considere, para um certo ntmero real k, a funcao f, de dominio | — 0o,e[, definida por
ret 2 sex <2

fz) =

sen (2 — z)

x2+x—6+k se2<x<e

Determine k, de modo que a funcao f seja continua em z = 2, recorrendo a métodos analiticos, sem
utilizar a calculadora.

Exame — 2014, Ep. especial

47. Na figura ao lado, estao representadas, num referencial
o.n. Oy, a circunferéncia de centro O e a reta r

Sabe-se que:

e 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia; C

o ponto B tem coordenadas (0,1) «

e a reta r é tangente a circunferéncia no ponto B

A 4

o ponto C' é o ponto de intersegao da reta r com a @) r
semirreta O A
e « é a amplitude, em radianos, do angulo AOB,

s
c 0’,{
com « i| 2

Qual das expressoes seguintes representa, em funcao de «, a area da regiao a sombreado?

(a) E=1 (B) 00 (©) 52 (D) §

Exame — 2014, Ep. especial
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48. Considere, para um certo nimero real k, a funcao f, continua em %,g}, definida por
cosT T _ <7
LT =TSy
2
fz) =
k—3 sex=—
Qual é o valor de k7
(A)0 (B) 1 (C)2 (D) 4

49.

50.

Exame — 2014, 2. Fase

Na figura ao lado, estd representado um pentdgono regular [ABCDE]

D
Sabe-se que AB =1
AL . AD “ E c
Mostre que ———— =1 — 2sen? [ —
A B

l%ta: E . Xﬁ designa o produto escalar do vetor E pelo vetor
A

Exame — 2014, 2.2 Fase

Na figura ao lado, estao representados uma circunferéncia de centro O P
e raio 2 e os pontos P, ), Re S

Sabe-se que:

e os pontos P, Q, R e S pertencem a circunferéncia;

[PR] é um didmetro da circunferéncia;
e PQ=PS
e « é a amplitude, em radianos, do angulo QPR
T
0.7
ae}z
A(a) a é a drea do quadrildtero [PQRS], em funcao de «

Para um certo ntimero real 6, com 6 € }O,g [, tem-se que tgh = 2v/2

Determine o valor exato de A(f), recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Comece por mostrar que A(a) = 16 sen « cos a

Exame — 2014, 2.2 Fase
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51. Na figura seguinte, estd representada, num referencial o.n. Oy, uma circunferéncia de centro O e raio 1

Sabe-se que: Y

e 0s pontos A e B pertencem a circunferéncia;

o ponto A tem coordenadas (1,0) B

os pontos B e C' tém a mesma abcissa; o
o ponto C tem ordenada zero; \
o ponto D tem coordenadas (—3,0) D c O A T

e « é a amplitude, em radianos, do angulo AOB,

cJael
com « -,
27

Qual das expressoes seguintes representa, em funcdo de «, a area do tridngulo [BCD] ?

(A) %(—3 — Sen () CoS & (B) %(—3 + sen «) cos «

1 1
(©) 5(3 + cos @) sen « (D) 5(3 — cos ) sen o
Exame — 2014, 1.* Fase

52. Seja f uma fungdo cuja derivada f’, de dominio R, é dada por f'(z) = = — sen (2z)
T

flx)—f (5)
52.1. Determine o valor de lim ———=~

TG 20—
52.2. Estude o grafico da fungao f, quanto ao sentido das concavidades e quanto a existéncia de pontos de

. ~ ™ T . s ..
inflexdo em ~37l recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Na sua resposta, deve indicar o(s) intervalo(s) onde o gréfico da fungao f tem concavidade voltada
para cima, o(s) intervalo(s) onde o grifico da fun¢do f tem concavidade voltada para baixo e, caso
existam, as abcissas dos pontos de inflexao do grafico da funcao f

Exame — 2014, 1.2 Fase

53. Seja g a funcdo, de dominio R, definida por g(x) = cos? (%) — sen? (%)

Qual das expressoes seguintes também define a funcao g7

(A) sen (;—4) (B) cos (2—2) (C) sen (g) (D) cos (%)

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014
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54. Na figura ao lado, esta representada uma planificagao

55.

56.

de uma piramide quadrangular regular cujas arestas
laterais medem 4

Seja « a amplitude, em radianos, do angulo
FSE (ae}%m[)

A aresta da base da piramide e, consequente-
mente, a area de cada uma das faces laterais variam
em fungao de «

Mostre que a &area lateral da piramide é dada,
em funcgao de a, por —32cos«

Sugestao — Comece por exprimir a drea de uma face lateral
em func¢do da amplitude do angulo F'SP, que podera designar
por 3

Na figura ao lado, estao re-
presentados a circunferéncia
de centro no ponto C e
de raio 1, a semirreta C’B,

H

Teste Intermédio 12.° ano — 30.04.2014

a reta AD e o tridngulo
[ACE)

Sabe-se que:

e os pontos A e B pertencem a circunferéncia;
e 0s pontos D e E pertencem a semirreta C'B

e areta AD é perpendicular & semirreta C'B

e 0 ponto A desloca-se sobre a circunferéncia, e os pontos D e E acompanham esse movimento de

modo que DE =6

e zx é a amplitude, em radianos, do angulo ACB

° xe]o,g[

1
55.1. Mostre que a drea do tridngulo [ACE] é dada, em fungéo de x, por f(z) = 3senz + 7 5en (2z)

55.2. Mostre, sem resolver a equagao, que f(x) = 2 tem, pelo menos, uma solugdo em ]

Considere a funcao f, de dominio R, definida por

xe3t® 4 2¢

fz) =

1—+/x+ sen(x—1)

1—x

ol

Exame — 2013, Ep. especial

sex <1

sex > 1

Averigue, recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora, se a funcdo f é continua em x = 1.

©
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57. Na figura ao lado, estao representados, num referencial o.n. zOy, o
tridngulo [OAB] e a reta r
Sabe-se que:

e a reta r é definida por x = —3

o ponto A pertence a reta r e tem ordenada positiva;

o ponto B ¢ o simétrico do ponto A em relagao ao eixo Ox

e o é a amplitude, em radianos, do angulo cujo lado origem é o
semieixo positivo Ox e cujo lado extremidade é a semirreta O A

ae 5|
27

a funcao P, de dominio ] ;—T, T [, é definida por

57.1. Mostre que o perfmetro do tridngulo [OAB] é dado, em funcao de
a, por P(a)

57.2. Determine o declive da reta tangente ao grafico da funcao P no

s
ponto de abcissa 5 sem utilizar a calculadora.

Exame — 2013, 2.2 Fase

58. Seja f a funcdo, de dominio R\ 0, definida por f(z) = sen (—)
x
1
Considere a sucessdo de numeros reais (z,,) tal que =, = —
n

Qual é o valor de lim f(z,)?
(A) -1 B)o0 )1 (D) +o0

Exame — 2013, 1. Fase

59. Considere a fungéo g, de dominio }—%,0 {, definida por g(z) = sen (2z) — cosz
Seja a um numero real do dominio de g
e ~ . 7’ \ -~ x
A reta tangente ao gréfico da funcao g no ponto de abcissa a é paralela a reta de equagdo y = 5 +1

Determine o valor de a, recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.

Exame — 2013, 1.* Fase
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60. Relativamente a figura ao lado, sabe-se que:

61.

62.

e 0 ponto B pertence ao segmento de reta [AC] A B 2 C
e os pontos A e D pertencem & circunferéncia que tem centro no U
ponto B e raio igual a 4
e 0 segmento de reta [BD] é perpendicular ao segmento de reta 4
[AC]
e BC=2 .
.
Admita que um ponto P se desloca ao longo do arco AD, nunca P \ E
coincidindo com A nem com D, e que um ponto F acompanha o D

movimento do ponto P de forma que o quadrildtero [PBCE] seja

um trapézio retangulo.

O ponto @ ¢ a intersecgdo do segmento de reta [PE] com o segmento de reta [BD]

Para cada posicao do ponto P, seja x a amplitude do d&ngulo EPB e seja S(x) a drea do trapézio [PBCE]

60.1. Mostre que S(z) = 8senx + 4sen (2z) (m € }0’ g D

60.2. Estude a funcdo S quanto & monotonia e quanto a existéncia de extremos relativos, recorrendo a
métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
Na sua resposta, deve apresentar:

e o(s) intervalo(s) em que a fungao é crescente;
e o(s) intervalo(s) em que a fungao é decrescente;
e os valores de x para os quais a funcao tem extremos relativos, caso existam.

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013

Seja f a funcao, de dominio R, definida por

fz) =

3r+1—xe® sex <0
T+ cosx sex >0

. " - . m N .o~
Recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora, determine, f’ (§> com recurso a definigao

de derivada de uma func¢ao num ponto.

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013

Considere as fungoes f e g, de dominio R, definidas, respetivamente, por
- fz) sex #0
f(z) =—x+ sen (5) e g(z) = * com k€R

eF—1 sex=0

Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

62.1. Determine k& de modo que a funcao g seja continua.

62.2. Determine, em | — 2,57, as soluces da equacio 2f(z) = (f(z) + z)° — 1

Exame — 2012, Ep. especial
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63. Considere a funcao f, de dominio R, definida por

sex <0
1—+1—2a3
flz)={1—ekt? sex =0 com keR
1— Az
¢ sex >0
T

Estude a fungao f quanto a existéncia de assintotas verticais do seu grafico, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.

Exame — 2012, 2.? Fase

64. Na figura ao lado, estd representado o quadrado [ABC D]
Sabe-se que:

« 4B =14 D ¢
e AE=AH=BE=BF=CF=CG=DG=DH
e x é a amplitude, em radianos, do angulo EFAB

e ool ¢

64.1. Mostre que a area da regiao sombreada é dada, em funcao de z,
por a(z) = 16(1 — tgx)

T m
64.2. Mostre que existe um valor de x compreendido entre 2 e —

5

para o qual a area da regiao sombreada é 5
Se utilizar a calculadora em eventuais calculos numéricos, sempre
que proceder a arredondamentos, use duas casas decimais.

Exame — 2012, 2. Fase

65. Na figura ao lado, estd representado um trapézio retangulo [ABC D]

Sabe-se que: D ¢
e BC =1
e CD=1
e « é a amplitude, em radianos, do angulo ADC
e o€ } gﬂr[ A B

Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

1 —cosa
65.1. Mostre que o perimetro do trapézio [ABC D] é dado, em fungao de a, por P(a)) =34+ —
sen «
65.2. Para um certo nimero real , tem-se que tgf = —/8, com g <f<m
Determine o valor exato de P’(6)
, 1—cosa
Comece por mostrar que P'(a) = ———
sen? o

Exame — 2012, 1.2 Fase
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66. Relativamente a figura ao lado, sabe-se que:

e 0 segmento de reta [AC] tem comprimento 4

e o ponto B é o ponto médio de [AC] 92

e 0 segmento de reta [BD] é perpendicular a [AC)|

e 0 arco de circunferéncia C'D tem centro em B A * C
2 B Q

Admita que um ponto P se desloca ao longo do arco C'D, nunca coincidindo com C nem com D, e que
um ponto @ se desloca ao longo do segmento de reta [BC] de tal forma que [PQ)] é sempre perpendicular
a [BC]

Para cada posicao do ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do dngulo CBP e seja A(z) a drea do
tridngulo [APQ)]

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

66.1. Mostre que A(x) = 2senx + sen(2x) (:c € ]O, g D
66.2. Mostre que existe um valor de = para o qual a drea do tridngulo [APQ)] é maxima
Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012

Y

67. Na figura ao lado, estd representado, num referencial
‘ ~ - ™
o. n. zOy, o grafico da fungao g, de dominio }—71',5 {,

definida por g(z) =z — 2cosx

W

Sabe-se que C' e D sdo pontos do grafico de g cu-
jas ordenadas sao extremos relativos de g

Determine os valores exatos das coordenadas dos
pontos C' e D recorrendo a métodos exclusivamente
analiticos.

Exame — 2011, Prova especial

68. Na figura ao lado, estdao representados, num referencial o. n. zOy, Y
uma circunferéncia e o triangulo [OAB]
Sabe-se que:

N

e O é a origem do referencial;

e a circunferéncia tem centro no ponto O e raio 1

e A é o ponto de coordenadas (—1,0)

0 2

e B pertence a circunferéncia e tem ordenada negativa;

2
e 0 angulo AOB tem amplitude igual a g radianos. B

Qual ¢ a drea do tridngulo [OAB]?

w2 o ml oY o

Exame — 2011, Ep. especial

69. A funcdo f tem dominio R e é definida por f(x) =7 — 4sen (5x)
. osenx
Calcule o valor de lim ————
a—0 f(x) —

Exame — 2011, E)JpA especial
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70.

71.

72.

73.

Para um certo niimero real positivo, k, a funcao g definida em R por

senx

3z , ,
g(x) = é continua.

In(k—z) sex <0

Qual é o valor de k7

sex >0

(A) e (B) ¢ (©) -5 (D) 3¢
Exame — 2011, 2.? fase

Na figura ao lado, estd representado, num referencial o. n. xOy, um
circulo trigonométrico.
Sabe-se que:

e C é o ponto de coordenadas (1,0)
e Os pontos D e E pertencem ao eixo Oy

e [AB] é um diametro do circulo trigonométrico

e as retas FA e BD sao paralelas ao eixo Ox

x
e 0 ¢é a amplitude do angulo COA
eoclol] D
2 B
Qual das expressoes seguintes dé a o perimetro da regiao sombreada
na figura anterior?
(A) 2(cosf+ senb) (B) cos @+ senf (C) 2(1+cosf+ send) (D) 14cosf+ send

Exame — 2011, 2. Fase
Para a, b e n, nimeros reais positivos, considere a fungao f, de dominio R, definida por
f(x) = acos(nx) + bsen (nx)
Seja f” a segunda derivada da funcao f

Mostre que f”(x) +n?f(z) =0

Exame — 2011, 2.2 Fase

1
Qual é o valor de lim ( sen? (x)) ?

50 \ 22

W4+ ®o  ©; Dy

Exame — 2011, 1.* Fase
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74. Na figura seguinte esta representado, num referencial o. n. xQy, parte do grafico de uma funcao f, de
dominio R, definida por f(z) = 4 cos(2z)

Sabe-se que: y,\
e os vértices A e D do trapézio [ABC D] pertencem ao eixo Ox
e 0 vértice B do trapézio [ABC D] pertence ao eixo Oy
e o vértice D do trapézio [ABCD] tem abcissa —%
e 0s pontos A e C pertencem ao gréafico de f f
e areta CD é paralela ao eixo Oy
Resolva os’c.iois itens seguintes recorrendo a métodos exclusiva- o B
mente analiticos.
74.1. Determine o valor exato da drea do trapézio [ABCD]
74.2. Seja f’ a primeira derivada da funcao f e seja f” a segunda
derivada da fungao f
Mostre que f(z) + f'(z) + f"(z) = —4 (3 cos(2x) + 2sen (2z))
para qualquer nimero real x ™, 0 ) > "

Exame — 2011, 1.* Fase

75. Seja f a funcdo, de dominio R, definida por

-1
SRR ) RN
ETr — €

f(x) =
re ¥ 4+ 2x sexr >1

Averigue, sem recorrer a calculadora, se a fungao f é continua em x = 1

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

gmat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

76. Na figura ao lado, esta representada uma circunferéncia de centro no ponto O e raio 1

Sabe-se que:
e o ponto A pertence a circunferéncia;
e 0s pontos O, A, e B sdo colineares;
e 0 ponto A estd entre o ponto O e o ponto B

e o ponto P desloca-se ao longo da semirreta AB, nunca
coincidindo com o ponto A

Tm

e d é a distancia do ponto A ao ponto P

e para cada posicao do ponto P, o ponto ) é um ponto
da circunferéncia tal que a reta PQ é tangente a cir-
cunferéncia;

e x ¢é a amplitude, em radianos, do angulo
0PQ (me}O,%D

1
Seja f a fungdo, de dominio }0, T [ definida por f(x) = LT semr
2 senx

Resolva os dois itens seguintes sem recorrer a calculadora.

76.1. Mostre que d = f(x)

76.2. Considere a seguinte afirmagao: «Quanto maior é o valor de x, menor é o valor de d»
Averigie a veracidade desta afirmacao, comecando por estudar a funcao f quanto & monotonia.

Teste Intermédio 12.° ano — 26.05.2011

77. Admita que, numa certa marina, a profundidade da dgua, em metros, ¢t horas apés as zero horas de um
T
certo dia, é dada por P(t) = 2cos (6t> + 8, em que t € [0,24]

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

77.1. Determine a profundidade da dgua da marina as trés horas da tarde, desse dia.

77.2. Determine, recorrendo ao estudo da fungao derivada, a profundidade minima, em metros, da dgua
da marina, nesse dia.

Exame — 2010, Ep. especial
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78. Um depédsito de combustivel tem a forma de uma esfera.
As figuras seguintes representam dois cortes do mesmo depdsito, com alturas de combustivel distintas.
Os cortes sao feitos por um plano vertical que passa pelo centro da esfera.
Sabe-se que:

e o ponto O é o centro da esfera;

e a esfera tem 6 metros de didmetro; ﬁ \
B

e a amplitude 0, em radianos, do arco AB ¢ igual
a amplitude do angulo ao centro AOB corres-

pondente o) o) .
A altura AC, em metros, do combustivel existente clr e
no depédsito é dada, em funcao de 6, por h, de B
dominio [0,7] \\_/
A A

Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos
exclusivamente analiticos.
78.1. Mostre que h() = 3 — 3 cos(f), para qualquer 6 €]0,7]

78.2. Resolva a condigéo h(f) = 3, 0 €]0,7]
Interprete o resultado obtido no contexto da situagao apresentada.

Exame — 2010, 2. Fase

79. Considere a funcdo f, de dominio | — 00,27, definida por

ar + b+ e”* sex <0

fz) =
Lo Snst) sen (2z) se0 <z <2
T

Determine o valor de b, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, de modo que f seja continua em
z=0

Exame — 2010, 1.2 Fase

80. Na figura ao lado, estao representados, num referencial o.n. zOy, uma
circunferéncia e o tridngulo [OAB]. ~
Sabe-se que: B

e a circunferéncia tem didmetro [OAJ;
e o ponto A tem coordenadas (2,0);

e o vértice O do tridngulo [OAB] coincide com a origem do referen- t
cial; 1

W

e o0 ponto B desloca-se ao longo da semicircunferéncia superior.

Para cada posi¢ao do ponto B, seja a a amplitude do dngulo AOB, com
s

o € :|O, 5 |:

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos.

80.1. Mostre que o perfmetro do tridngulo [OAB] é dado, em fungao de «, por

fla) =2(14 cosa+ sena)
80.2. Determine o valor de « para o qual o perfmetro do tridngulo [OAB] é méximo.

Exame — 2010, 1.* Fase

e

mat.absolutamente.net


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

81. Na figura ao lado, estd representado um tridngulo retangulo [ABC],
cujos catetos [AB] e [BC], medem 5 unidades.
Considere que um ponto P se desloca sobre o cateto [BC], nunca
coincidindo com nem B com C
Para cada posicao do ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do
angulo BAP (3: € }0,% D
Seja f a funcdo que, a cada valor de z, faz corresponder o perimetro
do tridngulo [APC]
Resolva os dois itens seguintes usando exclusivamente métodos
analiticos.

81.1. Mostre que f(x) = —5tgz+V50+5

COST

81.2. Seja r a reta tangente ao gréafico da fungao f no ponto de abcissa %

Determine o declive da reta r

Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010
82. Seja a fungdo f , de dominio R, definida por f(z) = sen (2z).

Qual é o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa g ?

wvi:  ®mY o2 ol

Exame — 2009, Ep. especial
83. Seja a fungao f, de dominio [0,7[, definida por f(z) = e®.cosz

Estude, recorrendo exclusivamente a métodos analiticos, a funcao f, quanto & monotonia e quanto
a existéncia de extremos relativos, indicando os intervalos de monotonia e, caso existam, os extremos
relativos.

Exame — 2009, Ep. especial
84. Seja f a fungédo, de dominio [O,g], definida por f(z) = sen (2z)cosz

Determine, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, a equagao reduzida da reta tangente
ao grafico de f, no ponto de abcissa 0.

Exame — 2009, 2. Fase

85. Para um certo niimero real positivo k, é continua a fungao f, de dominio R, definida por

logo(k+x) sex >0
fz) =

2
—sen( z) sex <0
z

Qual é o valor de k7
(A)1 (B) 2 (C)3 (D) 4

Exame — 2009, 1. Fase
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86.

87.

Na figura ao lado, estd representado um tridngulo inscrito numa

circunferéncia de centro O e raio igual a 1.
Um dos lados do triangulo é um diametro da circunferéncia. v
Qual das expressoes seguintes representa, em fungao de =z, a 0
area da parte sombreada?
(A) m— sen (2z) (B) g — sen (2z)
(C) 7 — 2sen (21) (D) = — S0
Exame — 2009, 1.* Fase

Sejam a, b, ¢, e d as fungdes reais de variavel real definidas por:

a(z) =3+ Inx b(x) =e* c(x) = 10senx dz) =2+ tgx

Considere que o dominio de cada uma das quatro funcoes é o conjunto dos niimeros reais para os quais
tem significado a expressao que a define.
Qual é a funcao cujo gréafico tem mais do que uma assintota?

(A) A fungédo a (B) A funcao b (C) A funcao ¢ (D) A fungao d

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009
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88. Na figura ao lado, em cima, estao representados:

Considere que:

uma circunferéncia de centro O e raio 1

dois pontos A e B, sobre a circunferéncia, tais que
[AB] é um diametro

uma semirreta OA

um segmento de reta [PQ)]

o ponto P, partindo de A, se desloca sobre a circun-
feréncia, dando uma volta completa, no sentido indi-
cado pelas setas da figura, em cima

o ponto @ se desloca sobre a semirreta OA, acompa-
nhando o movimento do ponto P, de tal forma que se
tem sempre PQ = 3

Para cada posicao do ponto P, seja x a amplitude, em radianos, do angulo orientado que tem por lado
origem a semirreta OA e por lado extremidade a semirreta OP (Ver figura, em baixo).

Seja d a fungdo que, a cada valor de = pertencente a [0,27], associa a distancia, d(x), do ponto Q

ao ponto O

88.1.

88.2.

89. Seja a funcao f, de dominio [—

Considere as seguintes afirmagoes sobre a fungao d e sobre a sua derivada, d’ (a fun¢ao tem derivada
finita em todos os pontos do seu dominio).

1. d(0) = 2d(m)

II. Va € [0,27],d'(z) <0
Elabore uma pequena composicao na qual indique, justificando, se cada uma das afirmagoes é
verdadeira, ou falsa.
Nota: neste item, nao defina analiticamente a fungao d; a sua composicao deve apoiar-se na forma
como esta fungdo foi apresentada (para cada valor de z, tem-se d(z) que é a distancia do ponto @ ao
ponto O).

7r
Defina analiticamente a fun¢@o d no intervalo }0,5 [(isto é, determine uma expressao que dé o valor

de d(x), para cada x pertencente a este intervalo).
Sugestao: trace a altura do tridngulo [OPQ)] relativa ao vértice P, designe por R o ponto de
intersecio desta altura com a semirreta OA, e tenha em conta que OQ = OR + RQ.

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009

5 3] definida por f(z) = cos(z).

Qual é o contradominio de f7?

(A)

o @y ©g] o [oﬂ

Exame — 2008, Ep, especial

90. Seja a fungdo f, de dominio [0,7], definida por f(z) = 2sen (z).cos(z) + 2.
O grafico da funcao f interseta a reta y = 1 num s6 ponto.
Determine, recorrendo exclusivamente a métodos analiticos, as coordenadas desse ponto.

©

Exame — 2008, Ep. especial
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91.

92.

93.

94.

Considere a fungao g, de dominio R, definida por g(z) = 2 + sen (4z).

Resolva, usando métodos analiticos, os dois itens seguintes.

Nota: A calculadora pode ser utilizada em eventuais calculos intermédios; sempre que proceder a arre-
dondamentos, use duas casas decimais.

91.1. Determine ¢’(0), recorrendo & definicao de derivada de uma fun¢do num ponto.

s
91.2. Estude a monotonia da funcao g, no intervalo ]0,5 [, indicando o valor dos extremos relativos, caso

existam, e os intervalos de monotonia.

Exame — 2008, 2.2 Fase

Seja f a fungdo de dominio [—7, + oo, definida por:
e~ 4zl sex >0
f) =
(=) 3sen ()

5 se —m<x<0
T

Estude a fungao f quanto a existéncia de assintotas do seu grafico, paralelas aos eixos coordenados,
escrevendo as suas equagoes, caso existam.

Exame — 2008, 1.* Fase

Na figura ao lado estd representado o circulo trigonométrico.

Tal como a figura sugere, O é a origem do referencial, @) per-
tence & circunferéncia, P é o ponto de coordenadas (1,0) e R é o
ponto de coordenadas (—1,0) 5

7
5
A amplitude, em radianos, do angulo POQ é 7” \ .
R 0 p
Qual é o valor, arredondado as centésimas, da area do tridngulo

[OQR]?

(A) 0,39 (B) 0,42 (C) 0,46 (D) 0,49

Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008

Seja f:]0,2r] — R a fungdo definida por f(z) =3 — 2cosx
Indique o valor x de para o qual f(x) é méximo.

@wo  ®:  ©r O

Exame — 2007, 2.? fase

©
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95.

96.

97.

98.

Na figura ao lado esté representada uma artéria principal do
corpo humano, cuja seccao é um circulo com raio R, e uma
sua ramificacao, mais estreita, cuja seccao é um circulo com
raio 7.

A seccdo da artéria principal tem &drea A e a da rami-
ficacao tem &rea a.

v
Seja 0 € }0,5 { a amplitude, em radianos, do angulo
que a artéria principal faz com sua ramificagdo (medida re-
lativamente a duas geratrizes complanares dos dois cilindros).

Sabe-se que a = Av/cosf

Admitindo que o modelo descrito se adequa com exa-
tidao a situagao real, determine 6 no caso em que os raios
referidos verificam a relacio R = v/2r

Exame — 2007, 2.* fase

Considere as funcoes f e g, definidas em R por
flx)y=e""1 e g(z)= senx

. . - . , ,
Considere ainda a fun¢éo h, definida em R por h(z) = f'(z) — ¢'(x)

Sem recorrer a calculadora, a nao ser para efetuar eventuais calculos numéricos, resolva os dois itens
seguintes:

™
96.1. Mostre que a fungao h tem, pelo menos, um zero no intervalo }0,5 [

. . T
96.2. Tendo em conta a alinea anterior, justifique que existe a € }0,—{ tal que as retas tangentes aos

2
graficos de f e g, nos pontos de abcissa a, sdo paralelas.
Exame — 2007, 1.? fase
Na figura ao lado esta representado o circulo trigonométrico. yA
Os pontos A, B e C tém coordenadas (1,0), (0,1) e (0, — 1), B

respetivamente.
O Ponto P desloca-se ao logo do arco AB, nunca coincidindo
com o ponto B.
Para cada posicao do ponto P, seja x a amplitude do angulo A
AOP, e seja f(z) a drea do tridngulo [OPC].

A 4

0 x
Qual das expressoes seguintes define a funcao f 7
senx cosx
(a) = (®)
C
senx + cosx Sen x.cos T

(©) (D)

2 2

Exame — 2006, Ep. especial

Considere a expressdo f(x) = A+ Bcos(Cz). Sempre que se atribuem valores reais positivos a A, B e C,
obtemos uma funcao de dominio R.

2

C

98.1. Prove que é o periodo de qualquer funcao definida por uma expressao do tipo indicado.

mat.absolutamente.net
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98.2. Num certo rio, existe um ancoradouro de atracagem para barcos. A distancia do ancoradouro ao
fundo do rio, varia com a maré.

Admita que, num certo dia, a distancia do ancoradouro ao fundo do rio, x horas depois das zero
horas desse dia, pode ser modelada por uma funcao do tipo f(z) = A+ Bcos(Cx), com z € [0,24].
Admita ainda que, no intervalo de tempo [0,24]:

e a distancia maxima do ancoradouro ao fundo do rio é de 17 metros; e a minima é de 11 metros;
e ocorrem apenas duas marés altas, umas as 0 horas e outra as 12 horas;
e ocorrem apenas duas marés baixas, umas as 6 horas e outra as 18 horas.

Justifique que, no modelo f(z) = A + Bcos(Cx) se tem C = % (tenha em conta a alinea anterior e

< ) e 27
que nao existe nenhum periodo positivo inferior a —).

Em seguida determine os valores de A e B (positivos) adequados ao modelo.

Exame — 2006, Ep. especial

99. Na figura ao lado esta representado, em referencial o.n. Oy, um arco AB, Yy §
que estd contido na circunferéncia de equaciao x2 + y? = 1. A
O ponto C pertence ao eixo Oz e o segmento de reta [AC]| é perpendicular
a este eixo.
a é a amplitude, em radianos, do angulo AOB.
Qual é a expressao que da o perimetro da regiao sombreada, em fungao de a?
e
(A) 7 X a+ sena + cosa (B) mxa+ sena+1—cosa >
(@) C B 0

(C)l1+a—sena+cosa (D) 14+ a+ sena — cosa

Exame — 2006, 2.* Fase

©
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100.

101.

Como sabe, a Terra descreve uma 6rbita eliptica em torno
do Sol.

Na figura estd representado um esquema dessa Orbita.
Esta assinalado o periélio, o ponto da orbita da Terra
mais préximo do Sol.

Na figura estd assinalado um angulo de amplitude x ra-
dianos (x € [0,27]).

Este angulo tem o seu vértice no Sol, o seu lado origem
passa no periélio e o seu lado extremidade passa na Terra.
A distancia d, em milhoes de quilémetros, da Terra ao
Sol, é (aproximadamente) dada, em fungao de x por

d =149,6(1 — 0,0167 cos )

distancia méxima e a distancia minima da Terra ao Sol.

Peridlio

Terra

100.1. Sem recorrer a calculadora, a nao ser para efetuar eventuais calculos numéricos, determine a

Apresente os valores pedidos em milhoes de quilémetros, arredondados as décimas.

2t
100.2. Sabe-se que x verifica a relacao % =1z — 0,0167senx em que:

e { é 0 tempo, em dias, que decorre desde a passagem da Terra pelo periélio até ao instante em

que atinge a posigao correspondente ao angulo x;

e T é o tempo que a Terra demora a descrever uma drbita completa (365,24 dias).

T
Mostre que, para x = 7, se tem t = —.

Interprete este resultado no contexto da situacao descrita.

Na figura ao lado esté representada uma esfera suspensa de um
fio com 1 metro de comprimento, fixo no ponto O.

O centro da esfera oscila entre os pontos A e B, que sdo simétricos
relativamente a reta vertical r.

A reta r passa pelo ponto O e é perpendicular a reta OS.

No instante inicial, o centro da esfera coincide com o ponto A.
Admita que, t segundos apds esse instante inicial, o centro da
esfera estd num ponto P tal que a amplitude, em radianos, do
angulo SOP é dada (aproximadamente) por

a(t) = g — %cos <Mt>

Nas duas alineas seguintes, nao utilize a calculadora, a nao
ser para efetuar eventuais calculos numéricos.

©

mat.absolutamente.net

Exame — 2006, 2.* Fase

S
—e

101.1. Determine a distancia do centro da esfera a reta O.S, no instante inicial.

101.2. Determine o instante em que o centro da esfera passa pela primeira vez na reta r.
Apresente o resultado em segundos, arredondado as décimas.

Exame — 2006, 1.* Fase
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102. Na figura ao lado, estao representadas uma
semirreta AB e uma circunferéncia de centro O
e de raio 1 (os pontos O, A e B sao colineares; o
ponto A pertence a circunferéncia.

Considere que o ponto P se desloca ao longo da
semirreta AB, nunca coincidindo com o ponto A.
Os pontos R e S acompanham o movimento do
ponto P, de tal forma que as retas PR e PS sao
sempre tangentes a circunferéncia, nos pontos R
e S, respetivamente.

Seja a a amplitude, em radianos, do angulo SOR
(a €]0,7[).

102.1. Mostre que a édrea do quadrilatero [ORPS] é dada, em fungao de a, por f(a) = tg (%)

102.2. Calcule lim f(«) e interprete geometricamente o resultado obtido.
a—T

Exame — 2005, Ep. especial (c6d. 435)

103. Seja f a fungao, de dominio [0,27], definida por f(x) = senx.

Yy
103.1. Na figura ao lado estao representados: 4
e o grafico da fungao f; "
e duas retas, r e s, tangentes ao grafico de f, nos pon-
tos de abcissas a e b, respetivamente. ‘
Prove que, se a+b = 27, entao as retas r e s sdo paralelas. 7 ‘ b N
a |
|
103.2. Sem recorrer a calculadora, estude, quanto a existéncia
de assintotas do seu grafico, a fungao g, de dominio
z
10,27[\{7}, definida por g(z) = ——
f(z) s
Exame — 2005, 2.* Fase (céd. 435)
104. Considere a funcao f, de dominio R, definida por f(z) = cosz.
Qual das expressoes seguintes da a derivada de f, no ponto 77
cosx + 1 cosx — T cosx cosx
(A) lim 5211 (B) lim 257 —7 (C) lim (D) lim
r—=T X — T z—0 €T T—=T X — T z—=0x +

Exame — 2005, 1.# fase (c6d. 435)
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105

106.

. Na figura ao lado estda representada uma circunferéncia com
centro no ponto O e raio 3.
Os didmetros [EF] e [GH] sao perpendiculares.

Considere que o ponto B se desloca sobre o arco F'G.
Os pontos A, C e D acompanham o movimento do ponto B, de
tal forma que:

e as cordas [AB] e [C'D] permanecem paralelas a [EF];
e [AD] e [BC] séo sempre didmetros da circunferéncia

Os pontos I e J também acompanham o mesmo movimento, de
tal forma que sdo sempre os pontos de interse¢ao de [GH] com
[AB] e [CD], respetivamente. H

Para cada posicao do ponto B, seja z a amplitude, em radianos, do angulo FOB, (CE € [O%} )

Mostre que a drea da regiao sombreada é dada, em funcao de x por
A(x) = 18(x + senzx.cosx)

Sugestao: use a decomposi¢ao sugerida na figura.

Exame — 2005, 1.2 Fase (céd. 435)

No Solsticio de Junho (dia em que comega o Verao), em qualquer local da Terra situado entre o Equador
e o Circulo Polar Artico, o tempo ¢, medido em horas, que decorre entre o nascer e o pér do Sol, esté
relacionado com a latitude A, desse local, por meio da férmula

tg A .
cos(7,5¢) = _’C§_¢ (¢ é a latitude do Circulo Polar Artico )

Os argumentos das funcoes co-seno e tangente estao expressos em graus.

106.1. Sabendo que ¢ ~ 66,5° e que a latitude de Beja é de 38°, determine o tempo que decorre entre o
nascer e o por do Sol, em Beja, no Solsticio de Junho.
Apresente o resultado em horas e minutos (minutos arredondados as unidades).
Nota: sempre que, nos céalculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo,
quatro casas decimais.

106.2. Esta férmula nunca poderia ser aplicdvel a locais situados entre o Circulo Polar Artico e o Polo Norte.
Justifique.

Exame — 2004, Ep. especial (c6d. 435)
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107. Na figura seguinte estéd representada parte do grafico de uma fungao periddica.

108.

e

Qual dos valores seguintes podera ser 1
periodo desta fungao?

(A) 5

©=% 7

o 4m /\8%/'\
(B) 5 9/ 9 X

Exame — 2004, 2.* Fase (céd. 435)

Duas bolas de plastico com o mesmo raio, uma branca e outra preta, flutuam na superficie de um liquido

contido num recipiente.

Por agao de uma forca exterior, o liquido perdeu o estado de repouso em que se encontrava, tendo a
distancia de cada uma das bolas a base do recipiente deixado de ser constante.

Designando por b(t) e p(t) as distancias, em cm, dos centros das
bolas (branca e preta, respetivamente) & base do recipiente, ¢
segundos apds o inicio da perturbacao, admita que se tem:

b(t) =10+ e Oltsen (nt), t>0

p(t) =10 — 1,37e %1t sen (7t), t>0

108.1. Sem recorrer a calculadora, resolva o seguinte problema:

b(t)

Durante os primeiros cinco segundos apds o inicio da perturbacao (instantes 0 e 5 incluidos), houve
alguns instantes em que as duas bolas estiveram a igual distancia da base do recipiente. Quantas

vezes isso aconteceu?

108.2. Determine a distancia que vai do centro da bola branca

ao centro da bola preta, meio segundo apds o inicio da
perturbacao, sabendo que, nesse instante, a distancia entre
as respetivas projecoes horizontais (na base do recipiente) é
de 2,5 e¢m. Apresente o resultado em c¢m, arredondado as
décimas.

Nota: sempre que, nos calculos intermédios, proceder a ar-
redondamentos, conserve, no minimo, duas casas decimais.

mat.absolutamente.net

e

= 2,5cm =)

Exame — 2004, 2.* Fase (c6d. 435)


https://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/fichas-de-trabalho/matematica-a#fun%C3%A7%C3%B5es-2

36/47

109. A figura seguinte, a esquerda, representa um depésito de forma cilindrica, que contém um certo volume
de um combustivel.

Admita que a funcdo V, de dominio

[0,27], definida por
V(z) = 80(x — senx)
d4a o volume, em metros cibicos, de
combustivel existente no depdsito, em J
fungao da amplitude x, em radianos, A A C
do arco ABC (que, como se sabe, é
igual & amplitude do angulo ao centro B B

correspondente, assinalado na figura da
direita).

109.1. Qual é a capacidade total do depdsito, em metros ciibicos?
Apresente o resultado arredondado as unidades.
Nota: se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.

109.2. Determine, em metros ctibicos, o volume do combustivel existente no deposito,

1 .
no momento em que a sua altura é 1 da altura méaxima.

Apresente o resultado arredondado as unidades.
Nota: se, nos cédlculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no -
minimo, trés casas decimais.

Exame — 2004, 1.* Fase (céd. 435)

110. A Rita foi andar num carrossel. A figura ao lado ilustra a situagao.
Em cada volta, que se inicia no ponto A, a Rita descreve uma
circunferéncia com 5 metros de raio, centrada no ponto O, rodando
no sentido indicado na figura.

A mae da Rita ficou a observid-la de um ponto M, situado a
distancia de 8 metros de O e tal que o angulo AOM é reto.

Para cada posicao R, da Rita, fica determinado um angulo de
amplitude z, medida em radianos, que tem como lado origem a
semirreta OA e como lado extremidade a semirreta OR.

110.1. Mostre que, para cada valor de z, a distancia d(z), da Rita a
mae, é dada, em metros, por

d(xz) =89 — 80senz

110.2. Calcule d (g) e justifique o valor obtido, no contexto do pro-

blema.

Exame — 2003, Prova para militares (c6d. 435)
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111. Na figura seguinte esta representado um trapézio retangulo [ABC D], cujas bases tém 10 e 30 unidades
de comprimento e a altura tem 10 unidades de comprimento.
Considere que um ponto P se desloca sobre o segmento

[AB]. B 10 C
Para cada posi¢ao do ponto P, seja z a amplitude, em TP'
radianos, do angulo PDA.
Pretende-se determinar o valor de z para o qual o seg- =
mento [PD] divide o trapézio em duas figuras com a _L
mesma area. L
Qual das equacdes seguintes traduz este problema? A 30 D
30%senx 30%tgx
(A) ——— =100 (B) =100
2 2
(©) 30xlfsenx — 150 (D) 30><1110tgx:150

Exame — 2003, 2.* Fase (cdéd. 435)

3
112. Considere a funcao f, de dominio [—g, ;], definida por
fl@) =2+ senzx
Sem recorrer a calculadora, resolva as trés alineas seguintes.

112.1. Utilizando a defini¢ao de derivada num ponto, calcule f(0).

112.2. Estude a funcao f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de pontos
de inflexao.

™ 3T
112.3. Determine os valores de x, pertencentes ao intervalo [—2, 2} , tais que f(z) =z + cosz

Exame — 2003, 2.* Fase (céd. 435)

113. Considere a expressio f(z) = a + bsen®z
Sempre que se atribui um valor real a @ e um valor real a b, obtemos uma funcéo de dominio R.

113.1. Nesta alinea, considere a =2 e b= —5
1
Sabe-se que tgf = 5 Sem recorrer a calculadora calcule f(0)

113.2. Para um certo valor de a e um certo valor de b, a fungao f y
tem o seu grafico parcialmente representado na figura ao lado. N

Conforme essa figura sugere, tem-se:

e o contradominio de f é [—3,1]
e ( e T sa0 maximizantes

™ ™ . e e .
° —5 e 5 sao minimizantes

Determine a e b.

Exame — 2003, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)
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114. Na figura ao lado estd representado a sombreado um poligono
[ABEG].
Tem-se que:

e [ABFG]é um quadrado de lado 2

e F'D é um arco de circunferéncia de centro em B; o ponto

114.1.

114.2.

115. Na figura ao lado esta representada a Terra e uma
nave espacial V.
Considere que a Terra é uma esfera de centro C e

raio

A area da superficie da terra visivel da nave,
representada a sombreado na figura, é dada, em
funcao do angulo 6, por

115.1.
115.2.

115.3.

FE move-se ao longo desse arco; em consequéncia, o ponto
C' desloca-se sobre o segmento [BD], de tal forma que se
tem sempre [EC] L [BD]

x designa a amplitude, em radianos, do angulo
CBE (x c [og])

Mostre que a drea do poligono [ABEG] é dada, em fungéo de x, por

A(z) =2(1 4 senz + cosx)

(Sugestao: pode ser-lhe 1til considerar o trapézio [ACEG])
. T
Determine A(0) e A (5)

Interprete geometricamente cada um dos valores obtidos.

Exame — 200,

T.

£(6) = 27r2(1 — sen®) (9 e [og])

Determine o valor de 6 para o qual é visivel, da nave, a quarta parte

Designando por h a distancia da nave a Terra, mostre que a drea da
21r2h

nave é dada, em fungéo de h, por g(h) = T h
r

Sugestao: tenha em conta que o dngulo CAN é reto.

Calcule . lim g(h) e interprete o resultado obtido no contexto da situagéo descrita.
——+o0

Exame — 2002, Prova para militares (c6d. 435)
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116. Considere uma circunferéncia de centro C' e raio 1, tangente a uma reta r. K 4
Um ponto P comega a deslocar-se sobre a circunferéncia, no sentido 1
indicado na figura. Inicialmente, o ponto P encontra-se a distancia de duas |
unidades da reta 7. oC

Seja d(«) a distancia de P a r, ap6s uma rotagdo de amplitude a. r

Qual das igualdades seguintes é verdadeira para qualquer ndmero
real positivo a?

(A) d(a) =1+ cosa (B) d(a) =2+ sena«

(C) d(a) =1—cosa (D) d(a) =2 — sena

Exame — 2002, 2.* fase (céd. 435)

117. Na figura ao lado est@o representados, em referencial o. n. Oy, o circulo
trigonométrico e um tridngulo [OAB].
Os pontos A e B pertencem a circunferéncia.
O segmento [AB] é perpendicular ao semieixo positivo Oz.
O ponto C' é o ponto de intersecao da circunferéncia com o semieixo
positivo Ozx.

Seja o a amplitude do dngulo COA o€ ]O,g[ a |\C

Qual das expressoes seguintes dd a drea do tridngulo [OAB], em fun¢ao o) T
de a?

tga.cosa
2

tga . sen«o
2

(A) sena.cosa (B)

(C) tga . sena (D)
Exame — 2002, 1.% fase - 2. chamada (céd. 435)

118. De uma fungéo f, de dominio [—m,7], sabe-se que a sua derivada f’ estd definida igualmente no intervalo

[-7,7] e é dada por
f(z) =x+2cosx

Utilizando métodos exclusivamente analiticos, resolva as duas alineas seguintes:

118.1. Determine o valor de limw

z—0 xT
118.2. Estude a fungao f quanto as concavidades do seu grafico e determine as abcissas dos pontos de
inflex@o.

Exame — 2002, 1.2 fase - 2.% chamada (c6d. 435)

©
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119. Na figura ao lado estd representado um quadrado [ABCD] de lado 1. D c

O ponto E desloca-se sobre o lado [AB] e o ponto F desloca-se so-
bre o lado [AD], de tal forma que se tem sempre AF = AF'.

Para cada posicado do ponto FE, seja a x amplitude do angulo

T
BEC (xe}—,—D F
4° 2
x
Recorrendo a métodos exclusivamente analiticos, resolva as trés alineas
seguintes: A E B
. o . - 2 2
119.1. Mostre que o perimetro do quadrildtero [C EAF] é dado, em fungéo de z, por f(x) = 2— t——l—
gr senx
119.2. Calcule lim f(z) e interprete geometricamente o valor obtido.
=5
, 2 —2coszx ~ N .
119.3. Mostre que f'(z) = ——5—— e estude a fungdo quanto a monotonia.
sen? r

Exame — 2002, 1.2 fase - 1.2 chamada (céd. 435)

120. Seja f uma funcao par, de dominio R, que nao admite zeros.
Qual das seguintes expressoes pode definir a funcao f7

(A) f(z) =a? (B) f(z) =e” (C) f(z) = cos (D) f(z) =m

Exame — 2001, Prova para militares (céd. 435)

121. Considere a funciao, de dominio R, definida por f(z) = = + sen il
x

Utilize métodos exclusivamente analiticos para resolver as trés alineas seguintes:

121.1. Estude a funcao f quanto & existéncia de assintotas nao verticais do seu gréfico.
121.2. Determine uma equacao da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abcissa 2.

121.3. Prove que, no intervalo |1, + oo[, a fungdo f néo tem zeros.

Exame — 2001, Prova para militares (c6d. 435)

122. Na figura ao lado esté representado um lago artificial de forma B P
retangular. T
©
—
Pretende-se construir uma ponte, ligando duas margens
do lago, entre os pontos P; e Py, tal como a figura ilustra. - 12 A
x

A ponte tem um ponto de apoio A, situado a 12 m de P
uma das margens e a 16 m da outra.

Seja x a amplitude do angulo P, P B.

16senx + 12cosx
122.1. Mostre que o comprimento da ponte, em metros, é dado por ¢(z) = +

Sen x.cos
122.2. Considerando que a localizacao de P; e P, pode variar, determine o comprimento da ponte para o
qual se tem BP; = BP,
Apresente o resultado em metros, arredondado as décimas.

Exame — 2001, Ep. especial (c6d. 435)

e
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123. Considere a funcao f, de dominio | — 7,7[, definida por f(z) = 1:/_&
cosx

Sem recorrer a calculadora, resolva os trés itens seguintes:

123.1. Estude a funcao f, quanto a existéncia de assintotas do seu grafico.
123.2. Mostre que a funcao f tem um méaximo e determine-o.
123.3. Na figura seguinte estd representado, em referencial o.n. xOy, uma parte do grafico da fungao f.

Na mesma figura estd também representado um Yy
N

trapézio [OPQR). f

O ponto O é a origem do referencial e os 0

pontos P e R pertencem aos eixos Ox e Oy, R \
respetivamente.

Os pontos P e @) pertencem ao grafico de f. \

1 o .
Sabendo que o ponto @ tem ordenada 37

determine a area do trapézio.

0 2

Exame — 2001, 2.* fase (céd. 435)

Y

124. Na figura ao lado estao representados, em referencial o.n. xOy: T
e um quarto de circulo, de centro na origem e raio 1 /

e uma semirreta paralela ao eixo Oy, com origem no ponto (1,0) A

e um ponto A, pertencente a esta semirreta

e um angulo de amplitude «, cujo lado origem é o semieixo positivo Oz e
cujo lado extremidade é a semirreta OA

Qual das expressoes seguintes dé a area da regiao sombreada, em funcao de o 7

A 4

T tga s 2
A) —+— B) -+ —
( )4+ 2 ( )4+tga

tga 2
C —_ D —
(C) 7+ 5 ( )Wthga

Exame — 2001, 1.2 fase - 2.* chamada (c6d. 435)

125. Na figura ao lado estd representado o grafico da funcao f, de y’
dominio [0,27], definida por f(x) = x + 2cosz.

A e B sao pontos do grafico cujas ordenadas sdo extremos
relativos de f

Sem recorrer a calculadora resolva os dois itens seguintes.

T+ 6V3
6

125.1. Mostre que a ordenada do ponto A é e que a do

57 — 63

onto B é
P 6

125.2. Qual é o contradominio de f ?

Exame — 2001, 1.2 fase - 2.% chamada (c6d. 435)

e
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126. Na figura ao lado estd representada uma pirdmide quadrangular
regular.

Sabe-se que:
e a base da piramide tem centro F' e lado 2
e (G é o ponto médio da aresta BC'

e 1z designa a amplitude do angulo FGE

126.1. Mostre que a a area total da piramide é dada, em funcao de x,

por
4 cos 4
A(@:M (xe}o,ﬁ[)
CcosS T 2

126.2. Calcule lim A(z) e interprete geometricamente o valor obtido.
=57

Exame — 2001, 1.* fase - 1.* chamada (céd. 435)

127. Indique o valor de lim Inz
z—0tsene
(A) —o0 (B) 0 (C)1 (D) 40

Exame — 2001, Prova modelo (céd. 435)

128. Considere a funcao h, de dominio R, definida por

1
Tt sex <0
T
1
h(z) =4 = sex =0
2
Sen sex >0
2

Utilize métodos exclusivamente analiticos para resolver os dois itens seguintes.

128.1. Estude a funcao h quanto a continuidade no ponto de abcissa 0.
(Deve indicar, justificando, se a fun¢ao h é continua nesse ponto e, no caso de néo ser, se se verifica
a continuidade & esquerda, ou a direita, nesse ponto.)
1

128.2. Considere a funcao j, de dominio R\ {0}, definida por j(z) = 3z
x
Mostre que no intervalo [—1,10007], os gréficos de j e de h se intersetam em 1001 pontos.

Exame — 2001, Prova modelo (c6d. 435)

129. Considere a fungado h definida em R por h(x) = senx
Qual das seguintes equagoes pode definir uma reta tangente ao grafico de h?
(A)y=2z+m (B)y=-2 (C)y=V2r-9 D)y==

Exame — 2000, 2.* fase (céd. 435)

130. Considere a func¢ao f de dominio R definida por f(x) =2z — cosz

130.1. Recorrendo ao Teorema de Bolzano, mostre que a fungao tem, pelo menos, um zero, no intervalo
10,7

130.2. Seja f' a fungao derivada de f. Mostre que f'(z) > 0,Va € R, e justifique que o zero de f, cuja
existéncia é garantida pela enunciado do item anterior, é o tinico zero da fungao.

Exame — 2000, 2.* fase (c6d. 435)
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131.

132.

133.

Um satélite S tem uma érbita eliptica em torno da Terra, tal

como se representa na figura ao lado.

Tenha em atengao que os elementos nela desenhados nao estao

na mesma escala.

Na elipse estao assinalados dois pontos: Apogeu
- 0 apogeu, que é o ponto da orbita mais afastado do centro da

Terra;

- 0 perigeu, que é o ponto da érbita mais préximo do centro

da Terra;

O angulo x, assinalado na figura, tem o seu vértice no centro da Terra; o seu lado origem passa no perigeu,
o seu lado extremidade passa no satélite e a sua amplitude estd compreendida entre 0 e 360 graus.

7820

A distancia d, em km, do satélite ao centro da Terra, é dada por d = —————
14 0,07cosx

Considere que a Terra é uma esfera de raio 6 378 km.

Determine a altitude do satélite (distancia & superficie da Terra) quando este se encontra no apogeu.
Apresente o resultado em km, arredondado as unidades.

Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada (céd. 435)

Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?

(A) lim senz =0 (B) lim senz = 400
T—+00 r—+00

(C) lim senz =1 (D) Nao existe lim senz
T—r+00 T—+00

Exame — 2000, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)

No ano de 2000, em Lisboa, o tempo que decorreu entre o nascer e o pér do Sol, no dia de ordem n do
ano, é dado em horas, aproximadamente por

m(n — 81)

=122+ 2,64
f(n) ,2 4+ 2,64 sen 183

n e {1,23,..... , 366}
(o argumento da fungéo seno estd expresso em radianos).

Por exemplo: No dia 3 de fevereiro, trigésimo quarto dia do ano, o tempo que decorreu entre o nascer
e o por do Sol foi de f(34) ~ 10,3 horas.

No dia 24 de margo, Dia Nacional do Estudante, o Sol nasceu as seis e meia da manha. Em que instante
ocorreu o pdr do Sol? Apresente o resultado em horas e minutos (minutos arredondados as unidades).
Notas:

e Recorde que, no ano 2000, o més de fevereiro teve 29 dias.

e Sempre que, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.

Exame — 2000, 1.2 fase - 1.* chamada (c6d. 435)
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134.

134.1. Seja [ABC] um triangulo isésceles, em que BA = BC.
Seja a a amplitude do angulo ABC'.
Mostre que a édrea do tridngulo [ABC] é dada por

BC”
2

X sen a a €]0,7]

A
e}
B C

134.2. Considere agora um poligono regular de n lados, inscrito numa circunferéncia de raio 1. Utilize o
resultado do item anterior para mostrar que a area do poligono é dada por

2
A, = gsen <;>

134.3. Determine e interprete o valor de lim A,
n—-+00

Exame — 2000, Prova modelo (céd. 435)

135. Na figura ao lado estd representado um tridngulo [ABC],
cuja hipotenusa mede 2 m.

A
Qual das expressoes seguintes da a &rea (em m?) do
tridngulo [ABC], em fun¢ao da amplitude, a, do angulo
ABC?
o
B C
2m

(A) 2.sena.cosa (B) 2.sena.tga

(C) 4.sena. cosa (D) 4.sena. tga
Exame — 2000, Prova para militares (c6d. 135)

136. Seja uma funcao definida por g(z) = tgz.
Qual dos seguintes conjuntos podera ser o dominio de g7

w33 ®]IF ©ud @k

Exame — 1999, Prova para militares (céd. 135)
1
137. Considere a funcdo f, de dominio R, definida por f(z) = sen (z) — 5 sen (2z)
137.1. Recorrendo & defini¢ao de derivada de uma fun¢ao num ponto, determine f/(0).
A D
137.2. [ABCD]é um trapézio isésceles; os lados [AD] e [BC] sao paralelos.

1

a
1

Tem-se que: 1
e AB=BC=CD=1
e AD< 1
Seja « a amplitude do angulo ABC, a € } %,g} B c

T

3 b
T

137.2.2. Determine f (5) e interprete geometricamente o resultado obtido, caracterizando o quadrilatero

137.2.1. Mostre que, para cada a € } g}, a drea do trapézio é igual a f(a).

, T
que se obtém para o = 5

gmat.absolutamente.net
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138. Considere um triangulo retangulo [ABC], cujos catetos sdo [AB] e [BC].
Admita que se tem AB =1 e que z designa a amplitude do dngulo BAC.

138.1. Mostre que o perimetro do tridngulo [ABC] é dado por

1+ senx + cosx T ¢
f(l‘) = ) YIS :|077 |:
cosx 2
. m s 3
138.2. Seja a € }0,5 [ tal que cos (5 + a) =z
Determine o valor de f(«). A x B
138.3. Recorrendo a funcao derivada de f, mostre que f é crescente. 1

Interprete geometricamente o resultado obtido.

Exame — 1998, Prova para militares (c6d. 135)

139. Na figura ao lado
e o tridngulo [ABC] é isésceles (AB = BC)
e [DEFG] é um retangulo

e DG =2

_ B
e DE=1 i
e 1 designa a amplitude do dangulo BAC |
139.1. Mostre que a drea do triangulo [ABC] é dada, em fungao de z, |
por 1
1 |
fle)=2+tgz+ — (we}O,ED |

tgx 2 E H. F
(Nota: Pode ser-lhe 1til reparar que BEF = BA\C) 1
9 l
139.2. Mostre que f'(z) = —% x |

sen?zx. cos? x
A D 1 G C

(f" designa a derivada de f).

139.3. Determine o valor de x para o qual a drea do tridngulo [ABC] é
minima.

Exame — 1998, 2.2 fase (céd. 135)
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140. A figura ao lado representa um canteiro de forma circular com 5m de raio.

E
O canteiro tem uma zona retangular, que se destina a plantagao
de flores, e uma zona relvada, assinalada a sombreado na figura.
A B
Os vértices A, B, C e D do retangulo pertencem a cir-
cunferéncia que limita o canteiro. S
x
Na figura também estao assinalados: H 0 F
e dois didmetros da circunferéncia, [EG] e [HF], que contém
os pontos médios dos lados do retangulo
e o centro O da circunferéncia - D C
e o0 angulo BOF, de amplitude x q 0,5 D
G

Mostre que a 4rea (em m?) da zona relvada é dada, em funcdo de z, por

g(z) = 257 — 50 sen (2x)

Exame — 1998, 1.2 fase - 2.2 chamada (céd. 135)

141. Duas povoagoes, A e B, distanciadas 8 km uma da outra estdo a igual distancia de uma fonte de abaste-
cimento de 4dgua, localizada em F'.

Pretende-se construir uma canalizagao ligando a

fonte as duas povoagdes, como se indica na figura
ao lado. A canalizagao é formada por trés canos:
um que vai da fonte F' até um ponto P e dois que
partem de P, um para A e outro para B. O ponto
P estd a igual distancia de A e de B.

Tem-se ainda que

141.1.

141.2.

141.3.

o ponto M, ponto médio de [AB], dista 4km de
F;

z é amplitude do angulo PAM (x € [Qﬂ)

Tomando para unidade o quilémetro, mostre que o comprimento total da canalizagao é dado por

8 —4senx
glo) =4+ 0L
Ccos T

eque FP =4 —4tgx)

(Sugestio: Comece por mostrar que PA =
cos T

Calcule g(0) e interprete o resultado obtido, referindo a forma da canaliza¢do e consequente compri-
mento.

Determine o valor de = para o qual o comprimento da canalizacao é minimo.

Exame — 1988, 1. fase - 1.* chamada (céd. 135)
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142. Considere a fun¢ao g, definida em [0,7] por g(z) = senz + sen (2z)

142.1. Determine os zeros da funcgao g.

142.2. Estude, quanto a existéncia de assintotas, a func¢ao h definida em [0,7] \ {g} por h(z) = cgo(sx:)v
142.3. Mostre que, para qualquer x € }O,g [, g(x) é a drea de um tridngulo [ABC], em que
B

e z é a amplitude do angulo BC A;

e BC =2 B

e [BH] é a altura relativa ao vértice B;

o AH =1. T

A 1 H C

Exame — 1998, Prova modelo (céd. 135)
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