Fungdes (12.° ano)
Limites e continuidade

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Para averiguar se a funcao g é continua em x = 1, temos que verificar se g(1) = lim g(z) = 1im+g(ac)
r—1- z—1

e g(1)=7x3"1-3=7x3"-3=7x1-3=4
li =1l Tx3"1-3)=7x3"1-3=4
* ) = i, (T3 8 =T

dr—4  4(1)—4 44

0
= 0 (Indeterminagao)

e Jmgl) = oS G T T o
4(x—1)
I = i -
Jm () = lim 5y

. v Yy o 1 . 4
=ty = i () = (o | = e -
Y Y
lim 4
y0- 4,
-4

= W
lim
y—0~ Yy
—_———

Lim. Notavel

Como ¢g(1) = lim g(z) = lim g(x), entdo a fungdo g é continua em x = 1.
z—1- z—1t
Exame — 2023, 1.? Fase



2. Para averiguar se a func¢ao f é continua em x = 0, temos que verificar se f(0) = lim f(z)

x—0
3
0)=-
. 5(0) =
. . 3z 3(0) 0 o
° ;gr})f(x) = iﬁ%em 1T S0 -1 S0-1_0 (Indeterminacao)
. . 3z . 1 . 1 . 1
I fe) =l oy = I = = (" —1)x 8 = T x5
3z 3z x 2 5z
(considerando y = 5z, temos que se x — 0, entdo y — 0)
: 1 lim1 1 1 3
= 11Im 5 = 5 = — = = -
v=0 (V- 1) x5 lim% lim & ! xlimé 1x R
y y—0 Yy y—=0 y y—03 3

Lim. Notavel
Como f(0) = i%f(x), entdo a funcdo f é continua em = =0 .

Exame — 2022, Ep. especial

3. Com o decorrer do tempo, ou seja, quando ¢ — +00, o nimero de bactérias vivas existentes no tubo é
dado por:

. . — 2 . . — 2 —
lim N(t) = lim (Noel’OSt 0.3¢ ) = lim Ny x lim eV 7038 — Ny x e™ = Ny x 0 =0
t—+oo t—+oo t—+oo t—+oo

Resposta: Opgao D
Exame — 2021, Ep. especial
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4. Determinando os limites laterais, temos:

3 _
e lim g(z)= lim (m :K + k) = 9 + k (Indeterminagao)

z—0~ z—0— 0

- z(z? —1) 22 -1 0-1
li = li k| =l —=+ k| =l k| =——+k=1+k
zgglﬁg(x) e <x2 -z + > o0 ( x(x—1) + ) o0- < x—1 + ) 0-— " *

e lim g(x)= lim (2+2Ilnz)=2+0 x (—00) (Indeterminagio)
z—0+t z—0+

1
(considerando y = —, temos z = ~ e se x — 071, entdo y — +0c0)
x

11 o Inl—1In
lim g(z) = lim <2+ln): im |24+ —% [ = lim <2+y):

z—0+ y—+oo Yy oy y—=too Yy yreo

0—1 1 1
= lim (2—1— ny): lim (2_ny>: lim 2-— limﬁ:2—022

y—r—+o00 Yy y—r—+00 Yy Yy——+00 y—+oo Y
—_————

Lim. Notével

Como 0 ¢ Dy, e existe lin%) g(x), entdo os limites laterais sdo iguais, o que permite determinar o valor de
Tr—r

k:
lim g(z)= lim g(z) & 1+k=2 o k=2-1< k=1

z—0~ z—0t

Exame — 2021, 2.? Fase

5. Para averiguar se a fungdo f é continua em x = 1, temos que verificar se f(1) = hr{l f(z) = 111{1+f(33)
—1- z—
o f(1)=-12(1+2Inl)=—-(1+2x0)=-1
e lim f(z)= lim (—2*(1+2mhz))=—-(17)%(14+21")=-1

r—1— r—1—
e lim f(z) = lim bober ! 5 el ! —5_5X1—7(Idt inaco)
z—1+ Casiva2+3z -4 (1)2 +3(1+) — 4 T143-4 0 ndeterminacao

(comoz?+3z—-4=0 x=1V 2= —4dentio 22 +3z— 4= (z— 1)(z +4))

5_51—1 5(1 — r—1 -5 1—1_1
lim f(z) = lim —— ¢ — i ST o DT

ot T A 3 4 T AN @ V(e 1 4) et (@ — 1)(z + 4)

considerando y =z — 1, temos t =y + 1 ese ¢ — 17, entdo y — 07T
Y Y Y

. —5(e¥ —=1) ) (e —1) -5 . e¥—1 . -5 -5
= lim —%=1Ilim | —~ x —— | = lim X lim —— =1x — = -1
y—=0ty(y+1+4) y-ot y y+5 y—0+ y y—0ty + 5 5
—_———
Lim. Notavel

Como f(1) = lim f(z) = lim f(z), entdo a fungéo f é continua em z =1
z—1— z—1+

Exame — 2021, 1.* Fase
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6. Como a funcao é continua em R, também é continua em = = 1, pelo que

g(1) = lim f(z) = lim g(x)

z—1- r—1t

Como lim g(z) =¢g(1)=1>-10+8In1=1-10+8%x 0= -9+ 0 = —9, calculando lim g(z), temos:

r—1t z—1—
lim (w)—lime_m— P-1 0 —QIdt inaca
oI S O e Tk k<1 k& (ndeterminacio)
2’ —x x(x—1) —z(—(z—1)) —z(1—x) —x 1
1. = 1 —_— 1. _— = 1 —_— 1 —_— = ——
ook —kz  aoi-k(l—z)  aoi- k(l—z)  aoi- k(1—2)  eoi- k k
Assim, como f(1) = =9, e f é continua, temos que:
lim f(r) = f(1) & ~9=—7 & k=
1m = - = —— — —
r—1— . k 9

Resposta: Opgao D

Exame — 2020, Ep. especial

7. Como a funcao é continua em R, também é continua em x = 1, pelo que

f) = lim f(z) = lim f(z)

z—1- r—1t

Como lim f(z) = f(1) = k, calculando lim+f(a:), temos:

r—1— x—1

I o x—1  1-1 nd o
o 1) = I, g ~ T g g (e

Verificando que x2 + x — 2 = (x + 2)(z — 1), usando, por exemplo, a férmula resolvente, temos:

. z—1 . x—1 . 1 1 1
im ———-=lim ——mn——
a1t 22+ —2  a-it(x+2)(z—1)

lim =
z—1+T + 2 1+2 3

1
Assim, como f(1) =k, e f é continua, temos que f(1) = 1im+f(x) S k=<
z—1

Resposta: Opgao C

Exame — 2019, Ep. especial
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8. Como a funcao é continua em R, também é continua em = = 1, pelo que

f) = lim f(z) = lim f(z)

z—1- r—1t

Temos que f(1) =logs k

E calculando lim f(x) e lim f(x), vem:

z—1t z—1—
. . o ox? -1 12 -1 0 L
a:lir{l*f(x) = Ilir{hf(l’) = alcl—>rnl 71 = 11 = 0 (Indeterminagao)
-1 -1 1
im & i ETDEFD 1122
z—=1x —1 z—1 r—1 z—1

Como f(1) = ;1_>mlf(x)7 podemos calcular o valor de k:

logsk=2 < k=3> < k=9

Resposta: Opgao D

Exame — 2019, 2.# Fase

n 1 lim 1 1
9. Como limu, = lim — = lim —— = — = = 0%, entdo:
e € . € “+00
— lim —
n n
——

Lim. Notavel

limf (u,) = lim f(z) = lim (Inz) =In(0") = —co

z—0t z—0t

Graficamente, na figura ao lado, estao representados
alguns termos de (u,) como objetos, e alguns termos
da sucessao das imagens f(u,), que tendem para —oo,
quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao A

Exame — 2016, 2.2 Fase
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10. Calculando o valor do limite, em funcao de n, vem que:

i 600z 600(0) 0 0 0 L
zli%l T onr T 1 e 1-e0 1-1_0 (Indeterminagao)
. 600z . —-n 600z . 600 —nT
lim —— = lim — X — = lim — X — =
z—=0]l —e ™ 50\ —-n 1—e z—0 \ — 1—em®
(fazendo y = —nz, temos que se x — 0, entdo y — 0)
= lim @x Y = lim @x¢ = lim @x Y =
y—=0\ —n  1—ev y—=0 \ —n  —(e¥ — 1) y—=0\ n  ev-—1
. 600 600 1 600 L 1 600 1 600
=lim—x=—xlm——mM = "—x — = x_=_"
y—0 n n ~ y—=0 eV —1 n .oe¥—1 n 1 n
lim
Y y—=0 Y
———

Lim. Notével
Desta forma, se z — 0, o que corresponde a uma taxa de juro arbitrariamente proxima de zero, entao
a prestacao mensal serd arbitrariamente proxima de 6—20 0 que corresponde a pagar o montante do
empréstimo (600 euros) em n parcelas iguais, durante n meses.

Exame — 2016, 2.2 Fase

11. Calculando o valor do limite, temos que:

I ae® % —a ae®®—q axe'—a axl-—-a O(Id |

m = = = = — (Indeterminagao

z—a g2 — a2 a? — a? a—a a—a 0

. aetTe —q . a(er—1) er™e — 1 . a o oeTTe 1
hmﬁ = lim————— = lim = lim x lim —— =
r—a T4 —a z%a(m—a)(‘f[;—i—a) z—a \ T + a Tr—a z—axr + a r—a T —Q

(fazendo y = = — a, temos que se * — a, entdo y — 0)

a . eV —1 a 1 1
= X lim = xl=-x1==
a+a y—0 Y 2

—_——

Lim. Notéavel

Resposta: Opcao B

Exame — 2016, 1.? Fase
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12. Como a funcgao é continua em R, também é continua em = = 0, pelo que

13.

f(0) = lim f(z) = lim f(z)

z—0~ z—0+t

Temos que lim f(x) = f(0) =2+ %tk =2 4 ¢F

r—0—

E calculando lim f(z), vem
z—0t

lim f(z) = lim w: im <2m+ln(ac—|—l)) = lim (2+ln(m+1)> =

z—0+ z—0+ X z—0t

1 1
= lim 2+ lim M

z—0t z—01 T

=2+4+1=3

Lim. Notével

Assim, como lim f(z) = f(0), vem que
z—0+t

2+ef=3so =3-2ccf=1ck=Inls k=0

Resposta: Opgao A

Exame — 2015, 2.2 Fase

Como lim u,, = lim (n?) = (+00)? = 400, entdo

11 1 1 1
limf (un) = mnf@)=1m1(+nx>= lim =+ lim —— = — 4+0=0+0=0
r—+o00 r—+oo \ T x T—+00 T r—400 T —+00
———

Y
Graficamente, na figura ao lado, estao representados s

alguns termos de (u,) como objetos, e alguns termos
da sucessao das imagens f(u,), que tendem para zero,
quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao A

Exame — 2015, 1.? fase
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8/21

14. Para averiguar se a funcgao f é continua em x = 4, temos que verificar se f(4) = lim f(x) = hm+ fx)
r—4- r—4

o f(4)=1In(2e* —e?) =In(e?) =4lne=4x1=4

I = lim (In(2e7 — %)) = In(2¢* — ¢*) =4
ozg}bf(x) zg}b(n(e e*)) =In(2e* — ¢*)
e lim f(z)= lim

T—4- T—4-

. . e — 3z +11 . e* 4 — 3z +11 —3x—l—11
lim f(z)= lim | ———— | = lim | —F——W— =
x4 z—4- 4—z x4 —(—4+x) g;—>4—

(fazendoy = — 4, temos x =y +4esex — 4, entdoy — 07)

. eV —3(y+4)+11 . ey —3y—12+11 ) ey—3y—1
= lim = lim = lim =
y—0— -y y—0— -y y—0—

vy_1 — ¥y _q _ v_ 1
= Iim (6 +3y> lim (e >+lim (3y> lim <e )+lim31+32
y—0— -y ) y—0— ) y—0— -y y—0— y y—0—
—_——

Lim. Notéavel

<6w4—3x+11> et =34+ 11 el —12411
o 4

0
1z ) = 11 6 (Indeterminagao)

Como lim f(x)# lim f(x), ndo existe lim f(z), pelo que a fungao f ndo é continua em x = 4
T—4- T—4+ T—4
Exame — 2014, 1.* Fase

15. Sabemos que f(0) =Ink

Calculando lim f(x) temos:

x—0—
2 X 3x
3z ) 3 2x
1 =1 =1 =1 —— X =
Jm S = i o = i T x;%l( eaw_l)
3 . 2x 3 . 1 3 1
= —— X lim = ——x lim 5 =—=X 5 =
2 so0-e2r —1 2 o0 e —1 . T _1
lim
2x z—0—- 2T
(se y =2z, como x — 0~ entdoy — 07)
__3, 1 3 .1__3
2 ; eV —1 271 2
im
y—0= Y
~——

Lim. Notével

Assim, para que lim f(x) = f(0), temos que:
z—0~

o

=lnk & k=e2

Exame — 2013, Ep. especial
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9/21

16. Como a funcao é continua, é continua no seu dominio, logo também é continua em x = 0, pelo que

f(0) = lim f(z) = lim f(z)

z—0~ z—0+t

Temos que lim f(xz) = f(0) =1ln(k —0) =Ink

rz—0~

E calculando lim f(z), vem
z—0+

lim f(z) = lim (263”—1—1) = lim (2€")+ lim <

z—0+ z—0+ Inz z—0+ z—0+

1
):260++:2x1+022
o0

Assim, como f(0) = lim f(z), vem que
z—0+

Ink=2& k=¢
Resposta: Opcao B

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2013

17. Como a fungao f x g é continua no ponto de abcissa 1, temos que

(fxg)1) = lim (f x g)(z) = lim (f x g)()
o (fxg)(1)=f(1) xg(1) =Inlxg(l) =0xg(1)=0

o lim (fxg)@) = lim (f(z) x g(x)) = lim f(&) x lim g(x) =In1* x lim g(a) = 0 x lim g(x)

rz—1+t rz—1t

Como em nenhuma das opc¢oes lim+ g(z) = £oo, vem que
r—1

lim (f x g)(z) =0x lim g(z) =0

z—1t z—1t
ot = (% 0) i 10t o9

Calculando lim f(x) vem
r—1—

rz—1 _ 1 0 _ 1
lim f(z) = lim (6 > i :g (Indeterminagao)

z—1— z—1- r—1 1--1

(sey=x—1,comoz — 1~ entdoy — 07)

r—1 _ 1 vy _1
lim f(z)= lim (e) = lim (e ) =1
z—1— z—1— rz—1 y—0— Y

Lim. Notavel

Assim vem que
1111117(f x g)(x) = hnll, (f(:c) X g(x)) = lirilif(:r) x lim g(xz) =1x lim g(z) = lim g(x)

r—1— r—1— x—1—
Como (f x g)(1) = wlg?_(f x g)(z) =

esta condigao é a opgao (A).

lim (f x g)(z), entdo lim g(x) = 0 e a tnica opgao que verifica
z—1t z—1—

Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 28.02.2013
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18. Temos que lim f(x) existe, se
r—4

lim f(z) = lim f(z)

T4~ r—4t

Calculando os limites laterais, temos:

30+3  347)+3 1243 15 15

e lim li = = = =— =3
A= e s T @ T VST v b
ln(3x —11) In(3(4*)—11) Il 0 o
° zgrg+f( x) = z~>4+ po— = yEm— =00 (Indeterminagcao)

(sey:m—4entéoy+4:r, como = — 41 entdo y — 41)

| —11 1 4) —-11 1 12 -11 1 1
lim f(z) = n@z—11) . Wm@y+4)-11) . W@y+ ) _ gy BBy L)
z—4t a4+ x—4 y—0+ Y y—0+ Y y—0+ Y
| 1 1 1 | 1
— lim (Il(?’Z/HX?)): lim <n(3y—|—)x3): hme lim3=1x3=3
y—0+ Y y—0+ 3y

y—0+ 3y y—0+
—_— ——m———
Lim. Notéavel

Assim temos que lim f(z) = lim f(z), pelo que existe lim f(z)
o rz—4+ r—4
Teste Intermédio 12.° ano — 28.02.2013
19. Temos que f(0) = 1 — ek+!

Calculando lim f(z), vem
z—0t

l—ef 1-¢40 11 0
wli)l&_f( x) = wli)lgl+ o = oF = 0 6 (Indeterminagéo)
1— 4x —(—1 4I 4
lim f(z) = lim ¢~ lm —E1+e) = lim ( )) =
z—0+ =0+ T z—0+ T z—0+ \ 4
4 __ 1
= lim —4xu —hm(—4)><11mu:—4><1:—4
z—0t 4x z—0t z—0t 4x

Lim. Notavel

Como se pretende que lim f(z) = f(0), vem

r—0+
d=1-e"t o ftl=14+4 o =5 = k+1=In5 & k=-1+1n5

Exame — 2012, 2.2 Fase
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20. Como a fungao é continua em R, também é continua em x = a, pelo que

f(a)= lim f(z) = lim f(x)
T—a~ z—at
Pela observacao do gréafico da fungao g, temos que
f(@) = g(a) = lim f(@) = lim g(x) =2
r—ra

z—at

E calculando lim f(zx), vem

T—a~
. . 1 1
lim f(z) = lim logg | —oz— <) =logs | —a— =
r—a— T—a~ 3 3

Como lim f(x) = f(a), temos que

r—a—

1 L 2 & L_ o & 9+ L & 27 + ! o 2

—_ _ = = —_ —_— = —_ = —_ —_ = — —_ - = —
83\ 7173 “73 “ 3 T3 T3 3 3
Resposta: Opgao A

Exame — 2012, 1.* Fase

21. Para averiguar se a fungéo f é continua em x = 2, temos que verificar se f(2) = lim f(z) = lim+f(ac)
T2 T—2

o f(2)= 3e? +In(2-1) = 3e2 +1In(1) = 362 + 0 = 3¢2
L] hm f(,l?) = hIn (361 + ln(x _ 1)) — 362 + 111(2 _ 1) _ 362
x—2F r—2+
xe® —2e2  2e?2 — 2¢2

i — _ — 2 (Indeterminaca
. zi%l*f(x) ziglﬁ ) 59 0 (Indeterminagao)

(fazendoy = — 2, temos x =y +2esex — 27, entdoy — 07)

x_22 2 y+2_22 2)e¥ 2_22

T—2- T2~ xz—2 y—0- Y y—0- Y

. ye¥ x e? + 2e¥ x e? — 2¢? . ye¥ x e? + 2e%(e¥ — 1)
= lim = lim =
y—0— Yy y—0— Yy
Y e? 2e2(e¥ — 1 v—1
= lim (yee) + lim (e(e)) = lim (ey X 62) + lim (262 X e) =
y—0— Y y—0— Y y—0— y—0— Y
v_1
=€ x €2 4+ 2¢? x lim <e )21X62+2€2X1=62+2€2=362
y—0~ Yy

Lim. Notavel
Como f(2) = Ilighf(x) = lim f(z), entdo a fungdo f é continua em z = 2

r—2~

Teste Intermédio 12.° ano — 24.05.2012
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22. Como a fungao g é continua para x = 0, entao g(0) = lim g(z) = lim g(x)
z—0~ z—0+t

z—0~ x—0~ x z—0~

21;_1 2 21_1 Qm_l
e Como lim g(z) = lim < = lim <2><e ):2><lim62 —2x1=2

Lim. Notavel
Entao, como ¢(0) = «, vem que

g9(0) = lim g(z) & a=2

z—0—

e Como lim g(z) = lim (,B—hl(xaj_l)): lim g — limwzﬁ—l

z—0t z—0t z—0t z—0t x

Lim. Notavel
Entao, como ¢(0) = a =2 e, vem que

g9(0)= lim g(z) & 2=0-1&2+1=p<3=0
z—0t
Resposta: Opgao B
Teste Intermédio 12.° ano — 13.03.2012

23. Sabendo que f é continua em x = 1, temos que limlf(:r) = f(1), e mais especificamente que lim f(z) =
T—

f(l) r—1—

Como f(1) =—-1+1Inl=—-1+0= —1, vamos calcular lim f(x) para determinar o valor de & :
r—1—
1— z—1 1— x—1 _ 1—1_1
lm f(z) = lim (k42— ) = lim k4 lim A g O =D
r—1— rz—1- r—1 Tz—1- z—1- x—1 Tz—1— z—1
rz—1 _ 1 Yy _1
—k— lim = k— lim —— —k—1
e—1- -1 (1) y—0- Y

Lim. Notavel
(1) Sey =2 — 1, entdo como x — 17, logo y — 0~
Assim, como f é continua em z = 1 temos que f(1) =k — 1, ou seja
—1=k—-1& k=0
Exame — 2011, Prova especial

24. Sabendo que f é continua em x = —1, temos que limlf(a:) = f(-1)
T——

Calculando lim f(z) vem:
r——1

. . r+1 —1+1
hm f(a:): hm (1_61+1+ ):1—61+1

r——1 z——1

0
+1= 6 + 1 (Indeterminagao)

(fazendo y = = + 1, temos que se z — —1, entdo y — 0)

. - z+1 . o Y . 1 -
Jm f(@) = T <1_e+1> Hlin_lllili%(l_ey) =] I R

Y
lim1
y—0 1 1
- — 4t l=—t1l=—+1=—-1+1=
e ET N S =0
lim ———=~ — lim
y—0 Yy y—=0 Yy

Lim. Notavel

Assim, como limlf(x) = f(=1) e f(—1) = a + 2, podemos determinar o valor de a:

T——

lim f(z)=f(-1) ©® a+2=0 & a= -2

r——1

@mat.absolu‘camen‘ce.net
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25. Para averiguar se a funcao h é continua em x = 0, temos que verificar se h(0) = lim h(z) = 1im+h(:1c)
z—0~ z—0

e h(0) =3In(02+1)=3In(1) =3x0=0
e lim A(z) = lim (3In(2?+1)) =3I ((07)*+1) =3I (0+1)=3In(1)=3x0=0

z—0— z—0~
) ) 6237 — e 60 _ 60 0 ) .
e lim h(SL') = lim = = — (Indeterminagéo)
z—0t z—0t x 0 0
2x x r+x x x x x xT(, X
. e e e —e er xe’ —e e’(e” —1

lim h(z) = lim = lim = lim = lim ( ) =
z—0t z—0t x r—0t x z—0t x r—0t x

=e"x1=1x1=1

x—0+ z—0t T
Lim. Notével

Como lim h(x) # lim h(x), entdo a fungdo h nao é continua em x = 0
z—0t z—0~

Exame — 2010, Ep. especial

26. Como lim (h(x)—2z) =0, temos que

r——+o0

lim (h(x) —22)=0<« lim h(zr)— lim (22) =0« lim h(x)= lim (2z) & lim (h(x))=+o©

z—+00 z—Foo z—+00 z—+00 z—+oo z—+Foo
Como a fungéo h é par, temos que, para qualquer z € R, f(—x) = f(z) e assim,

Igr}mh(x) = zgrilooh(x) = 400
Resposta: Opgao A

Exame — 2010, 2. Fase

e —1
27. Calculando lim ————, vem:
=0 azr? + a’x
e —1 . e —1 . e —1 1 Loetr—1 . 1
m — 5— = lim = lim X = lim X lim =
20 az? 4+ a?x =0 ax(r+a) -0 ax T+ a z—0 ax x0T + a
(fazendo y = ax, temos que se z — 0, entdo y — 0)

ey —1 1 1 1
= lim x lim =1x =
y—=0 y z—=0T 4 a 0O+a a

——

Lim. Notavel
Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 19.05.2010

28. Para averiguar se a func¢do f é continua em x = 2, temos que verificar se f(2) = lim+f(:1:) = lim f(z)
r—2 r—2~

2
.f@):2x54+2+1=25+3

2
li = i - N=2xe24+24+41==4+3
PR )= iy e o) = 2xe TR L= g
x—2 2-2 0

. zl_lglﬁf(l:) = mllglﬁ e \/ﬁ = 5 \/AI = 0 (Indeterminagéo)
lim f(z)= lim (@=2) (w—i—\/ﬂ) = lim (@=2) (x—&—\/%) = lim (-2 (m—l—\/ﬂ) =
w—2- Cas2 (2 V22) (x+V22) a2 g2 (@)2 a2 2 — 21 N

~ lim (z—2) (x+v2x) i r+V2r 2+4+2x2 242
poo- z(x —2) racelr 2 2

2

Como lim f(z) # lim f(x), entdo a fungdo f ndo é continua em z = 2
r—2%1 T2~
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29. Como a funcao h, ¢ definida em R por operacoes sucessivas de funcoes continuas neste intervalo, entdo

f é continua para x > 0
De forma andloga, temos que h é continua para x < 0, porque é definida, neste intervalo, por operagoes

sucessivas de fungoes continuas em R~

Assim, resta averiguar se a fungdo h é continua para x = 0, ou seja, temos que verificar se

h(0) = lim h(z) = lim h(z)

z—0t+ z—0~
e h(0)=2
e lim h(z) = lim (Va?+4-2)=v02+4-0=V4=2
x—07t z—07F
2z _ 1 0 _
e lim A(z) = lim ¢ S = — (Indeterminagéao)
z—0~ z—0~ xr 0 0
21_1 2 21?_1 2w_1 2:E_1
lim h(z) = lim & i 2D o i © —2x lim & -
z—0~ z—0~ x z—0— 2Xx z—0~ z—0~ 2 z—0— 2

(fazendo y = 2z, temos que se £ — 0, entdo y — 07)

Lim. Notével

Como h(0) = lim+h(x) = lim h(z), a fungdo h é continua em = = 0, e como ¢ continua em R~ e em R,
z—0 z—0~
temos que é continua em R

Exame — 2009, 2.2 Fase

30. Calculando lim C(t) temos que:
t—+o0

lim C(t) = lim (2t€_0’3t) = 2(400) X e 03(+%) — 4 oo x €7 = 400 x 0T (Indeterminagao)

t——+o00 t—+o0
. . 2t . 0,3 x 2t . 2 0,3t o 2 . 0,3t .
tl}inooc(t) B t—lginoo e3¢ - tlginoo 073 x 0,3t - tl}inoo (0,3 x 60,3t> - t—lgknoo()iﬂ x t—lgknoo e0:3t a
(fazendo y = 0,3t, temos que se t — +o00, entdo y — +00)
1 2 1 2 1 2
=2k lim L= X lim = x—— = x — =2 0t =0
0,3 y—+ocey 0,3 y—otoo €7 0,3 lim e’ 0,3 4o 0,3
Y y—+too y

Lim. Notavel

Como C(t) é a concentracao do medicamento no sangue e t é o tempo decorrido apés o medicamento
ter sido ministrado, entao . ligl C(t) = 0 significa, que a um perfodo de tempo arbitrariamente grande
—+00

(t = +00), corresponde uma concentragao de 0 mg/1 de medicamento no sangue do Fernando, ou seja,
com o passar do tempo, o medicamento tende a desaparecer do sangue do Fernando.

Exame — 2009, 1.» Fase
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31. Para averiguar se a funcao g é continua em z = 1, temos que verificar se g(1) = lim g(x) = lim g(x)

x—1+t r—1-
e g(l)=2
e limg(z) = lim 2z+In(l+z—2?)=2(1)+n(1+1-1?)=2+In(1)=2+0=2
z—1- T—1-
lim g(z) = li v -1 11 Indeterminacé
L 1m = lm = = —
m_>1+91' i, = V11 0 (Indeterminacéo)
-1 1 -1 1 -1 1
i o) =t EDWEED oD (EED @D (EED

a1t a—1t (Vr—1) (Vz+1) a1t (ﬁf —12 T 1+ x—1
= lim (Vz+1)=Vi+l=1+1=2
z—1t
Como ¢g(1) = lim g(z) = lim g(x), entdo, podemos concluir que a funcdo g é continua em = =1
z—1t z—1—

Teste Intermédio 12.° ano — 27.05.2009

32. Como a fungao é continua em R, também é continua em x = a, pelo que

g(a) = lim g(z) = lim g(z)

r—a~ r—at
Como
g(a) = lim g(z) = lim (372—:5—3) —a?—-aq+3
z—at rz—at
€ como

lim g(z) = lim (2°—2z) =d® —2a
T—a~ r—a~

Entao, como a funcao é continua, vem que:

lim g(z) = lim g(z) & a* —a+3=0a’>~-2a & —a+3=-2a < 20—a=-3 & a=—3

r—at T—a—
Resposta: Opgao A

Teste Intermédio 12.° ano — 11.03.2009

33. Como

T(0) = 25 + 48¢~295%0 = 25 4 48¢° = 25 448 x 1 = 73

Entao sabemos que zero minutos apos o inicio do arrefecimento, ou seja, quando se interrompeu o processo
de aquecimento, a temperatura da dgua era de 73 graus Celsius.

Como
lim T(t)= lim (25448¢7%%*) = lim (25)+ lim (48e™"*%"") =
T —+—+00 r—-+00 x—-+00 T—+00
=25+ 48 11r+n e 005Xt — 95 4 48 x e 00X FX — 95 L 48 x e =25+ 48 x 0T =25
r—r+00

Entao sabemos que um aumento arbitrariamente grande do tempo corresponde a uma temperatura de 25
graus Celsius, ou seja, com o passar do tempo a dgua vai arrefecer até aos 25 graus.

Exame — 2008, Ep. especial
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34.

35.

36.

37.

Calculando N(0) temos que:
2000 2000 2000 2000

= = = = 10
14 199e=001x0 1 4+199¢0 14199 x 1 200

N(0)

Como N(0) = 10, entdo o nimero de sécios da associagdo, zero dias apds a constitui¢do era de 10, ou
seja, a associagao foi constituida com 10 sécios.

Calculando lim N(¢) temos que:
T—+00

2000 2000 2000 2000

T 1+ 199¢-0.01x(to0) 14 199e-% 1+ 199 x 0+

lim N(t) =

T——+00 x_lrfoo 1 + 199¢—0,01¢ = 2000

Como liIJIrl N(t) = 2000 entdo, a um aumento arbitrario do valor de ¢ corresponde um valor de N
T—>+00

aproximadamente de 2000, ou seja, com o passar do tempo o nimero de sécios da associacao aproxima-se
indefinidamente de 2000.

Exame — 2008, 1.# Fase

Para mostrar que a func¢do f é continua em x = 0, temos que mostrar que f(0) = lim+ f(z) = lim f(z)
z—0 z—0~

e f(0)=2-0+In(1+3x0)=2+Inl=24+0=2
e lim f(z)= lim+(2—x—|—ln(1—|—3x)):2—0++ln(1—|—3><0+):2—1—1111:2—1—0:2
z—0

z—0t
e —1+x € —14+07 1-1
li = i = =
© Spf@=lim 0- 0-
. . e =1 z . e’ —1 et —1
lim f(z) = lim +— )= lim +1) = lim +liml=14+1=2
x T x—0~ T z—0~ T z—0~
—_———

= 0 (Indeterminagao)

Lim. Notéavel

Como f(0) = lim f(z) = lim f(z), entdo, podemos concluir que a fungdo f é continua em = =0
z—0t z—0~

Teste Intermédio 12.° ano — 29.04.2008

Pela observacao do gréfico podemos verificar que lim f(z) < 0 e que lim+ f(z) > 0, pelo que podemos
r—3~ r—3

1 1
ti lim —— <0 lim —— >0
garantir que lim @) e que lim 7@
Assim temos que:
1

e e Rl P
1
Ou seja, que nao existe il_rg) @
Resposta: Opgao D

Exame — 2007, 2.* fase

Calculando o valor do limite, temos:

. 1 Jim 1 1 1 1
1m = = = = — = —0
a2t 4 — 2 lim (4—2%2) 4-—(2t)2 4-4t 00—

r—2+1

Resposta: Opgao D

Exame — 2007, 1.* fase
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38. Para averiguar se a funcao f é continua em z = 0, temos que verificar se f(0) = lim+ f(z) = lim f(x)
x—0

z—0~
. $(0) =2
242 2 2 T 4+2 2
o lim fz) = lim T2 gy 2EED (T A2y 0H2 2,
0~ e—0- 23+ emo-z(x?4+1)  zm0- \z  22+1 (0-)2+1 1
2 _rl 1 )2 _ 0+ x1 + 1
. zli%l{f(fﬂ) = IILI%; 3z xm;l(x +1) = 3> (07) (8+)>2< nO* +1) = g (Indeterminagéo)
2 1 1 1 1 1 1
lim f(z) = lim (3552 - xn(mﬁ) ~ lim (3— “(“””)> = im 3— tim 2EED gy
z—0t z—0t T T z—0+ T z—0t z—0t x

Lim. Notavel

Como f(0) = lim f(z) = lim f(z), entdo, podemos concluir que a fungéo f é continua em x =0
z—0t z—0—

Teste Intermédio 12.° ano — 15.03.2007

39. Para estudar a continuidade da funcao g no ponto de abcissa zero, temos que comparar os valores de g(0),
de lim g(z) e de lim g(z)
z—0+ z—0~

e g(0)=2
2r+1  2x0t4+1 1

1' = 1. = —_—
* Jim g(@) = lim =2 or  Tor ot
lim g(z) = I e -1 e -1 1-1 0Idt o
[ ] 1m X) = 1m = = = =
w07 e ™ 2% 0- 0 (ndeterminacio)
1 r—1 1 r—1 1 1
lim f(z) = lim Sx = lim - x lim & =-x1==
z—0~ z—0— \ 2 T z—0— z—0— X 2 2

Lim. Notével
Como ¢(0) # lim g(z), entdo a fungdo g é descontinua a direita de zero e como ¢(0) # lim+g(x), entao
z—0~ z—0

a funcao g também é descontinua a esquerda de zero.

Resposta: Opgao D

Exame — 2006, Ep. especial

40. Pela observagao dos gréficos, podemos verificar que:

o lim f(z)=k, k€]2,+ oo

z—1t

e lim f(x)=—-
z—1t f( )
E assim, temos que:

lim =l = 2 =
a—1+ g(x) lim g(z) —o0
z—1+

Resposta: Opgao A

Exame — 2006, 2.* Fase
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41. Como nos primeiros cinco minutos a agua esteve a aquecer ao lume, a funcao que modela a variagao da
temperatura em funcéo do tempo, é crescente para t €]0,5[. Como o grafico da funcdo a é parte de uma
reta de declive negativo, para t €]0,5[, esta nao é a fungdo que modela a situagao descrita, porque descreve
uma diminui¢ao dos valores da temperatura nos primeiros cinco minutos.

De acordo com a fungao b, temos que:
e b(5)=12(5+21)=12x6="72
o lim c(t) = lim (244 70e004=5)) =24 470 x e7004%5=5) =24 + 60 x ® =244+ 70 x 1 = 94
t—5t t—5t

Ou seja, como a temperatura varia de forma continua, e a fungao b nao é continua para t = 5, entao, esta
fungao nao modela a situacao descrita, porque:

b(5) # lim b(t)

t—5+
De acordo com a funcgao ¢, temos que:

e c(0)=14(0+1)=14x1=14
o lim c(t)= lim (24+60e 004t=5)) =24 4 60 x e~ 004 (+0=5) = 24 4 60 x e~ =24 4+ 0F =24
t—+o00

t—+o00

O que significa que, de acordo com este modelo, a temperatura da agua tende, com o passar do tempo,
(t lir+n ¢(t)) ndo tende a igualar a temperatura ambiente, que é igual & temperatura da dgua, no instante
—+00

em que comegou a ser aquecida (¢(0)). Ou seja, a funcdo ¢ ndo modela a situacdo descrita, porque:

Assim, temos que a funcdo que pode modelar a relagdo entre a temperatura da dgua e o tempo ¢, é a
funcéo d

Teste Intermédio 12.° ano — 17.03.2006

42. Sabendo que f é continua, em particular é continua em = = 0, pelo que f(0) = lim f(z) = lim f(x)

z—0~ z—0+
Fazendo os célculos, vem que:
e f(0O)=k+sen0=k+0=k%k
o lim f(z)= lim (k+ senz) =k+ sen0” =k+0" =k
z—0~ z—0~
In(1 T +In(1+0" Inl
e lim f(z) = lim 32+ In(l+z) = 3% 07 +In(1+07) = 0+ :9 (Indeterminagéo)
z—01 z—01 T 0+ 0 0
In(1 1 1 1 1
lim f(z) = lim <3m+n(+x)> = lim (3+n($+)> = fim 34 him REFD iy
z—0t z—0t T T z—0t T z—0t1 z—0t T

Lim. Notdvel

Assim, como lim f(z) =4 e a fungdo é continua, temos que f(0) = lim f(z), ou seja:
z—0t z—01

k=4
Resposta: Opgao D

Exame — 2005, Ep. especial
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43. Como N < M, entao N — M < 0, e assim temos que:

lim P(t) = Tim (5.2x 107 x e™201) = Tim (5,2 107) x lim e¥=20"

t—+o0 t——+oo t—+o0 t——+oo

=5,2x 107 x eN=M)x(H2) — 59 % 10" x = =52 x 10" x 01 =0
Assim temos que, se N < M entao . ligl P(t) = 0, o que, no contexto do problema, significa que se a
—+00

taxa de natalidade for menor que a taxa de mortalidade, para valores arbitrariamente grandes do tempo
a populacao das aves tende para zero, ou seja, se nascem menos aves do que as que morrem, com O passar
do tempo a populagao das aves tende a extinguir-se.

Exame — 2005, 1.2 Fase

44. Como a funcao f é continua no intervalo | — 00,0[, porque resulta de operagdes entre fungoes continuas
neste intervalo, e o denominador nao se anula para os valores de = deste intervalo; e também é continua
no intervalo |0, + oo[, porque também resulta de operagdes entre fungdes continuas neste intervalo, e o
denominador nao se anula para os valores de x deste intervalo; resta averiguar a continuidade para x = 0

Para averiguar se a funcdo f é continua em z = 0, temos que verificar se f(0) = lim+f(:1:) = lim f(z)
x—0

x—0—
3x042 2
0 = = — =
* fO)=55052 72
e lim f(x) = lim 3x+2—xh*%l*(3x+2)—3XO++2_2—1
P a0t 2r 2 lim+(2x+2)_2><()+—|—2_2_
z—0
. .ooet—1
e lim f(z)= lim =1
z—0— z—0— T
N———’

Lim. Notavel
Como f(0) = lim f(z) = lim f(x), entdo, podemos concluir que a funcdo f é continua em x = 0. Como
z—0t z—0—
f também é continua em R™ e em R™, entao <a fungdo f € continua em R.>.

Exame — 2004, Ep. especial

45. Sabendo que g é continua, em particular é continua em x = 0, pelo que g(0) = lim g(z) = lim+g(x)
z—0~ z—0

Fazendo os célculos, vem que:

e g(0)=k+cosO=k+1

e lim g(x)= lim (k+cosz)=k+cos0” =k+1
z—0~ r—0~
In(1 In(1+ 0% Inl 0
. xglal+g(x) = xl_i)r(r):gr n( ;_ x) = n( 0_: ) = I(l) = 6 (Indeterminagéo)

1 1
lim g(z) = lim In(@+1)

z—0t z—0+ x

=1

Lim. Notavel

Assim, como lim+g(x) =1 e a fungao é continua, temos que: g(0) = lim+g(x), pelo que podemos calcular
x—0 x—0
o valor de k:

9(0)= lim g(z) & k+1=1 < k=0
z—07+

Resposta: Opgao B

Exame — 2004, 1.2 Fase
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46.

47.

48.

49.

50.

20/21

Como a funcao f é par e a reta de equagao y = 0 é assintota do seu gréafico, entao, como a observagao do
grafico sugere, temos que: lirJIrl f(z) =07 E assim, vem que:
T—r+00

lim 1 1
lim = f’f_H_OO == +00

Resposta: Opgao C

Exame — 2004, 1.* Fase

Aplicando as propriedades dos logaritmos e calculando o valor do limite, temos:

. . 1 . T+ . x 1
lim (f(z)—Inz)= lim (In{z+—-)—-Inz]= lim |In = lim (In{=+—=5))=
Tr—+00 Tr——+00 x r——+00 x r—r~400 €T xX

1 1
= lim (ln (1 + 2)) =In <1 + ) =In(14+0") =In(1) =0
T—+00 x —+00

Exame — 2003, Prova para militares

Calculando o valor do limite, temos que:

logoz  logy,0f  —oo  —o0
asoter —1  0F -1  1t—-1 ot

= —00

Resposta: Opgao C

Exame — 2003, 1.* fase - 2.* chamada

Sabendo que f é continua, em particular é continua em t = 60, pelo que f(60) = lim f(¢) = lm f(¢),
z—60— z—60t

e mais especificamente f(60) = lim f(¢)
r—60~
Fazendo os célculos, vem que:

o f(60) =6+ A x27005(60-60) — G4 4 x27005%x0 g4 Ax20=64+Ax1=6+A4
e lim f(t)= lim (20480 x 2700%) =20 4 80 x 270:05%60 — 20 480 x 273 =
t—60—

t—60—
1 80
=20+480%x ==20+ —=20+10=30
23 8
Assim, como lim f(¢) = f(60), podemos provar que A = 24:

r—60~

F(60) = lim f(t) < 6+A=30 < A=30—-6 < A=24

z—60~

Exame — 2001, Prova para militares

Sabendo que f é continua, em particular é continua em x = 0, pelo que lim f(z) = lim+f(z) = f(0)
z—0~ z—0

Fazendo os célculos, vem que:

e f(0)=0
o lim f(a)=0
o lig1+f(x) = li}lrél+ (In(x +k)) =In(0+ k) =Ink

Assim, como lim f(z) =1Ink e como a func¢do é continua, ou seja lim f(z) = f(0), podemos calcular o
z—0+ z—0t

valor de k:
lim f(z) = f(0) & Ink=0 < k=¢" & k=1

z—0t

Resposta: Opgao C

Exame — 2001, 2. Fase
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51. Para estudar a continuidade da func¢ao h no ponto de abcissa zero, temos que comparar os valores de h(0),
de lim h(x) e de lim h(x)
z—0—

z—0t

e h(0)=2

o lim hA(z)= lim (14+e*)=1+¢" =1+1=2
z—0~ z—0~

o lim h(z)= lim 3z +2)=3x0"+2=0+2=2
z—0+ z—0+

Como h(0) = lim h(zx) = lim h(z), entdo a funcdo h é continua no ponto de abcissa zero.
z—0~ z—0F

Resposta: Opgao A

Exame — 2001, 1.* fase - 2.* chamada

52. Pela observagao do gréfico, podemos verificar que a funcao f é continua a esquerda do ponto de abcissa
4, e descontinua a direita, ou seja:

lim f(@) = f(4) e lim f(z) # F(4)

r—4-
Resposta: Opgao B

Exame — 2000, 1.* fase - 2.* chamada

53. Pela observacao do grafico, podemos verificar que:

e lim f(z) =0+
T3~

e lim g(z) =k, ke R"

T3~

E assim, calculando o valor do limite, temos que:

o o) )
=3~ f(z) l_l)r;lﬁf(x) 0t x>0

Resposta: Opgao D

Exame — 1999, 1.2 fase - 2.* chamada (prog. antigo)
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