Probabilidades (12.° ano)
Demonstracoes

Exercicios de Provas Nacionais e Testes Intermédios - Propostas de resolugdo

1. Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que

P(AN B) = P(A) x P(B)

Assim,
P(B)+ P(A) x (1— P(B|A) = P(B)+ P(A) <1 - %) )
= P(B)+ P(A) - P(BN A)
= P(B)+ P(A) — P(A) x P(B) @)
= P(A) + P(B) — P(A) x P(B)
= PA)+PB)(1- P(A))
P(A)+ P(B) x P (A) 3)

(1) Definigao de probabilidade condicionada
(2) Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
(3) Teorema: P (X) =1— P(X)

Logo P(B) + P(A) x (1 — P(B|A)) = P(A) + P(B) x P (A) q.e.d.

Exame — 2022, Ep. especial



2. Temos que,

P(AUB)-1+P(B)= P(A)+P(B)—P(ANB)-1+P(B) | (1)
= P(A)—P(ANB)—1+P(B)+ P (B)
= P(A)-P(ANB)-1+1 (2)
= P(A)-P(ANB)
— P(A) - (P(A) — P(ANB) 3)
= P(A)—P(A)+P(ANB)
= P(ANB)
= P(ANB) ?Aiéﬁg (4)

P(ANB

= P(A)x PiA)
= P(A) x P(B|A) (5)

(1) Teorema: P(XUY)=P(X)+P(Y)—-P(XNY)
(2) Teorema: P(X)+ P (X) =1

(3) Teorema: P (X NY) =P(X)—-P(XNY)

(4) Hipétese: P(A) #0

o _ P(XNY)

(5) Definigao: P(X|Y) = PO

Logo, P (AUB) — 1+ P(B) = P(A) x P(B|A) g.e.d.

Exame — 2015, 22 Fase

3. Como A e A sdo acontecimentos equiproviveis, temos que P(A) = P (Z)
Como P(A) =1— P (A) vem que

P(A) =1 P(4) & P(A)+P(A) =1 & 2P(A) =1 & P(A) = +

2
Como A e B sdo acontecimentos independentes, temos que
P(AnB)=P(A) x P(B)
Assim,
2P(AUB) = 2(P(A) + P(B)— P(AN B)) Teorema: P(XUY) = P(X)+ P(Y) - P(XNY)
= 2P(A)+2P(B)—2P(ANB)
= 2P(A)+2P(B) —2x P(A) x P(B) | Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
= 2Xx %—F?P(B)—Q X % x P(B) Hipétese: P(A):%
= 1+42P(B)—1x P(B)
= 1+ P(B)

Logo, se P(A) = P (A) e P(AN B) = P(A) x P(B), entdo 2P(AU B) =1+ P(B) g.e.d.

Exame — 2014, Ep. especial
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4. Como A e B sao acontecimentos incompativeis, temos que P(ANB) =0 e que P(AUB) = P(A)+ P(B)

P(ANB) 0
P(B) Hip. P(B)

P(A|B) = =0

Como, P(A) # 0, entdo P(A|B) < P(A)

Pelo teorema P (AN B) = P(A) — P(AN B), e como P(AN B) =0, vem que:
- P(BNnA _ B
P (B|A) = ( )  P(A)—P(AnB) P(A)—0

P P(A) P

Como P(AUB) = P(A)+P(B) e P(B) # 0, entdao P(A) # 1, pois P(AUB) < 1, pelo que P(A) < P (B|A)

Logo P(A|B) < P(A) < P (B|A) q.e.d.

Teste Intermédio 12° ano — 29.11.2013

5. Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que
P(ANB)=P(A) x P(B)

Assim,
P(AnB)+P (@A) x (1-P(B)) = P(ANB
P(ANB

+Q—Pm)
+1—P(B) -

P(ANB)+1-P(B) -
P(ANB)+PANB)+
P(B)+1—-P(B)— P(A) (3)
1— P(A)
P (4) 1)

I
— N — —

(1) Teorema: P (X) =1— P(X)
(2) Hipétese: P(AN B) = P(A) x P(B)
(3) Teorema: P(X) =P(XNY)+P(XNY)

Logo P (AN B) + P (A) x (1= P(B)) = P (A) g.e.d

Exame — 2012, Ep. especial
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6. Temos que,

P (AN B|B) + P(A|B) =

Logo, se P(B) # 0 entao P (AN B|B) + P(A|B) =1 q.e.d.

7. Temos que,

P (ANB|B)

Logo, se P(B) # 0 entao P (AN B|B) = P(A|B) q.e.d.

@mat.absolu‘camen‘ce.net

Definigao: P(X|Y) =

BNB=0eXUb=X

P(XNY
Definigdo: P(X|Y) = PXNY)

PXNnY)

Definigdo: P(X|Y) = PY)

Leis de De Morgan: XNY = X UY

BNB=0eXUl=X

Teorema: P (XNY) =P(X)—P(XNY)

Hipétese: P(B) # 0

Exame — 2012, 2* Fase

P(XNY)

P(Y)

Leis de De Morgan: XNY = X UY

P(Y)

Exame — 2011, Ep. especial
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8. Temos que,

5/11

L_1=P(B) _ PA) 1-P(B)
- P(4) PEA; ~ P(A)
_ P(A)-1+P(B)
- P(A)
P(A) + P(B) — (P(A UB)+ P (AUB) )
= P(A) Teorema: P(X)+ P (X) =1
_ P(A)+P(B)-P(AUB)—P(AUB)
- P(A)
P(ANB)—P(AUB)
= P(A) Teorema: P(XNY)=P(X)—-P(Y)—-P(XUY)
~ P(AnB) P(AUB)
- P4 _P(4)
= P(BJA) - r (PA(:)B) Definigdo: P(X|Y) = P(;((;)Y)
Logo 1 — * ;&()B) = P(B|A) - F (PA(:)B) & P(B|A)=1- ! ;54()3) F (PA(:)B)
P(AUB) 3 1—- P(B)
Como ) >0, entao P(B|A) > 1 — P(A) g.e.d.
Exame — 2011, 12 Fase
9. Temos que,
P(AUB) < P(A|B) x P(B) & P(A)+ P(B)— P(ANB) < P(A|B) x P (B) (1)
&  P(A)+ P(B) < P(A|B) x P(B) + P(ANB)
& P(A)+ P(B) < P(A|B) x (1 - p(B)) + P(ANB) @)
& P(A)+ P(B) < P(A|B) — P(A|B) x P(B) + P(AN B)
& P(A)+P(B) < PAB) -~ (;1(;)3) « P(B)+ P(ANB) | ®
& P(A)+ P(B) < P(A|B) — P(ANB) + P(AN B)
&  P(A)+ P(B) < P(A|B)

(1) Teorema: P(XUY)=P(X)+ P(Y)—-P(XNY)
(2) Teorema: P (X) =1— P(X)

(3) Definigao: P(X|Y) = P(I)D((;)Y)

Logo, P(AUB) < P(A|B) x P (B) < P(A)+ P(B) < P(A|B) g.e.d.
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10. Temos que,

P(AUB) — .« P(AuB) P(ANnB) - P(XNY)
W - P (A‘B) = P(B) — P(B) Definigao: P(X|Y) = T;)
_ P(AUB)-P(ANB)
B P(B)
P(AUB) — (P(B) — P(AnN B))
= P(B) Teorema: P (XNY) =P(X) - P(XNY)
_ P(AUB)-P(B)+ P(ANB)
- P(B)
P(A)
= @ Teorema: P(X)=P(XUY)+P(XNY)—PY)
Logo, se P(B) # 0 entao P(;l(;)B) — P(AB) = ]P;Eg; g.e.d.
Exame — 2010, 22 Fase
11. Temos que,
PX)x PY|X)+P(X)-P(Y)= P(X)x Pg(;()x) +P(X)-PY) | ()

- POnX)+P(X)-(1-P(V)) | @

= 1-PYNX)+P(X)-1+P(Y) | @
= 1-1-PYUX)+P(X)+P(Y) | 3

= P(X)+P(Y)-P(YUX)

- P(XnY)

P
(1) Definigdo: P(A|B) =

(2) Teorema: P(A) =1— P (A)
(3) Leis de De Morgan: AN B =
(4) Teorema: P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB)

Logo, P (X NY) = P(X) x P(Y|X)+ P (X) — P(Y) g.e.d.
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12. Temos que,

P(A) x [P(B|A) —1]+ P(AUB) = P(A) x P(;&)B) - 1] +P(AUB) | ()
= P(A)x ng(;)B) —P(A)+P(ANB) | (2
= P(ANB)—P(A)+1-P(ANB) (3)
= PANB)-PANB)+1-P(4)
= 1-P(A)
= P(4) 3)
(1) Definigdo: P(X|Y) = P(])D((;)Y)
(2) Leis de De Morgan: X UY =X NY
(3) Teorema: P(X)=1- P (X)
Logo, P(A) x [P(B|A) — 1]+ P (AU B) = P (A) q.e.d.
Teste Intermédio 12° ano — 04.12.2009
13. Temos que,
P(B)+ P(A)+P(AUB)= P(B)+P(A4)+ ( ) + (E) P(ANB) | ()
= 2P(é)+P( ) P(B) - P(AUB) (2)
2P (A) +1—- P (AUB) (3)
= 2P(Z)+1—(17 AUB) (4
2P(A)+1-1+P(AUB)
2P (A) + P(AU B)

(1) Teorema: P(X UY) =
(2) Leis de De Morgan: X NY =
(3) Teorema: P(X)+ P (X) =1
(4) Teorema: P (X) =1— P(X)

P(X)+ P(Y) -
XUy

P(XNY)

Logo, P(B)+ P (A) + P(AUB) = 2P (A) + P(AUB) g.e.d.

14. Temos que,

P(ANB)

Exame — 2009, Ep. especial

—P(AIB)x P(B)—P(ANB)= 1- PB) x P(B)—P(ANB) | (1)
-~ P(ANB) - P(ANB)

= 1-P(ANB) (P A) - P(AN B)) @)

= 1-P(ANB)-P(A)+P(ANB)

= 1-P(4) (3)

= P (4)
(1) Definigao: P(X\Yl: %
(2) Teorema: P (X NY) =P(X)—P(XNY)
(3) Teorema: P (X) =1— P(X)

Logo, 1 — P(A|B) x P(B) — P (A OE) =P (Z) g.e.d.
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15. Temos que,

P(A|B) - P(B) x P(A]B) = P(A|B) x (1- P(B))

= PAB)x(1-(1- P(B))) Teorema: P(X) =1 — P (X)

= PAB)x(1-1+ P(B))

= P%(E)B) X P(B) Definigdo: P(X|Y) = P(;((;)Y)

= P(ANDB)

_ P(A)x P(ANB)

- P(A)

= P(A)x P(B|A) Definigdo: P(X|Y) = P(J‘f(;)y)
Logo, P(A|B) — P(B) x P(A|B) = P(A) x P(B|A) q.e.d

16. Temos que,

— P(AUB) + P(A|B) x P(B)

Logo, 1 —

17. Temos que,
P (Z) — P(B)+ P(AUB) =

Logo, P (Z U E)
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P (AUB) + P(A|B) x P(B) =

Teste Intermédio 12° ano — 10.12.2008

= P(AUB)+ P(A|B) x P(B) (1)
= P(AUB)+ P(A(;)B) x P(B) | (2
= P(AUB)+P(ANB)

= P(4)+P(B) (3)

1— P(A)

1 (P(A) +P(B) -
— P(ANB)

P (ANB)

P(AUB)

=P (A) — P(B)+ P(AUB) g.e.d.

~ P(B)+ P(AUB)
P(AU B))

(1) Teorema: P(X) =1— P (X)

(2) Definigdo: P(X|Y) = P(;((;)Y)

(3) Teorema: P(XUY)+ P(XNY) =

P(X)+ P(Y)

P(A) + P(B) q.e.d.

Exame — 2008, Ep. especial

Teorema: P(X) =1—-P (X)

Teorema: P(XNY)=P(X)+ P(Y)
Teorema: P(X)=1- P (X
Leis de De Morgan: XNY =X UY

— P(XUY)

Exame — 2008, 22 Fase
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18. Temos que,

P((ZQB) |B>= P((jUg) |B) Leis de De Morgan: X NY = X UY
-~ P((AUB)|B) X -x
P( (AUB) N B) P
_ L _ P(XnY)
= P(B) Definigdo: P(X|Y) = 7P(Y)
P((AmB) U (FﬁB))
- P(B)
_ P4nB) XnNX=0eXuUl=X
-~ P(B) e N
= P(A|B) Definigdo: P(X|Y) = P(I)f(ig)y)
Logo, P ((Zm B) |B) = P(A|B) q.e.d.
Teste Intermédio 12° ano — 17.01.2008
19. Como X e Y sao acontecimentos independentes, temos que P(X NY) = P(X) x P(Y)
E a probabilidade de que X nao ocorra nem ocorra Y pode ser escrita como P ( 7)
Assim,
P(Yﬂ?)z P(XUY) Leis de De Morgan: ANB =AUB
= — P(X uY) Teorema: P (A) =1— P(A)
= 1- (P(X) PY)—P(XnN Y)) Teorema: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
= 1-PX)-PY)+P(XNY)
= 1-P(X)—PY)+ P(X)x P(Y) | Hipétese: P(X NY) = P(X) x P(Y)
= l—a—-b+axb Hipétese: P(X)=ae P(Y)=1b
Logo, P(YDY) =l—a—-b+axb q.e.d.
Exame — 2007, 22 Fase
20. Temos que,
P (B ANB P (B AU
( )P(Ag ) ( )P(Ag ) Leis de De Morgan: XNY =X UY
1- ( P(AU B))
= P(A) Teorema: P (X) =1— P(X)
_ 1-P(B)-1+P(AUB)
B P(4)
_ —P(B)+P(AUB)
- P(A)
= —P(B) + P(A);(Z)(B) ~P(ANnB) Teorema: P(XNY)=P(X)+PY)—-P(XUY)
_ P(A)-PANDB)
- P(A)
_ P(4) B P(ANB)
- P4 P4
= 1-— P(B|A) Definigdo: P(X|Y) = %
P(B) - P(AnB)
Logo, PlA) =1— P(B|A) q.e.d.
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21. Como A e B sao acontecimentos independentes, temos que P(A N B) = P(A) x P(B)

Logo pretendemos provar que

P(ANB) = P(A) x P(B) & P(B|A) = P (B[A)

P(XnNY)

Assim, B

P(B|A) =P (B[) & L (1‘34(2)3 ) _ P;A(Z)B ) M)
& P(ANB)xP(A)=P(ANB) x P(A) (2)
& P(ANB)x P (4) = (P(B) — P(AN B)) % P(A) 3)
& P(ANB)x P(4) = P(B) x P(A) — P(AN B) x P(A)
& P(ANB)x P(A) + P(ANB) x P(A) = P(B) x P(A)
& P(ANB) x (P (4) + P(A)) — P(B) x P(A)
& P(ANB)x1=P(B)x P(A) @)
& P(ANB)=P(B) x P(A)

P(XNY)

(1) Definigao: P(X|Y) =

P(Y)

(2) P(A) >0, e como P(A) < 1, entdo P (A) >0
(3) Teorema: P (X UY) = P(X) — P(XNY)

(4) Teorema: P (X) + P(X) =1

Logo, P(AN B) = P(A) x P(B) < P(B|A) =P (B|A) gq.e.d.

22. Temos que,

P (A) — P(B) + P(A|B) x P(B)

Exame — 2004, Ep. especial

P(ANB)

P(B) | (1)

P(A) - P(B) + P(B)
P (A) - P(B) + P(ANB)
1— P(A) — P(B)+ P(AN B)

1 (P(A) +P(B)— P(AN B))

1 - P(AUB)

(2)
®3)

P(AUB)
P(ANB)

)
(4)

P(XNY)
P(Y)
(2) Teorema: P (X) =1— P(X)
(3) Teorema: P(XUY)=P(X)+ P(Y)—-P(XNY)
(4) Leis de De Morgan: X NY =X UY

(1) Definigao: P(X|Y) =

Logo, P (AN B) = P (A) — P(B) + P(A|B) x P(B) g.e.d.
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23. Temos que,

_ P(E; N Eq) _ P(XNY)
1— P(El) X P(E2|E1) = 1- P(El) X W Definigdo: P(X|Y) = W
= 1-P(ENE)
= P (E2 N El) Teorema: P (Y) =1-P(X
= P (E_QUE_l) Leis de De Morgan: XNY =X UY
Logo, P (E1 U E>) =1 — P(Ey) x P(Es|Ey) q.e.d.
Exame — 2000, 22 Fase
24. Temos que,
P(A)—l—P(B)—I—P(ZﬂF): P(A)+P(B)+P(AUB) Leis de De Morgan: XNY =X UY
= P(A)+P(B)+1—P(AUB) Teorema: P(Y):I—P(X
— 1+ P(A)+ P(B)— P(AUB)
= 14+ P(ANDB) Teorema: P(XNY) = P(X)+ P(Y)—-P(AUY)

Prova modelo — 2000
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