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GRuUPO I
. Tendo em conta que sin (3 + o) = cosa e cos (5 + «) = —sina, vem que:

. 1 - (7T+ ) 1
sina = = cos|l=—+a)=—=
7 2 7

Resposta Correcta: (D)

. A drea do trapézio [OADC] é dada por:

Ajoapc) = ———— X AB

Ora sabe-se que AO = 1 pois € o raio do circulo trigonométrico, logo, AB = AD = BC = sin a e também
que OB = cos «, vindo entao OC = cos « + sin .
Desta forma vem:

cosa + sina + sina . sin v cos «

Ajoapc) = 5 ><s1na:f+sin2a

Resposta Correcta: (C)

. A recta tangente & circunferéncia de centro na origem no ponto P, ponto este contido na circunferéncia é
perpendicular ao vector O? Desta forma vem OP =P — O = P = (—2,4).

Sendo a recta tangente perpendicular a O? vem que m’ = —% € Como mgp = _AQ = —2 vem:

o

oL _1
-2 2

Como a recta tangente contém o ponto P repara-se facilmente que a recta tangente tem equacao y = %x+5.

Resposta Correcta: (C)

. Uma recta é paralela a um plano se e s6 se o vector director da recta for perpendicular e nao colinear com
o vector normal ao plano.
Neste caso tem-se 77 = (1,1,1) pelo que o vector director da recta deve ser U= (1,2, -3), pois tem-se:

(1,1,1)-(1,2,-3)=1+2-3=0
Os vectores sao entao perpendiculares pelo que a resposta correcta estd encontrada.

Resposta Correcta: (C)

. O ponto A deve ser um ponto pertencente tanto ao plano o como a recta r.

O ponto (2,0,1) é tal que 2 x2+8 x 0+ 1 =5 e portanto pertencente a « e ainda % = % = 1, portanto
também pertencente a recta r.
Conclui-se portanto que A é o ponto de coordenadas (2,0, 1).

Resposta Correcta: (A)
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Grupro II

1. Sendo B um angulo cuja amplitude, em radianos, pertence ao intervalo ]57”,37T [, sabe-se que 3 pertence
ao 2° Quadrante e, portanto, cos 8 < 0 e tan 8 < 0.
Como sin f = ? vem da Férmula Fundamental da Trigonometria (sin® 8 + cos? 8 = 1):

v5\’ 1 1 2
<3> +Cos25:1@c0826:9(:)cosﬁ::I:\/;:—g
—_———

B€ 2° Quadrante

Conclui-se portanto:

tan 8 sin 8 % V5
an = = —s = ——
cosff -2 2
]
2. As solucoes da equacio 3tanx = —4/3 sao as solucdes da equacio
V3
tanx = —?

Como tanz = @ para z = %, vem que, correspondendo a angulos do segundo e quarto quadrante aqueles

que sdo procurados uma vez que nestes a tangente é negativa vem:
T T
x:w—6+27rk:,kEZ\/JCzZW—E—l—Zﬂk,k‘EZ@

x:%+2wk,k€2\/z:%+2wk,kez

Conclui-se entao que todas as solugoes da equagao se obtém variando os valores de k nas solugoes acima
apresentadas.

3. Considerando os pontos A(1,3) e B(3,—3).

3.1. A recta AB tem como vector director o vector AB vindo entio AB = B—A = (3,-3)—(1,3) = (2,—6)
correspondendo a um declive m de valor m = _7 = —3.
A recta t é perpendicular & recta AB logo tem declive m’ dado por m’ = — L = l

O ponto de intersecgao destas rectas estd sobre o eixo yy logo devemos definir a equagao reduzida da
recta AB, vindo y = —3x + bap e pertencendo o ponto A a esta mesma vem:

3=-3x14+bapbap=6

Conclui-se entdo que a intersec¢ao com o eixo dos yy é o ponto (0, 6).
Como este ponto pertence a recta t de equagao y = %x + b vem:

1
6=§x0+b<:>b=6

Conclui-se entao que a equagao reduzida da recta t é:

1
y:§x+6

3.2. Pela definicao de produto interno entre dois vectores tem-se que
UV = H7|| X ||7H X Cos «

em que « é o angulo que o vector T faz com o vector .
O vector AB tem coordenadas (2,—6) e o vector ¥ tem coordenadas (1,3), vindo entéo:

4
(2,—6) - (1,3) = /224 (—6)2 x /12 4+ 32 x cosa < —16 = 20cosa < cosa = —x

Vem entdo que a = cos ™! (—f) 143° 7.
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4. Counsidere-se a piramide quandragular [ABCDV].

4.1. As coordenadas de um ponto V', pertencente a superficie esférica de centro em V e tangente ao plano
ABC podem ser determinadas comecando por definir a equagao da superficie esférica.
A equagao geral de uma superficie esférica de centro em (a, b, c) e raio r é

(@—a)’ +(y—0)*+ (2 - =17
Tendo centro em V vem que a equacao da superficie esférica toma a forma:
(x =52+ (y—3)2+(z—1)* =2

Sendo tangente ao plano ABC, o raio da superficie esférica é perpendicular ao plano ABC.

Este plano tem equacao x = 0 como se pode reparar facilmente pelo que o vector normal ao plano é
o vector (1,0,0).

A recta que define o raio da superficie esférica tem como vector director o vector (1,0,0) e passando
em V(5,3,1) vem que sendo P o ponto de tangéncia, a recta VP que define o raio da superficie
esférica pode ser dada por (5,3,1) + k(1,0,0), k € R.

Os pontos desta recta sao da forma (5k,3,1) e como o ponto de tangéncia pertence ao plano ABC
vem: 5k = 0 e portanto £ = 0 e o ponto de tangéncia P é o ponto P(0,3,1) pelo que o raio da
superficie esférica é dado por:

HWH —(5,3,1) — (0,3, 1) = V52 =5

A equagao da superficie esférica é entao
(x =52+ (@y—-32%+(2-1)2=25

Portanto, qualquer ponto que respeite esta equacao pode ser o ponto V'’ vindo, por exemplo,
V’(10,3,1).
A . 4—_> re 7 .

4.2. A altura da pirdmide tem como valor a norma do vector MV em que M é o ponto médio do
segmento [BC]. Desta forma tem-se M (Zzife ysdve zpdze) oo sendo B(0,4,0) e C(0,2,2)
vem M(0,3,1).

. P —V> . —
O vector director da recta é entdo MV vindo MV =V — M = (5,3,1) — (0,3,1) = (5,0,0) e a recta
que contém a altura da piramide pode ser dada por:

X
T oAy=1Az=1
5N Y *

4.3. O plano perpendicular & recta C'V tem como vector normal o vector director (7)/ , vindo entao,
CV=V-C=(531)-(0,2,2) = (51,-1).
A equagao geral do plano é entdo:
Sr4+y—2z+d=0

Como o plano contém o ponto A(0,2,0) vem:
5x04+2-0+d=0&d=-2
Desta forma conclui-se que a equacao do plano perpendicular a recta C'V que contém o ponto A é:
Sr+y—2—2=0

4.4. O plano CDV é tal que o seu vector normal W= (a, b, c) é perpendicular aos vectores C—Vz e IW

Ora entdo tem-se CV =V — C = (5,1,—1) como calculado na alinea anterior e DV = V-D =
(5,3,1) — (0,4,2) = (5,—1,—1), vindo entao:

WOV =0 - (a,b,¢)-(5,1,-1) =0 5a+b—c=0 Sa—b=c
7. DV =0 (a,b,¢)- (5,-1—1)=0 5a—b—c=0 b=0
_>

Conclui-se entdao que ¢ = 5a e b = 0, pelo que para a = 1 vem 7 = (1,0,5) e a equagdo do plano

CDV é:
z+5z2+d=0

T %2
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Como o plano contém o ponto D(0,4,2) vem:
0+5x24+d=0&<d=-10

E a equacao do plano CDV é z + 5z = 10, como se queria demonstrar.
A interseccao com o eixo das cotas é o ponto (0,0, z) vindo 0+ 5z = 10 < z = 2 e 0 ponto é o ponto
(0,0,2).

4.5. A secgao produzida na pirdmide pelo plano z = 1 é a secgao presente na figura abaixo.

A 4rea é entdo a drea do triangulo representado a sombreado cuja base tem valor 2 pois é a distancia
do ponto C ao ponto D e tem como altura, a altura da piramide que é a norma do vector MV ja
definido na pergunta 4.2, vindo MV = (5,0,0). Conclui-se facilmente que a altura da pirdmide vale
entao 5 unidades de comprimento.

Desta forma vem:

Asecgéo = 9 = 9 =5

FIM
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